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೯دایا...
१وদوار ග঻ࢭوده�౷ࣂش، ୀ଒૽ن ජ໑د਩یࠝطا ඥࣹرت৅࡜ورمو ا॥ت، ਟی�඼෻৴یॺࡗ૗ه�ایୀ଒ایزಶඌীنথذ૛তه ୀ ජ໑گ، ૽نॺభ଒ࡗ૗ه ଘૼنزਠീীیࠝطا

ষباॵم.بఴذارหآنرا،ऒوداষࣇخاب঍࣒م،اماآ൒৅نان৔଒ودو॥تਗی�داری.
خا৔ජໍوور৅جୀدنଘپای৔وඛ঺ھاঁذتБЗرگز৯دਛیૼنا॥ت،ازشادی৔و॥ت �ଘുیدنইی਩دا৯و،ز৔ජໍخا �ଘدیدنஓ଒ندষی�داਗهૡঙیو਩ی�داਗو৔
଒ૼنభدلਗی�঩ندم،ازاঃیدرਪ୓ی৔و॥تୀ଒قاঃید೷ࣼభمان૛ീࣺه�امਗی�భࣺشدوازऒوতࣄਠ൏ی৔و॥تও଒وایپاکॣعادتراభر৤୓�ଢماࣹساس

ඵ෕رویش࢈ਠൈیراభ଒زୌک೻ماتو॒م૤ه�୓یਹ઱ࣣفواभتاده،ඛসھانඟ໊ده�امభیاب،భیاب. ਗی�঍࣒م.ਖ৶ی�৔واৣمऒوبඟ໓فБЗৣم.
ච໔عا ୀانಶൟ࣌ോنड़وجॲࡁਊیభدلૼن، از ૼن، گاه ৽ భیدیঃقاୀازآوردن േषূࣱلॻࣄ൏ندیॻୀبانૼن، ଒ز৯دਛیاز ਗی�داষند ૡঙه ਗی�دا਩یو ৔و

ا॥ت.
৔و،چࢉوଡزಶඌীنراଘૼن঻یاड़وز،چࢉوජ໑ଡدنراऒودऒواকمآड़وࣾت.

وام، ଘૼن৔وਮ࣪قتلاشభشࢁࡣت،ධ්رৗభوঃیدی،رಶ౮نਟی�඼෻ঙاه،गھادਟی�سلاح،کارਟی�پاداش،तداکاریభسࢆوت،دଌنਟی�دষیا،ॠذ঑بਟیࠩ�
دو॥ت঴دا৯د، എࠝ࢟تਟی�ฬم،೯دक़تਟی�ฬن،ا৷مانਟی�ریا،मناࠥتਟی�ହور،࠙࡭قਟی�ওوس،ඛ঺ھاਪیభاಪࣤوه॒ࢣࡁࢹتودو॥تداಶඍنਟی�آنૢه

روزی૽ن.

اඛ঺ඟ໋ھاଌୃنඛ঺ھاॴوم،باز೯دا঒ࡣت
৯داಶඍن�॥୓ت... اوجا಻ඎিنૡঙه

دو



گاه඼ෙय़بانامامෘ੣ࣗคඖم ৽ଘم৤قدৎ
وଽ॒ࢣૐهୀای঳ھاری॰دنما،඼່جਗی�ऒوا৯د઺ଽ଒ࣄح

৯دਗଘی�ॴود. ازষیاॠدنما

سه



:ଘم৤قدৎ

ඟ໋ا඗ষھاଌୃنداراਪی�୓یز৯دਛی
((ما਻ॲభ࣪قو৮در඼ෙय़باৣم))

اوऔون.((ସ୍آฬمو඼ෙय़بانآหم))دوষیا಻ඖنانده�ฮୌیوارਰࣣقلاری

چهار



. . . سپاس�گزاری

اینجایم که امروز و کرده�ام، باور را نگاهش مهربانی که می�گیرم کسی به�سوی را ربنایم دستان همیشه

قنوت را شکرانه�ام بلندترین و می�ایستم قامت تمام آموخته�ام، بضاعتم به�قدر خدا، دانش بی�کران از و

می�شوم.

می�بوسم. را، رسیدن و را دویدن را، نماندن دادند، یادم که مادرم قدم�های و

کرد. قانون را ایستادنم پا روی که ممنونم پدرم از و

کنار برایم را دانایی�شان زکات صبورانه که لکستانی، دکترمهرداد آقای جناب عالمم، راهنمای استاد از

ممنونم. بی�حساب دانستن، از نمانم جا تا گذاشتند

سپاسگزارم. فرمودند، زحمت قبول که عبادی، قدرت دکتر آقای جناب ارجمندم، مشاور استاد از هم�چنین

می�کنم. اعلام بهرامی، فریبا دکتر خانم سرکار پایان�نامه، این محترم داور از را خود قدردانی مراتب

را قدردانی و تشکر کمال ارزنده�شان راهنمایی�های خاطر به فضلی حسین آقای و آشپززاده المیرا خانم از

دارم.

که خوبم همیشه برادران و مهربانم بی�دریغ خواهران به می�کنم هدیه را می�شناسم سپاس از چقدر هر

همراهی. در بی�نظیرند

روشنشان حضور به رفتنم، کوچه�های که ناآشنایی و آشنا چشم�های تمامی برای یگانه�ام، خدای از آخر در

می�کنم. طلب بهار آسمان یک است، گرفته نور

ਏৎی�آباد ࣅباਉی� رૡ࣓নه
৘඼ෙ७ور۱۳۹۲

پنج



رحیمه نام: تقی�آباد عباسی� دانشجو: خانوادگی نام

بازه روی چندگانه موجک�های عنوان:

لکستانی مهرداد دکتر : راهنما استاد

عبادی قدرت دکتر : مشاور استاد

تبریز دانشگاه عددی آنالیز گرایش: کاربردی ریاضی رشته: ارشد� کارشناسی تحصیلی: مقطع

٩۶ صفحات: تعداد ١٣٩٢ شهریور التحصیلی: فارغ تاریخ ریاضی علوم دانشکده

موجک کاردینالی، هرمیتی درونیاب مقیاس، تابع همواری، جمع، قوانین دقت، مرتبه واژه�ها: کلید

بازه. روی چند�گانه موجک دو�متعامد، چندگانه موجک متعامد، چندگانه

چکیده

مقیاس�شان تابع بردارهای همراه به حقیقی خط روی هموار، دومتعامدی و متعامد چندگانه موجک�های

می�شوند. برده به�کار [۰,۱] بازه روی موجک پایه�های ساختن در می�باشند [۰,۱] محمل دارای که

به�طوری�که می�گردد، معرفی ۴ چندگانگی با متقارن C۲ متعامد چندگانه موجک یک پایان�نامه این در

سوبولوف فضای به متعلق و بوده ۴ مرتبه از دقت و [۰,۱] محمل دارای آن متعامد مقیاس تابع بردار

از صفر ممان�های و ۴ چندگانگی با متعامدی دو چندگانه موجک�های هم�چنین می�باشد. W ۲/۵۶۲۸۸

هرمیتی درونیاب خواص و [−۱,۱] محمل دارای اولیه مقیاس تابع بردار که است شده طراحی ۴ مرتبه



و [−۱,۱] محمل دارای دوگان مقیاس تابع بردار و Wمی�باشد ۳/۶۳۲۹۸ سوبولوف فضای به متعلق و بوده

اولیه مقیاس تابع بردار برای پیوسته، دوگان مقیاس تابع بردار یک ادامه در است. W ۱/۷۸۵۳۳ به متعلق

می�گردد. معرفی هستند، [−۱,۱] محمل و ۴ چندگانگی با کاردینالی هرمیتی درونیاب خواص دارای که

دو هر حقیقی، خط روی در شده ساخته دومتعامد و متعامد چندگانه موجک�های براساس نهایت، در

موجک پایه�های چنین می�شوند. ارائه [۰,۱] بازه روی دومتعامد و متعامد چند�گانه موجک�های پایه�ی

دارند. ساده ساختار و خوب همواری بالا، صفر ممان�های کوچک، محمل تقارن، [۰,۱] بازه روی چندگانه

دارند. بسته فرم پایان�نامه، این در شده ساخته موجک فیلترهای تمامی



مطالب فهرست

۵ پیشگفتار

٩ مقدماتی مفاهیم و تعاریف ١
١١ . . . . . . . . . . . . . یکه متعامد وپایه�های یکه متعامد متعامد، مجموعه�های ١.١
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . LP (a, b) توابع فضای ١.١.١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . داخلی ضرب فضای یک در تعامد ٢.١.١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یکه متعامد پایه ٣.١.١
١٣ . . . . . . دومتعامدی و یکه متعامد پایه�های به نسبت L۲(a, b) در توابع بسط ٢.١
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کرونکر حاصل�ضرب ٣.١
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موجک�ها ساختار و خواص ۴.١
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندسطحی تجزیه آنالیز ١.۴.١
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موجک ٢.۴.١
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . دومتعامدی چند�سطحی تجزیه آنالیز ٣.۴.١
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . موجک�ها حسب بر توابع بسط ۴.۴.١
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تجزیه و دومقیاسی روابط ۵.۴.١

٢۶
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موجک�ها برای مطلوب ویژگی�های ۵.١
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعامد ١.۵.١
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فشرده محمل ٢.۵.١
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقارن ٣.۵.١
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بسته فرمول ۴.۵.١
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقریب مرتبه و صفر های ممان ۵.۵.١

١



٢ مطالب فهرست

٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موجک بسط در میرائی ۶.١
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موجک�ها از نمونه�ای ٧.١
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هار موجک ١.٧.١
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بی�اسپلاین موجک�های ٢.٧.١
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندگانه موجک�های ٣.٧.١
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لژاندر چندگانه موجک�های ۴.٧.١
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کراندار بازه�های روی موجک ٨.١
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خلاصه ٩.١

۴٠ ودومتعامدی متعامد شبه متعامد، موجک�های ساخت ٢
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٢
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موجک ساخت برای لازم نکات ٢.٢
۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . دومقیاسی دنباله�های بین رابطه ١.٢.٢
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . دومقیاسی و تجزیه دنباله�های بین رابطه ٢.٢.٢
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبه�متعامد اسپلاین موجک�های ساخت ٣.٢
۴۴ . . . . . . . . . . . . متعامد شبه موجک�های در g۰[k] برای عبارتی ١.٣.٢
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یکه متعامد موجک�های ساخت ۴.٢
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شانون مقیاس تابع ١.۴.٢
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لماری بتل مقیاس توابع ٢.۴.٢
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دومتعامدی موجک�های ساخت ۵.٢

۵٠ حقیقی خط روی بر دومتعامدی و متعامد چندگانه موجک�های ٣
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٣
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدماتی تعاریف ٢.٣
۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . حقیقی خط روی بر متعامد چندگانه موجک�های ٣.٣
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . حقیقی خط روی بر دومتعامدی چندگانه موجک�های ۴.٣
۶۶ . . . . . . . . . . مرتبه۴ از جمع قوانین با هرمیتی درونیاب ماسک ١.۴.٣
۶٩ . . . . . . . . . . . . . . ۴ مرتبه از جمع قوانین با دوگان ماسک ٢.۴.٣
٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کاردینالی هرمیتی درونیاب ٣.۴.٣



٣ مطالب فهرست

٧٩ [۰,۱] بازه روی دومتعامدی و متعامد چندگانه موجک�های� و مقیاس توابع ۴
٨٠ . . . . . . . . . . . [۰,۱] بازه روی دومتعامدی و متعامد چندگانه مقیاس توابع ١.۴
٨٧ . . . . . . . . . . . [۰,۱] بازه روی دومتعامدی و متعامد چندگانه موجک�های ٢.۴
٨٧ . . . . . . . . . . . . . . . [۰,۱] روی متعامد چندگانه موجک�های ١.٢.۴
٨٩ . . . . . . . . . . . [۰,۱] بازه روی دومتعامدی چندگانه موجک�های ٢.٢.۴

٩١ پیشنهادات و نتایج

٩٢ مراجع

٩۴ واژه�نامه



اشکال فهرست

٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Wj و Vj فضاهای ساختاری توصیف ١.١
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هار مقیاس تابع ٢.١
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هار موجک ٣.١
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطی بی�اسپلاین تابع ۴.١
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ψ۰(x) لژاندر موجک ۵.١
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ψ۱(x) لژاندر موجک ۶.١
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٧٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ϕ̃(x) دوگان مقیاس تابع ٣.٣

۴



پیشگفتار

موجک؟ چرا

اکتشاف در که بود زلزله از شده نقشه�برداری داده�های تحلیل برای ژئوفیزیک، در موجک�ها کاربرد اولین

سال بیست حدود می�شد. استفاده صخره�ها، زیر�سطحی لایه�های از گرفتن تصویر برای نفت و معدن

پردازش در کاربردشان اما بودند، داده گسترش محض مسائل حل برای را آن�ها ریاضیدانان آن، از قبل

بود. نشده پیش�بینی سیگنال

وصل یکدیگر به را آنها که شده�اند تشکیل قطعه�هایی یا دو�بعدی تصاویر تعدادی از زلزله نقشه�های

لرزه�نگار گذاشتن کار با لایه هر آید. به�دست سخره زیرین سطح ساختار از سه�بعدی تصویر یک تا می�کنند

در را دینامیت می�آیند. به�دست زلزله) (خط خط یک روی مساوی فاصله�های در زلزله) (میکروفون�های

جابجایی زلزله، میکروفون هر کند. ایجاد زمین در زلزله موج انفجار، اثر بر تا می�دهند قرار خط هر انتهای

می�باشد. زلزله اثر ثبت این و می�کند، ثبت انتها تا ابتدا از انفجار اثر بر را زمین

تبدیل� باشیم. داشته اثر هر از درستی تحلیل باید باشیم داشته دست در را زلزله نقشه یک این�که برای

بدست را سیگنال) شامل (نوسان�های فرکانسی اطلاعات فقط زیرا نیست، خوبی وسیله اینجا در ١ فوریه�

ابزار نمی�کند. مشخص اطلاعاتی مستقیم طور به می�افتد، اتفاق نوسان یک که زمانی مورد در و می�دهد

کوچکتر مساوی زمانی بازه�های تعدادی به زمانی بازه کل است. کوتاه زمان فوریه تبدیل دیگر، بهتر

می�شوند. تحلیل به�فردی منحصر به�طور فوریه تبدیل از استفاده با بازه�ها این در اطلاعات می�شود. تقسیم

١Fourier

۵



۶ پیشگفتار

وجود مشکلی روش این در حال، هر به می�باشند. زمان و فرکانس اطاعات شامل آمده به�دست نتایج

رخ کم خیلی زمان مدت در انفجار یک که هنگامی و نیستند تطبیق قابل مساوی زمانی بازه�های دارد.

یافت. را بالا فرکانس می�توان سختی به می�دهد،

انفجارهای روی کنند، حفظ را فرکانس و زمان اطلاعات اثر می�توانند موجک�ها : موجک�ها ورود

در پایین فرکانس�های کردن پیدا برای یا و شوند متمرکز کوچک بسیار زمانی بازه�های در قبلی مذکور

شوند. متمرکز بلند زمانی بازه�های

پردازش نظیر زمینه�هایی در توابع این کوتاه، مدت این در می�گردد. باز اخیر دهه چند به موجک تاریخچه

در ریاضی ساده ابزار این توانایی و شده�اند گرفته کار به · · · و عددی آنالیز تصاویر، فشرده�سازی سیگنال،

تابع از متعامد پایه�ای ساخت حال در وقتی هار٢ آلفرد ١٩١٠ سال در است. شده آشکار مذکور زمینه�های

پایه�ها این سال�ها تا نامید هار پایه فقط را آن و ننهاد آن بر نامی چنین اما رسید، هار موجک به بود هار

استفاده توابع این از براونی حرکت مطالعه در وقتی لوی٣ پل اینکه تا نشدند معرفی موجک عنوان به

بر می�شود. فوریه پایه�ی به نسبت بهتری نتایج به منجر هار پایه�های از استفاده که نمود مشاهده و کرد

طرفی از گرفت. قوت موجک پایه�ی توابع حسب بر تابع یک نمایش اندیشه که بود مشاهدات این اساس

جدیدی فنون چند هر و نبودند مناسب کارایی دارای موارد برخی در فوریه تبدیل بر مبتنی روش�های

نهایت در می�شد احساس مناسب�تر ابزار یک به نیاز اما بودند مناسبی جایگزین پنجره�ای۴ فوریه چون

تلاش ١٩٧۵ تا ١٩٣٠ سال�های در موجک�ها نظریه شناساندن در کویفمن۶ و کالدرون۵ هم�چون محققینی

بنا کلی بطور را موجک تئوری پایه�های که است گروسمن٨ و مورلت٧ به مربوط سهم بیشترین اما کردند.

٢Haar
٣Paul Levy
۴Windowed Fourier
۵Calderon
۶Coifman
٧Morlet
٨Grrosman



٧ پیشگفتار

کرد ارائه MRAرا چند�گانه تجزیه آنالیز مفهوم مورلت سپس بردند. بکار آن برای را موجک واژه و نهادند

فوریه و متعامد جمله�ای چند توابع مانند موجک�ها موجک�هاست. ساخت برای مناسب چهارجوبی که

روشهای در پایه عنوان به را آنها می�توان دیدگاه این از می�شوند. محسوب پایه یک L۲(R) فضای برای

طوری را مناسب پایه یک می�توان موجکی، سیستم�های تنوع به توجه با طرفی از برد. به�کار تصویری

سال در شود. همگرایی مرتبه رفتن بالا حل مراحل ساده�سازی به منجر خاص مسئله برای که کرد انتخاب

بکار عددی مسائل حل برای سریع الگوریتم�های ایجاد منظور به را موجک�ها دیگران و بیلکین٩ ١٩٩١

در که نمودند ارائه انتگرال معادلات از دسته�ای حل برای O(n log n) پیچیدگی با الگوریتمی آنها بردند.

رسیدن منظور به انتقال عملگر گسستن فشرده�سازی در کار این انگیزه است. گسسته�سازی پارامتر n آن

هزینه که می�شود تنک دستگاه�های به منجر تنک ماتریس�های از استفاده است. تنک ماتریس�های به

موجک�ها، ساخت ادامه در می�باشد. کمتر بسیار غیرتنک دستگاه�های با مقایسه در آن ونگهداری حل

تقریب مرتبه تعامد، قبیل از خواصی توأم داشتن در کلاسیک موجک�های ضعف مشاهده از بعد آلپرت١٠

وی باشند. داشته را مذکور خواص همه که کرد موجک�هایی ساخت به تصمیم · · · و فشرده محمل بالا،

این که کرد استفاده موجک و مقیاس تابع چند از موجک تابع یک و مقیاس تابع یک از استفاده به�جای

شدند. معروف چند�گانه موجک�های به موجک�ها از نوع

در رقابتی ابزار که است فشرده محمل و بالا صفر ممان�های به مربوط موجک�ها مزیت عمده به�طور

مورد بالا چندگانگی با چندگانه موجک�های باید خصوصیات این داشتن برای هستند. طراحی�موجک�ها

وجود این با است. شده ارائه [١٠] در ۱۱ چندگانگی با چندگانه موجک یک گیرند. قرار بررسی

می�باشد. پیچیده بسیار متناظر موجک تبدیل اجرای الگوریتم و موجک�ها ساختار بالا، چندگانگی با

است. شده گزارش [٨ ،١١ ،١۵ ،١٩] در ۲ چندگانگی با (دومتعامدی) متعامد چندگانه موجک چندین

کاربردهای در می�باشند بالا صفر ممان�های دارای که حقیقی خط روی بر دومتعامدی و متعامد موجک�های

٩Beylkin
١٠Alpert



٨ پیشگفتار

شرایط با دیفرانسیل معادلات جواب�های مانند کاربردها از بسیاری در وجود این با می��باشد مفید گوناگونی

می�باشند. توجه مورد شده�اند، محدود بازه یک به که مسائلی تصویر، پردازش و مرزی

تصحیح با [۵] ویال١٣ و دوبیشی١٢ کوهن١١ توسط [۰,۱] بازه روی موجکمتعامد پایه�های از یکساختار

دیگر روش چندین هم�چنین و است شده معرفی [۰,۱] بازه به حقیقی خط روی دوبیشی متعامد موجک�های

[٨ ،١٠ ،١۵ ،٢٧] در حقیقی خط روی موجک�ها تصحیح با بازه روی در موجک�ها آوردن به�دست برای

است. شده گزارش

می�باشد؛ زیر شرح به پایان�نامه این مطالب ترتیب

شده تنظیم [١٢] مرجع اساس بر که دوم فصل در می�شود. معرفی مقدماتی مفاهیم و تعاریف اول فصل در

موجک�های ساخت نحوه سوم فصل در است. شده ارائه موجک انواع ساخت برای کلی روش�های است،

استفاده با چهارم فصل در نهایتا است. گردیده بیان حقیقی خط روی بر دومتعامدی و متعامد چندگانه

می�شوند. ساخته [۰,۱] بازه روی چندگانه موجک�های ،٣ فصل در شده ساخته چندگانه موجک�های از

[١٣] مرجع اساس بر پایان�نامه این است. شده ارائه [١٣] مرجع اساس بر و۴ ٣ فصل�های مطالب

است. شده تدوین

١١Cohen
١٢Daubechies
١٣Vial



١ فصل

مقدماتی مفاهیم و تعاریف

کاربردها

مشخص بازه یک در ساده�تر، توابع از استفاده با f دلخواه تابع هر مجدد بازسازی موجک�ها نظریه از هدف

بازسازی نظر مورد بازه�ی مختلف انتقال�های یا مقیـاس�ها در را f بخواهیم گاه هر بطوریکه می�باشد،

موجک�ها زیاد کاربرد باعث مساله همین باشند. ما نیاز جوابگوی اولیه ساده�ی توابع همان مجددا کنیم،

موجک آنالیز در است. شده کاربردی ریاضیات و فیزیک مهندسی، و علـوم رشته�های از بسیاری در

می�شود. انجام موجک�ها» » حسـب بر بسط این ولی داریم سـروکار توابع بسط با فوریه آنالیز مانند هم

تابع ایـن اتساع�های و انتقال�ها حسـب بر بسط و است صفر میانگین با مشـخصمفـروضی تابع موجک،



١٠ مقدماتی مفاهیم و تعاریف .١ فصل

می�شوند بررسی موضعی صورت به فضا در موجک�ها مثـلثاتی، چندجمله�ای�های بر�خلاف می�گیرد. انجام

عددی پایداری و می�شود امکان�پذیر آنها ضرایب و توابـع بعضی بیـن نزدیکتری ارتباط ترتـیب این به و

است فـوریه سـریع تبدیل بر مبتنی که را کاربـردی هر می�گـردد. فراهم محاسبات و بازسـازی در بیشتری

بدست بیشتری موضعی زمانی) (یا فضایی واطلاعات کرد فرمول�بندی موجک�ها از استفاده با می�توان

محاسبه�ی برای سریع عددی الگوریتم�های و تصویر و سیگنال پردازش بر موضوع این کلی، به�طور آورد.

و پیلی - لیتلوود١ (نظریه�ی ریاضی کار سال ۵٠ حاصل موجک آنالیز می�گذارد. اثر انتگرالی عملگرهای

مربوط پرسش�های ساده�ترین به پاسخ در که مشکلاتی به توجه با آن، طی که است ( زیگموند٣ - کالدرون٢

در شدند. ارائه همساز آنالیز طریق از ساده�تری انعطاف�پذیر جانشین�های داشت، وجود فوریه تبدیل به

کدگذاری صوت، تصویر، پردازش در چندمقیاسی۴ رهیافت این از مختلفی صورت�های گذشته دهه�ی طی

است. شده دیده نفت استخراج و ( هرمی الگوریتم�های و متعامد آیینه�ای فیلترهای شکل (به

صدا می�کنند، تغییر سریعا که گذرایی سیگنال�های تحلیل در فوریه سریع تبدیل با همراه موجک آنالیز

طیف�نمایی داده�های و ضربه�ای زیرآبی صداهای مغز، در الکتریکی جریان�های صوتی، سیگنال�های و

به نیز و است، رفته به�کار کامپیوتر برق نمایش صفحه طریق از برق نیروگاه�های کنترل در و (NMR)

از ستاره�ای ساختار�های بررسی در و جوی جریان�های ساختار ساختن روشن برای علمی ابزار یک عنوان

زیادی حد تا فوریه سریع تبدیل مانند می�تواند عددی ابزار یک عنوان به آنالیز این است. شده استفاده آن

متراکم ماتریس�های ضریب، هموار تغییر با که ترتیب بدین بکاهد. بزرگ مقیاس با محاسبات پیچیدگی از

ساختن باعث آنالیز این سادگی و راحتی باشند. محاسبه قابل سرعت به که درآورد تنکی شکل به را

تصاویرند. و سیگنال�ها فشرده�سازی و کارا بسیار نحوی به کدگذاری به قادر که است شده تراشه�هایی

١Lit loud
٢Calderon
٣Zigmond
۴Multi Scale
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تصویر در آن کاربرد به می�توان جمله آن از که است کرده پیدا فراوانی کاربردهای امروزه موجک آنالیز

تحلیل مغناطیس، تشدید تصاویر از مغزی بافت�های جداسازی اسکن، سی�تی و (MRI) پزشکی برداری

نمود. اشاره مغناطیسی تشدید عملکردهای و مغناطیسی۵ تشدید طیفی تصاویر

مورد آن خواص از برخی و موجک�ها سپس و شده بیان نیاز مورد و کلی مفاهیم برخی بخش این در

می�گیرد. قرار بررسی

یکه متعامد وپایه�های یکه متعامد متعامد، مجموعه�های ١.١

شده�اند. انتخاب [۶ ،٢۶] ازمراجع قسمت این قضایای و تعاریف

LP (a, b) توابع فضای ١.١.١

به�طوریکه است (مختلط) حقیقی f(t) اندازه�پذیر توابع شامل LP (a, b) توابع ∫فضای b

a

(
| f(t) |p

)
dt <∞

تعریف زیر صورت به g fو حقیقی تابع دو داخلی ضرب آنگاه f, g ∈ L۲(a, b) اگر ،P = ۲ فرض با

می�گردد.

⟨f, g⟩ =

∫ b

a

f(t)g(t)dt

می�توان را f ∈ L۲(a, b) حقیقی تابع نرم است. داخلی ضرب فضای یک L۲(a, b) فوق تعریف با

گفت نظر در زیر به�صورت

∥ f ∥۲=
(
⟨f, f⟩

) ۱
۲ =

(∫ b

a

f۲(t)dt

) ۱
۲

.

می�دهد. کامل نرم�دار برداری فضای یک تشکیل L۲(a, b) فضای ترتیب این به

۵MR Spectrorscopy
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داخلی ضرب فضای یک در تعامد ٢.١.١

می�گویند متعامد را x, y ∈ X عضو دو می�باشد. داخلی ضرب فضای یک (X, ⟨, ⟩) اینکه فرض با

داخلی ضرب فضای از A مجموعه زیر هم�چنین باشد. ⟨x, y⟩ = ۰ گاه هر می�دهند نشان x ⊥ y با و

یعنی باشند. عمود هم بر آن متمایز عضو دو هر گاه هر است متعامد (X, ⟨, ⟩)

∀x, y ∈ A, x ̸= y ⇒ ⟨x, y⟩ = ۰

یکه متعامد را A مجموعه آنگاه باشد، ∥x∥ = ۱ ،x ∈ A هر برای ونیز بوده متعامد A مجموعه اگر

می�نامند.

است یکه متعامد زیر مجموعه L۲(۰, π) داخلی ضرب فضای در .١.١.١ }مثال
۱√
π

sin(t),
۱√
π

sin(۲t), · · · , ۱√
π
sin(t), · · ·

}
.

که داد نشان می�توان سادگی به زیرا
۱

π

∫ π

۰

sin(mt) sin(nt)dt =

{
۱, m = n,

۰, m ̸= n.

شمارش�پذیر تفکیک�پذیر، داخلی ضرب فضای یک از متعامد مجموعه زیر هر که داد نشان می�توان

.[٢٩] است

مجموعه زیر هر که است آن هیلبرت فضای یک بودن تفکیک�پذیر برای وکافی لازم شرط .٢.١.١ قضیه

باشد. شمارش�پذیر آن �یکه متعامد

[٢٩] مرجع به ک ر. برهان.

متعامد مجموعه زیر هر و است تفکیک�پذیر هیلبرت فضای یک L۲(a, b) حقیقی فضای .٣.١.١ مثال

است. شمارش�پذیر آن یکه


