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  :چکیده

  چه وقت یک تابعک خطی ضربی است

  :به وسیله ي 

  سید صاحب معصومی

پایان نامه اي که در پیش رو دارید حاوي سه فصل می باشد که در فصل اول مقـدمات و  

را ) G.K.Z(زلازکو  –کاهانه  –تابعک هاي ضربی روي جبرهاي باناخ و قضیۀ گلیسیون 

وم در بخش اول زیـر فضـاهاي باهمبعـد متنـاهی و در     ملاحظه خواهید کرد و در فصل د

براي جبرهاي باناخ را می بینیـد  و امـا در فصـل سـوم      P(k,n)بخش دیگر آن خاصیت 

و همچنین در بخش پایانی آن شرایطی را بررسـی مـی   ) G.K.Z(قضایاي معادل با قضیۀ 

پسـند  امید اسـت مـورد   . کنیم در خصوص اینکه چه موقع یک تابعک خطی ضربی است

  .  قرار گیرد
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 مقدمات
هرجبرمختلط یک فضاي برداري روي میدان مختلط است که در آن یک  :تعریف ١ -١-١

  .ضرب  تعریف شده است که داراي خواص زیر است 

zyxبه ازاي هر    داریمAدر,,

yzxzzyxǜyzxzxy +=+=   لفا()()()((

                                  xzxyzyx +=+ )()  

yxyxxy                           اسکالر     αوAدر,yxبه ازاي هر )()()() ααα   ت ==

را به یک فضاي خطی نرم دار مبدل کـرده  Aباشد که موجودAهرگاه یک نرم در :تعریف  1-1-2 

||.||||||.||||),(و در نامساوي  Ayxyxyx یک جبر مخـتلط نـرم    Aصدق کند آنگاه ≥∋

 .دار است

Ayxبه ازاي هر Aاگر در جبر باناخ :تعریف  1-1-3 ∈, ، yxxy را تعـویض پـذیر    Aآنگاه =

 )در این پایان نامه(گویند

فضـاي بانـاخ    یـک  Aیک فضاي متري تام باشد یعنی Aاگر جبر مختلط نرم دار: تعریف 1-1-4

   .جبر باناخ گویندرا یک  Aباشد، آنگاه

 

  :چند مثال
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XCA)(فرض کنید   .1مثال  با نرم سوپرمم و ضرب نقطـه   .باشد یک فضاي فشرده Xکه درآن=

))(().()(،به نقطه معمولی توابع xgxfxfg =، Aیکدار می باشد تعویض پذیر یک جبر باناخ.  

)( .2ال مث 1
0 RC است که یکدار نیستیک جبر باناخ تعویض پذیر.  

  با نرم عملگر با جمع و ضرب تعریف شده بوسیله، kRعملگرهاي خطی بر مجموعه تمام  .3مثال 

                                            

}{ و                                    1: ≤= xAxSupA  

در سرتا سر این نوشتار منظور از جبر باناخ، جبرباناخ روي میدان اعداد مختلط است که یکدار نیز مـی  

  .باشد مگر آنکه خلاف آن ذکر شده باشد

Ax، عنصر Aدر جبر باناخ: تعریف  1-1-5 Ayگـاه را معکوس پذیر گوینـد هر  ∋ باشـد بـه   ∋

==1طوریکه xyyx . این عنصرy  1را با−x نمایش می دهیم. 

Axطیف، Aدر جبر باناخ : تعریف  1-1-6  که به صورت زیر  یممی دهنشان  xσ)(را با ∋

  .تعریف می شود

}1. x−λ  وارون پذیر نباشد:¢{)( ∈= λσ x  

XCf)(فشرده باشد وXبراي مثال، اگر )()(آنگاه ∋ Xff =σ .  

Axازاي هر  به:تعریف 1-7- 1 را بصورت زیر تعریف                            xρ)(طیفی شعاع∋

  می کنیم                                

)}(|,sup{|)( xx σλλρ ∈=.  

)())((,)( BxAxABBxAxxBA =+=+
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Axبه ازاي هر xσ)( :[28]قضیه  8 -1-1   فشرده و ناتهی است∋

 بست یکنواختBمثلاً فرض کنید. وابسته است Aبه فضاي xσ)(: [2]تبصره 1-1-9

)(چندجملـه ایهــا در   DCA )}:||1({باشـد  =∂ ¢ =∈=∂ zzDدر ایــن صــورتDzA ∂=)(σ  و

DzB =)(σ   

  :قبل از آن  به تعاریف زیر نیازمندیم.بیان شده است 14.  1-1ضیه شکل کلی تر مثال بالا درق

کـوچکترین جبـر بانـاخ     Bاسـت هرگـاه   Bمولـد جبـر بانـاخ    aمـی گـوییم   :تعریف 10 -1-1

})(:یک چند جمله اي است p{مجموعه در حقیقتباشدa,1شامل apدرB  باشدچگال. 

ــال  1-1-11 ــر :مث ــط   Aاگ ــده توس ــد ش ــاخ تولی ــر بان ــده   Bو  fجب ــد ش ــاخ تولی ــر بان جب

λµ.1توسط +f کهجایی¢, ∈λµ آنگاه ،باشدBA Af سپس µ.1و A∈1.λزیرا .= ∈+ µλ 1. 

ABلذا  ⊂. 

−∋Bهمچنین 1.λ پسBff ∈−+= )1.)1.((1 λλµ
µ

BAپس  ⊂.  

ــف  12 -1-1 ــیم  :تعری ــرض کن ــورت   K⊃¢ف ــن ص ــد در ای ــرده باش ــدب  «فش ــلاف مح                 غ

)min(چند جمله اي hullconvexallyPolyno K  صورت زیر تعریف می شودبھ.  

pkpzpzKبراي هر چند جمله اي { ,|||||)(|:{ ¢ˆ ≤∈=  

  .می باشد Kنرم سوپریمم روي ||.||kکه در آن

بـا مولفـه    Kبرابر اجتماع Kباشد آنگاه¢زیر مجموعه فشردهKفرض کنید: [2]قضیه  13 -1-1

   .است ¢\Kبندي کراندارهاي هم
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ABیک جبر باناخ وAاگر :[2]قضیه  14 -1-1   .باشدaجبر باناخ با مولد ⊃

)(ˆ)(آنگاه  aAaB σσ =.  

  :یک ایده آل است اگر Aپذیر ز جبر تعویضاIزیر مجموعه :تعریف ایده آل   15  -1-1

  .باشد) به مفهوم فضاي برداري( Aزیر فضاي )الف

Axهرگاه   )ب  Iyو∋ Ixyآنگاه ∋ ∈.  

IAاگر               ایـده آل ماکسـیمال ایـده آل حقیقـی اسـت، کـه در هـیچ        .یک ایده آل حقیقی استIآنگاه≠

  .هیچ ایده آل حقیقی شامل یک عنصر معکوس پذیر نیست. ایده آل حقیقی بزرگتر قرار ندارد

 .     استهر ایده آل ماکسیمال بسته  ،جبر باناخ باشدAاگر :[28]قضیه  16 -1-1

باشد آنگاه اشتراك تمام ایده آل ) تعویض پذیر(یک حلقه یکدار Aفرض کنید: تعریف   1-1-17

  . نمایش می دهندARad)(هاي چپ ماکسیمال را با

)(}{هرگاه 0=ARad،Aرا نیمه ساده می نامیم. 

یک تابعک خطـی   را Aروي χیک تابعک خطی ،یک جبر باناخ باشد Aاگر:تعریف  18  -1-1

Ayxyxxyگاه به ازاي هرمی گوییم هرضربی  ∈= ,)().()( χχχوοχ و ایـن شـرط معـادل ایـن     ≠

)().()(زیرχ)=(11است که بگوییم   11 χχχ x=  

بــراي هــر  باشــد بــه راحتــی مــی تــوان بررســی کــرد کــهAیــک تابعــک خطــی ضــربی رويχاگــر

Ax ∈, )()( xx σχ ∈ .  

.11اگر ))(( =− yxx χ1(0 باید  آنگاه( =χو این غیر ممکن است.  
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|)(|)(||||در نتیجه  xxx ≤≤ ρχ. بنابراینχ است 1یک تابعک خطی ضربی پیوسته و با نرم.  

 Am)(و دارباناخ تعویض پـذیر یک ـ جبر یک Aفرض کنیم :تعریف تبدیل گلفاند  ١٩ -1-1

Afباشد به ازاي هرAتابعک هاي خطی ضربیمجموعه تمام   Am)(رويf̂یک تبدیل خطی مانند∋

Amh)(چنان تعریف می کنیم که بـراي هـر   ˆ)()(داشـته باشـیم   ∋ fhhf =.f̂    را تبـدیل گلفانـدf              

 می نامیم

  .را یک جبر باناخ تعویض پذیر فرض کرده ایم Aدر قضیه بعد 

AMh)(یک هسته AازMهر ایده آل ماکسیمال: قضیه  ٢٠ -1-1   .است ∋

ایده آل ماکسیمال است آنگاهMوقتی: اثبات
M
A میدان است چونM  16-1-1 [ .بسته است[  

 
M
A   یک جبر باناخ است بنابراین یک ، یک ریختـی ماننـدjاز

M
A    وجـود دارد  ¢بـه میـدان مخـتلط .

ϕjohهرگاه به روي Aنگاشت طبیعی از ϕکه در آن =
M
A  آنگاهاست،)(Amh Mhو  ∋ =ker.  

را یک فضاي هاسدورف گوییم Xوژیکفضاي توپول :تعریف فضاي هاسدورف  21 -1-1

ــاه بــراي هــر    Xqpqpهرگ ∈≠ ــاز   )(,, UVمجموعــه هــاي ب وجــود داشــته باشــد بــه     ,

UpVqVUطوریکه، ∈∈= ,:φI  

  .هر فضاي متري یک فضاي هاسدورف است :مثال  22 -1-1

nاست هرگاه nداراي همبعدA جبر باناخ ازMگوییم زیر فضاي:تعریف  23 -1-1
M
A

=dim.  
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را یک فضاي فشرده موضعی گویند هرگاه هرنقطه فضـا  Xفضاي توپولوژیک :تعریف  24 -1-1

Xpهمسایگی با بست فشرده داشته باشد یعنی هر فشرده  Vداشته باشد بطوریکهVهمسایگی مانند∋

  .باشد

    اجتمــاع Eفشــرده گوینــد هرگــاهσرا یــک فضــاي توپولوژیــکEمجموعــه :تعریــف  25 -1-1

 .مجموعه هاي فشرده باشد شمارش پذیري از

ــف 1-1-26 ــر : تعریـ disc)(algebra)(جبـ DA ــاي ــه روي    فضـ ــت کـ ــوابعی اسـ ــام تـ تمـ

}1||:{zD ¢ <∈= z تحلیلی و رويD پیوسته می باشند.  

از مجموعه هـاي بسـته    اجتماع شماراییXاگر فضاي متریک تام و ناتهی:[28] )بئر(قضیه  1-1-27

فضـاي متریـک کامـل    Xبه عبارت دیگـر اگـر  . درون ناتهی استداراي باشد آنگاه حداقل یکی از آنها 

   .چگال است X، خود نیز در Xباشد آنگاه اشتراك هر گردایه شمارا از مجموعه هاي باز چگال در

 :باناخ هايروي جبر ضربی بعک هاي خطیتا 2- 1

، هر تابعک خطی ]1,0[از همه توابع پیوسته تعریف شده روي قطعه یکه  C]1,0[براي جبر  •

 ] 4[است  x∋]1,0[در نقطه ) سنجش(تابعک ارزیابی  −xδ)(ضربی برابر با 

 )()( xffx =δ  

DH)(براي جبر                    از همه توابع تحلیلی کراندار تعریف شده روي قرص یکه باز∞

}1 < z:¢ { ∈z { =D تابعکهاي ،Zδ  ،DZ به وضوح خطی و ضربی هستند اما همچنین  ∋

     ] 5[مربوط می شود   Dمجموعه بزرگی از دیگر تابعک هاي ضربی خطی وجود دارد که به مرز 
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1)(براي جبر گروهی  • TL از توابع انتگرال پذیر روي دایره یکهTرب پیچش، هر تابعک ، با ض

 ] 2[داده می شود )اعداد صحیح مجموعه ( Zخطی ضربی با یک عضو از دوگان 

از همه نگاشت هاي خطی کراندار روي یک فضاي باناخ داده شده  XB)(ملگريبراي جبر ع •

Xمجموعه))(( XBm راي بسیاري از فضاهاي باناخ کلاسیک شامل فضاهاي هیلبرت خالی ب

))((است اگر چه براي برخی فضاهاي باناخ ممکن است  XBm بطور شگفت آور بزرگ باشد 

  .ی دهیمنمایش م A*را با  Aفضاي تمام تابعک هاي خطی کراندار روي جبر باناخ 

  اثبات شده است آنرا مجدداً بیان می کنیم؛ (Aupetit)قضیه زیر توسط آپوتی

یک تابعک خطی ضربی  A∈χ*یک جبر باناخ یکدار باشد آنگاهAفرض می کنیم :قضیه  1- 1-2

Axاگر و تنها اگر براي هر،است ∈ ،)()( xx σχ ∈ .  

Axفرض کنیم که براي هر  :اثبات ∈.)()( xx σχ )1()1(به ویژه∋ σχ )1(1بنابراین. ∋ =χ.  

n ،nxp≤2براي هر  فرض می کنیم )1.()( −= λχλ .به وضوحp   یک چنـد جملـه اي از درجـهn و

121ریشهnداراي ,,...,, λλλλ −nn است داریم؛  

n
i

n
ii xxp )1.()1.()( −∈−== λσλχλο  در نتیجه)(xi σλ ، Pزیرا براي هر چنـد جملـه اي   (∋

]داریم  ]( ( ) ( ))()(1 xPxP σσ ||)(بنابراین و= xi ρλ ≤.  
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)()( 22 xx χχ =  

Ayxگیریم   پس؛ ,∋

  از طرفی  
)()()(

)()())((

22

222

yxxyyx

yxxyyxyx

+++=

+++=+

χχχ

χχ 1  

                                              

  

  نتیجه می گیریم که، 2و  1بنابراین از رابطه 

 )3  (                                                 )().(2)( yxyxxy χχχ =+  

  تحاداحال 

])()([2)()( 22 ababbababaabbaab +=++−  

  نتیجه می دهد که، 

)().(4)(.)(4))(( 222 babababaab χχχχχ =+−  

ــاقراردادن xxa).(1بـ χ−= ــم )(0داریـ =aχ ــر ــال اگـ ybحـ ــاه= )()(آنگـ yaay χχ ــابراین = و بنـ

)()( yxxy χχ )().()(نتیجه می شود که) 3(سرانجام از = yxxy χχχ = .  

  :یک جبر باناخ تعویض پذیر باشد آنگاه خواص زیر را داریم Aفرض کنید: قضیه 1-2-2

)(i χχ ker→      ــاي خ ــۀ تابعــک ه ــت دو ســویی از مجموع ــک نگاش ــربی ی            بــه رويAطــی ض

  .تعریف می کند Aمجموعه ایده آل هاي ماکسیمال

)(ii براي هرAx Axxروي  χبراي هر تابعک خطی ضربی {داریم  ∋ :)({)( χσ = .  
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وآن ایـده آل  . اسـت Aیک ایده آل χkerباشد به وضوحAیک تابعک خطی ضربی ازχاگر:  i)(اثبات

1ماکسیمال است، زیرا 
ker

dim =
χ

A. برعکس اگرI یک ایده آل ماکسـیمال ازA      باشـد آنگـاه بنـا بـه

21اگــر .، هســته یــک تابعــک خطــی ضــربی خواهــد بــود 20-1-1قضــیه  kerker χχ آنگــاه چــون  =

1)1()1( 21 == χχ21نتیجه می گیریم که χχ   .نگاشت دوسویی است بنابراین نگاشت قبلی یک=

)(ii اگرχ قبلاً نشان دادیم که یک تابعک خطی ضربی باشد آنگاه)1).(( xx χ−   معکوس پـذیر نیسـت. 

Axنگاه آمعکوس پذیر نباشد λ−x.1برعکس، اگر )1.( λ− در ایده آل ماکسیمال  یک ایده آل است که

I=0kerموجـود اسـت کـه    0χیـک تابعـک خطـی ضـربی     i)(بـا اسـتفاده از  . مشمول است Iمانند χ 

)).1.(1()(0بنابراین 00 =−=− λχλχ xx و بنابراین)(ii اثبات شده است.  

ــیح ٣-٢-١ ــی       :توض ــاي خط ــک ه ــه تابع ــه مجموع ــد ک ــی ده ــه م ــیه نتیج ــن قض ای

بـا  Aهمچنین آن نتیجه می دهد که در حالت تعویض پذیري رادیکال. تهی نیست، Am)(یعنیAضربی

Aaیعنی عناصري چون (مجموعه اعضاي شبه پوچ توان )(0بطوریکه  ∋ =aρ (  در . آن برابـر اسـت

)(0حقیقــت اگــر داشــته باشــیم =xρ،0آنگــاه)( =xχبــراي هــر)(AM∈χ.0در نتیجــه)( =xyχ بــراي

Ayهر )(0بنابراین∋ =xyρ  و طبق قضیه اي در[ ]1 ،A rad ∈ x. 

KCA)(یک مجموعه فشرده باشد و Kفرض کنیم :قضیه۴-٢-١  Kمی تواند بـا  Am)(آنگاه=

 .یکی شود

fxبراي هر :اثبات ∈ ، )(xff نشـان داده مـی   xχکه بـا می باشد Aیک تابعک خطی ضربی روي →

را جـدا مـی کنـد آنگـاه      Kنقـاط Aازآنجـا کـه  . نامیده مـی شـود  xدر evaluation)(شود و برآورد

)(xx χ→یک نگاشت نشاننده ازKبتوي)(Am است.  
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xχχهست که  Kي در Am∈χ ،x)(هربراي حال ثابت می کنیم که  =.  

Kx xفرض می کنیم این درست نباشـدوفرض مـی کنـیم بـراي هـر      ∈≠ χχ .  هـر   بـراي بنـابراین

Kx Af x )(0بطوریکه موجود است ∋∋ ≠xf x 0و)( =xfχ.0{مجموعه)(:{ ≠∈= yfKyV xx هـا 

Kxxxبنـابراین . تشکیل مـی دهـد   را Kیک پوشش باز از n ∈,...,, اگـر قـرار    وجـود دارد بطوریکـه    21

xiiدهیم ff niهربراي  آنگاه = ,...,2,1= ، 0)( =ifχبراي هر وKx iیک∋ ( )ni است موجود  1≥≥

)(0که  بطوري ≠xf i .  

nfnffgفرض کنیم ++= ...1f10آنگاه)( =gχو براي هرKx xg ∈> 1)(در نتیجـه  )(0 KCg ∈− 

)1(0واهیم داشتچون خ .که یک تناقض است =χ.بنابراینxx χ→  یک دوسـویی ازK  بـرروي)(Am 

  .است

تنها اگربـراي  ضربی است اگر و  T.باشدAروي جبر ک خطییک تابعTاگر :گزاره ۵- ٢- ١

Ax xTxTهر ∈= 22 ))(()( . 

Ax xTxTxTxTضربی باشد، براي هر Tاگر :اثبات ∈== 22 حال فـرض کنـیم بـراي      .)()()())((

Ax xTxTهر ∈= 22   .ضربی است T، می توان نشان داد 1-2-1مانند اثبات قضیه   )())((

گزاره بعدي یک نتیجه جالب آنالیزي از یک فرض جبـري  . ره صرفاً جبري استیک گزا 5-2-1گزاره 

  .است

)1(1و Aروي جبــر بانــاخ  یــک تابعــک خطــی   Tاگــر: گــزاره    1-2-6  =T و بــرايAx ∈ 

،22 ))(()( xTxT   .پیوسته است Tآنگاه. =
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22چون: اثبات ))(()( xTxT پس هیچ عنصر وارون پـذیري  . ضربی استT، 5 -2-1پس بنا به گزاره =

ــدارد ker(T(در ــود ن ــر  .وج ــورت اگ ــن ص ــر ای Txدر غی ker∈   ،ــد ــذیر باش .1وارون پ 1 =−xx  ــس پ

1)()( 1
0 == −xTxTدر نتیجه براي هر. که تناقض است)ker(Tx∈ و هر¢∈ λ≠0 ،)ker(. Tx

∈
λ

  

|1|1پس ≥−
λ
x ] 1[  در نتیجه  

)1                                 (¢0),ker( ∈≠∈ λTx        1||||).1(|      ؛.| xTx −=≥− λλλ  

Ay yTyx yTحال فرض کنیم ∈−== 1).()(.λ پسxy Tx +=∈ 1.)ker( λ    در نتیجه بنـا بـه

A yyyTبراي هر) 1(رابطه  ∈≤    .پیوسته است Tپس |)(|||

  :کاهانه زلازکو -قضیه گلیسون 1-3

).,(گلیسـیون . یـک جبربانـاخ مخـتلط جابجـایی و یکـدار باشـد      Aفرض کنیـد  GleasonMA          در سـال

)..(و دو ریاضیدان دیگر بنامهاي کاهانه ]6[  1967 KahanePJ وزلازکو).( ZelazkoZ    بطـور مسـتقل در

 Mآنگـاه آن یـک  باشد به طوریکه هم بعـد  Aیک زیر فضاي Mثابت کردند که اگر ]14[  1967سال 

تناظر یک بـه یـک   باشد یک . تنها شامل عناصر وارون ناپذیر باشد Mیک ایده آل است اگر و فقط اگر

بنابراین مـی تـوان   . با بعد یک وجود دارد) Aدوگان(A∗یک و زیر فضاهاي باهمبعدAبین زیر فضاهاي

Af*نشان داد که مطلبی که سه ریاضیدان فوق اثبات کردند معادل این است که هرگاه ، آنگاه ضـربی  ∋

Axبراي هر  و فقط اگراگر است  ∈ ، )()( xxf σ∈.  

هیچ یک اگربا همبعد یک باشد Aیک زیرفضايMویکدار یک جبر باناخ Aاگر :قضیه 1- 1-3

  .یک ایده آل ماکسیمال است Mوارون پذیر نباشند، آنگاهMاز عناصر
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)dim(=1نتیجه بدیهی از فرضMتوجه کنید در قضیه فوق ماکسیمال بودن
M
Aپس قسمت . است

  . می باشدMمهم قضیه ایده آل بودن

1dimچون . این قضیه را اثبات می کنیم 1-2-1به کمک قضیه : اثبات =MCo وM  شامل هیچ

از طرفی چون همبعد آن یک است پس تابعک خطی . بسته استMعنصر وارون پذیري نیست پس 

FMوجود دارد که  Aبر  Fمانند  ker= چون ،M∉1  1(0، پس( ≠= Fα .

)1(1بنابراین =
α
F و

α
FF kerker پس بدون آنکه به کلیت مطلب خللی وارد شود می توان .  =

)1(1فرض کرد که  =F  و در نتیجه براي هرAx   :داریم ∋

.1)(0)1)(( MxxFxxFF ∈−⇒=−  

xxFبنابراین با توجه به فرض  وارون پذیر نیست و در نتیجه براي هر )(1−
AxxxF ∈∈ ,)()( σ  1-2-1و با توجه به قضیه  ،F  ضربی و در نتیجهFker  یک ایده آل

  .است
ZKGاز این به بعد این قضیه را با    .نمایش می دهیم ..
ZKGقضیه زیر را به کمک قضیه  ZKGو  1-2-1در نتیجه قضیه . اثبات می کنیم .. معادل خواهند  ..

  .شد 
اي هر ضربی است هر گاه بر Aبر جبر باناخ Fتابعک خطی  :قضیه ٢-٣-١

( ) AxxxF ∈∈ ,)( σ  
  :  اثبات

FMقرار دهید  ker= . چون)()( xxF σ∈  1(1پس( =F  و در نتیجهMxxF ∈−1)( .  

1dimبنابراین  =MCo  وM ه هر گا. نیز یک زیر فضاي بسته استMxx نمی تواند وارون  ,∋

)(),()(0پذیر باشد زیرا  =∈ xFxxF σ . پس با توجه به قضیهZKG ..  ،M  یک ایده آل


