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تصاویر فهرست

٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . α از مختلف مقادیر برای S(α, ۰, ۱, ۰) توزیع چگالی توابع نمودار ١.٣

٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α از مختلف مقادیر برای S(α, ۰, ۱, ۰) توزیع توابع نمودار� ٢.٣

٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . α از مختلف مقادیر برای S(α, ۰٫ ۵, ۱, ۰) توزیع چگالی توابع نمودار� ٣.٣

۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلاسیک روش و استراپ بوت روش مقایسه ١.۵

۵٠ . . . . . . . . . . . . α۰ = ۰٫ ۸ با (۱− ۳B)Xt = Zt مدل از شده شبیه�سازی مشاهدات نمودار ١.۶

۵٠ . . . . . . . . . . . . α۰ = ۱٫ ۷ با (۱− ۳B)Xt = Zt مدل از شده شبیه�سازی مشاهدات نمودار ٢.۶

پایداری شاخص با پایدار توزیع از تصادفی داده�های بافت�نمای (b) باقیمانده�ها، بافت�نمای (a) ، α۰ = ۰٫ ۸ ٣.۶

۵٢ . . . . . . . . . . باقیمانده�ها PACF و ACF نمودار ترتیب به (d) و (c) ،α̂ML = ۰٫ ۷۳۳۹۶۳۶

پایداری شاخص با پایدار توزیع از تصادفی داده�های بافت�نمای (b) باقیمانده�ها، بافت�نمای (a) ، α۰ = ۱٫ ۷ ۴.۶

۵٣ . . . . . . . . . . . باقیمانده�ها PACF و ACF نمودار ترتیب به (d) و (c) ،α̂ML = ۱٫ ۶۹۸۰۸۵

شاخص با پایدار توزیع از شده تولید تصادفی داده�های مقابل در باقیمانده�ها چندک-چندک نمودار ۵.۶

۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α̂ML با برابر پایداری

مشاهدات مقابل در n۱/α۰(θ̂ML − θ۰) از شده تولید نمونه�ای مشاهدات چندک-چندک نمودار ۶.۶

۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . m
۱/α̂ML
n (θ̂∗mn

− θ̂ML) | X۱, · · · , Xn از شده تولید نمونه�ای

۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ξ مقابل در Y مشاهدات پراکندگی نمودار ٧.۶

شده تولید تصادفی داده�های مقابل در α̂ML از شده تولید نمونه�ای مشاهدات چندک-چندک نمودار ٨.۶

۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . N(α۰, var(α̂ML)) توزیع از

۶١ . . . . . . α̂ML مجانبی واریانس و α۰ میانگین با نرمال چگالی و α̂ML هسته چگالی برآورد ٩.۶

۶٢ . . . α۰ = ۰٫ ۸ با (۱− ۰٫ ۷B)(۱+ ۴B)Xt = Zt اتورگرسیو مدل از شده سازی شبیه مشاهدات نمودار ١٠.۶

۶٣ . . . . . . . α۰ = ۱٫ ۷ با (۱− ۰٫ ۷B)(۱+ ۴B)Xt = Zt مدل از شده سازی شبیه مشاهدات نمودار ١١.۶

۶٣ . . . . . . . . . . . . . . α۰ = ۰٫ ۸ که زمانی شده شبیه�سازی مشاهدات PACF و ACF نمودار ١٢.۶

نه



۶۴ . . . . . . . . . . . . . . α۰ = ۱٫ ۷ که زمانی شده شبیه�سازی مشاهدات PACF و ACF نمودار ١٣.۶

شاخص با پایدار تصادفی داده�های مقابل در باقیمانده�ها چندک-چندک نمودار (b) و (a) ، α۰ = ۰٫ ۸ ١۴.۶

داده�های بافت�نمای (d) باقیمانده�ها، بافت�نمای (c) نزدیک، نمای از و دور نمای از ترتیب به ،α̂ML پایداری

۶۶ . . باقیمانده�ها PACF و ACF نمودار ترتیب به (f) و (e) ،α̂ML پایداری شاخص با پایدار تصادفی

شاخص با پایدار تصادفی داده�های مقابل در باقیمانده�ها چندک-چندک نمودار (b) و (a) ، α۰ = ۱٫ ۷ ١۵.۶

داده�های بافت�نمای (d) باقیمانده�ها، بافت�نمای (c) نزدیک، نمای از و دور نمای از ترتیب به ،α̂ML پایداری

۶٧ . . . باقیمانده�ها PACF و ACF نمودار ترتیب به (f) و (e) ،α̂ML پایداری شاخص با پایدار تصادفی

m
۱/α̂ML
n (θ̂∗۱,mn

مشاهدات− مقابل در n۱/α۰(θ̂۱,ML−θ۰۱)مشاهدات (a) به مربوط چندک-چندک نمودار ١۶.۶

۶٨ α۰ = ۰٫ ۸ ، m۱/α̂ML
n (θ̂∗۲,mn

− θ̂۲,ML) مشاهدات مقابل در n۱/α۰(θ̂۲,ML − θ۰۲) مشاهدات (b) ،θ̂۱,ML)

m
۱/α̂ML
n (θ̂∗۱,mn

مشاهدات− مقابل در n۱/α۰(θ̂۱,ML−θ۰۱)مشاهدات (a) به مربوط چندک-چندک نمودار ١٧.۶

۶٩ α۰ = ۱٫ ۷ ، m۱/α̂ML
n (θ̂∗۲,mn

− θ̂۲,ML) مشاهدات مقابل در n۱/α۰(θ̂۲,ML − θ۰۲) مشاهدات (b) ،θ̂۱,ML)

شده تولید تصادفی داده�های مقابل در α̂ML از شده تولید نمونه�ای مشاهدات چندک-چندک نمودار ١٨.۶

٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . N(α۰, var(α̂ML)) توزیع از

٧٢ . . . . . . α̂ML مجانبی واریانس و α۰ میانگین با نرمال چگالی و α̂ML هسته چگالی برآورد ١٩.۶

٧٣ . . . . . . . . . . (۱− ۸B)Xt = Zt اتورگرسیو مدل از شده سازی شبیه مشاهدات نمودار ٢٠.۶

شاخص با پایدار توزیع از شده تولید تصادفی داده�های مقابل در باقیمانده�ها چندک-چندک نمودار ٢١.۶

٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α̂ML پایداری

،α̂ML پایداری شاخص با پایدار تصادفی داده�های بافت�نمای (b) باقیمانده�ها، بافت�نمای (a) ، α۰ = ۰٫ ۸ ٢٢.۶

٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باقیمانده�ها PACF و ACF نمودار ترتیب به (d) و (c)

،α̂ML پایداری شاخص با پایدار تصادفی داده�های بافت�نمای (b) باقیمانده�ها، بافت�نمای (a) ، α۰ = ۱٫ ۷ ٢٣.۶

٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باقیمانده�ها PACF و ACF نمودار ترتیب به (d) و (c)

مشاهدات مقابل در n۱/α۰(θ̂ML − θ۰) از شده تولید نمونه�ای مشاهدات چندک-چندک نمودار ٢۴.۶

٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . m۱/α̂ML
n (θ̂∗mn

− θ̂ML) از شده تولید نمونه�ای

شده تولید تصادفی داده�های مقابل در α̂ML از شده تولید نمونه�ای مشاهدات چندک-چندک نمودار ٢۵.۶

٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . N(α۰, var(α̂ML)) توزیع از

٧٩ . . . . . . α̂ML مجانبی واریانس و α۰ میانگین با نرمال چگالی و α̂ML هسته چگالی برآورد ٢۶.۶

ده



چکیده
مانند است، شده انجام سنگین دم نوفه با سببی اتورگرسیو مدل پارامتر�های برای متعددی برآورد�های تاکنون

و وایتل ،M برآوردگر�های وزنی، انحرافات مطلق قدر کمترین انحرافات، مطلق قدر کمترین مربعات، کمترین برآورد

و سببی اتورگرسیو مدل پارامتر�های (ML) درستنمایی حداکثر برآوردگر بررسی به نامه پایان این در گشتاوری. برآورد

درستنمایی حداکثر برآوردگر�های برای ناتباهیده حدی توزیع�های و می�شود پرداخته نرمال غیر پایدار نوفه با سببی غیر

می�شود مشاهده می�گیرند. قرار مطالعه مورد پایدار نوفه توزیع پارامتر�های و اتورگرسیو جمله�ای چند پارامتر�های

تصادفی فرآیند یک کننده ماکزیمم به توزیع در و هستند n-سازگار ۱
α اتورگرسیو جمله�ای چند پارامتر�های برآوردگر�های

از استفاده با حدی توزیع این شکل است، دشوار حدی توزیع این دقیق فرم کردن پیدا اینکه به توجه با می�شوند. همگرا

معتبر کلی شرایط تحت استراپ، بوت روش از استفاده که می�شود داده نشان و می�گردد مشخص استراپ بوت روش

n
۱
۲ همگرایی نرخ دارای پایدار نوفه توزیع پارامتر�های درستنمایی حداکثر برآوردگر�های می�شود دیده همچنین است.

جمله�ای چند پارامتر�های درستنمایی حداکثر برآرودگر�های از نیز و هستند نرمال توزیع دارای مجانبی صورت به و بوده

�می�باشند. مستقل اتورگرسیو

استراپ بوت پایدار، توزیع گوسی، غیر سببی، غیر درستنمایی، حداکثر برآورد اتورگرسیو، مدل�های کلیدی: کلمات



١ فصل

مقدمه

مشاهدات در ناگهانی تغییرات دفعات به فرآیند، تصادفی حالت علت به شده، مشاهده زمانی سری�های از بسیاری در

هستند. بزرگ بسیار مطلق قدر با مقادیر دارای مشاهدات از بعضی در ناگهانی تغییرات این طوری�که به می�شود. دیده

می�گیرند. قرار استفاده مورد سری�ها این کردن مدل برای اغلب هستند سنگین دم عموماً که نرمال غیر پایدار توزیع�های

کلوپلبرگ (امبریچتز، گذاری سرمایه و اقتصاد چون زمینه�هایی در می�دهند نشان نرمال غیر پایدار رفتار که فرآیند�هایی

مهندسی و ( [٢۶] شائو نیکیاسو ) سیگنال پردازش ،( راچیف[٢٢] میتنیکو و [٢٣] کالچ مک ، میکش[١٢] و

شده�اند. مشاهده ( [٢٩] رزنیک ) مخابرات

که می�کند بیان مدل این است. غیره و اقتصاد طبیعت، در بسیاری فرآیند��های کننده توصیف اتورگرسیو مدل

کاربرد�های سنگین دم نوفه با اتورگرسیو مدل همچنین است. وابسته گذشته�اش مقادیر به خطی طور به خروجی متغیر

دریا سطح حرارت درجه ،( [٢٩] رزنیک ) شبکه ورودی بین زمانهای برازش از می�توان آنها جمله از که دارد بسیاری

برد. نام ( [٢١] لینگ ) بورس سهام بازگشت لگاریتمی نرخ و ( [١۵] گالاگر )

شد. مطرح خینچین یائولویچ الکساندر و لوی پائول توسط ١٩٣٠ و ١٩٢٠ دهه�های در پایدار های توزیع نظریه

گوسی توزیع�های جمله از متعارف توزیع�های با که می�کنند ایجاد را خواصی پایدار توزیع�های نظریه، این براساس

اندازه هر به می�توانند پایدار گوسی غیر های توزیع اما اند، متقارن خود میانگین به نسبت گوسی توزیع�های متفاوتند.

گوسی های توزیع به نسبت بیشتری پذیری تغییر و پذیری انعطاف هایی توزیع چنین باشند. چولگی دارای دلخواه

توزیع�های می�شوند، مشخص خود واریانس و میانگین وسیله به کامل طور به که گوسی توزیع�های خلاف بر دارند.

نیازمندند. شدن مشخص برای بیشتری پارامترهای به گوسی غیر پایدار

چگالی تابع دم در موجود جِرم علت به و هستند نامتناهی واریانس دارای گوسی غیر پایدار تصادفی متغییر�های

یعنی: می�نامند سنگین دم توزیع�های را آنها توزیع�شان،

P (|X| > x) ∼ Cx−α x > ۰ , ۰ < α < ۲

است. بیشتر دم�ها در احتمال جِرم باشد، کوچکتر α هرچقدر و است ثابت عدد یک C که
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از بعضی و می�شوند دیده سنگین دم داده�های برای مدل�هایی توسعه زمینه در کتاب و مقاله زیادی تعداد امروزه

واریانس دارای نوفه یا سنگین دم نوفه توسط که هستند خطی فرآیند�های پارامتر�های برآورد با ارتباط در مقالات این

می�شوند. تولید نامتناهی

عنوان به است. شده انجام سنگین دم نوفه با سببی اتورگرسیو فرآیند پارامتر�های برای متعددی برآورد�های تاکنون

[٩] ١٩٩٢ سال در لیو نایتو و دیویس مربعات”، کمترین ”برآوردگر�های ، [٧] ١٩٨۶ سال در رزنیک دیویسو مثال

و گادریچ میکش، ،M برآوردگر�های و انحرافات مطلق قدر کمترین ”برآوردگر�های ،[٨] ١٩٩۶ سال در دیویس و

قدر کمترین ”برآوردگر�های ، [٢١] ٢٠٠۵ سال در لینگ و وایتل” ”برآوردگر�های ، [٢۵] ١٩٩۵ سال در کلوپلبرگ

کرده�اند. بررسی را ” وزنی انحرافات مطلق

(AR)اتورگرسیو زمانی سری مدل پارامتر�های (ML)درستنمایی حداکثر برآوردگر بررسی پایان�نامه این نگارش از هدف

اندروز، توسط شده انجام مطالعات براساس آن کننده تولید نرمال غیر پایدار نوفه پارامتر�های نیز و سببی غیر و سببی

است. نظر مد برآوردگر�ها این مجانبی رفتار بررسی همچنین می�باشد. [٣] دیویس و کلدر

زمانی سری�های ویژگی� نیز و زمانی سری�های در اولیه قضایای و مفاهیم بیان به دوم فصل در ابتدا منظور بدین

سببی اتورگرسیو زمانی سری پارامتر�های برای شده مطالعه برآورد�یابی روش�های بر مروری به همچنین و اتورگرسیو

نحوه و آنها خواص و پایدار توزیع�های در لازم تعاریف و مفاهیم سوم فصل در می�شود. پرداخته سنگین دم نوفه با

برآورد آوردن بدست روش به چهارم فصل می�شود. مطرح پایدار توزیع پارامتر�های برآورد و پایدار داده�های تشخیص

برآوردگر�ها این مجانبی رفتار بررسی و پایدار نوفه توزیع پارامتر�های و اتورگرسیو مدل پارامتر�های درستنمایی حداکثر

آمده بدست درستنمایی حداکثر برآوردگر�های مجانبی توزیع تقریب برای استراپ بوت روش ارائه به پنجم فصل و

می�گردد. ارائه عددی نتایج و سازی شبیه ششم فصل در پایان در و می�پردازد.

�



٢ فصل

کلی مفاهیم

مقدمه ١.٢

خاص حالت در و زمانی سری�های با آشنایی جهت نیاز مورد قضایای و تعاریف و اولیه مفاهیم بیان به فصل این در

شده ذکر منابع به قضایا اثبات و می�پردازیم رو پیش فصل�های در مفاهیم این از استفاده و اتورگرسیو زمانی سری�های

است. شده داده ارجاع

زمانی سری�های ٢.٢

زمان یک در هرکدام که است آن مشاهداتِ زمانی، سری� و است تصادفی متغیر�های از ای مجموعه تصادفی فرآیند

می�شود. برده نام نیز زمانی سری از تصادفی فرآیند جای به نامه پایان این در اند. شده آوری جمع� خاص

نماد با و هستند توزیع هم و مستقل متغیر�ها که باشد زمانی می�تواند زمانی سری یک برای مدل ترین ساده

این است. Xt واریانس دهنده نشان σ۲ و میانگین دهنده نشان µ �که می�شود داده نشان {Xt} ∼ IID(µ, σ۲)

می�نامند. توزیع هم و مستقل نوفه دیگر عبارت به یا محض تصادفی را فرآیند

ریاضی مدل یک ابتدا که می�گیرد انجام ترتیب به اقدامات این داده مجموعه یک با برخورد در تحلیلی، دیدگاه از

پارامتر�های تا می�آید فراهم امکان این سپس می�شود. گرفته نظر در داده�ها نمایش برای مدل�ها از خانواده�ای یا فرضی

مدل این برازش نیکویی بررسی به آن از بعد شوند. برآورد موجود یابی روش�های�برآورد از استفاده با فرضی مدل این

که زمانی می�گردد. استفاده زمانی سری این تولید مکانیزم بهبود جهت شده برازش مدل از و می�شود پرداخته داده�ها بر

استفاده مورد زمینه، آن کاربرد نوع به وابسته متعددی، زمینه�های در میتواند مدل این آمد، بدست کننده�ای قانع مدل

آینده. مقادیر کنترل و سری آینده مقادیر بینی پیش سیگنال�ها، از نویز سازی جدا چون کاربرد�هایی گیرد. قرار

احتمال فضای یک روی که است {Xt, t ∈ T} تصادفی متغیر�های از خانواده�ای تصادفی فرآیند یک ١.٢.٢ تعریف

،ω ∈ Ω ثابت هر ازای به و Ω مجموعه روی تابعی Xt(.) ، t ∈ T هر ازای به واقع در می�شوند. تعریف (Ω,F, P )
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� است. T روی تابعی X.(ω)

زیر صورت به {Xt} میانگین تابع باشد. EX۲
t < ∞ با تصادفی فرآیند یک {Xt} کنید فرض ٢.٢.٢ تعریف

می�شود تعریف

µX(t) = E(Xt).

می�شود تعریف زیر صورت به r, s ∈ T دلخواه صحیح اعداد برای {Xt}نیز اتوکواریانس تابع

γX(r, s) = cov(Xr, Xs) = E [(Xr − µX(r)) (Xs − µX(s))].

�

µX(t) اگر می�شود نامیده ایستا) (یا ضعیف ایستای {Xt, t = ۰,±۱,±۲, · · · } تصادفی فرآیند ٣.٢.٢ تعریف

� باشد. t از مستقل γX(t, t+ h) ،h هر ازای به و ثابت مقداری

و صحیح h هر ازای به اگر می�شود نامیده ایستا اکیداً {Xt, t = ۰,±۱,±۲, · · · } تصادفی فرآیند ۴.٢.٢ تعریف

� باشند. یکسان توام توزیع دارای (X۱+h, · · · , Xn+h) و (X۱, · · · , Xn) بردار�های ،n > ۰ هر ازای به

بنابراین .γX(r, s) = γX(r− s, ۰) ،r, s ∈ T هر برای آنگاه باشد، ایستا فرآیند یک {Xt} اگر ۵.٢.٢ ملاحظه

شود تعریف زیر صورت به متغیر یک با خودکواریانس تابع است مناسب�تر ایستا فرآیند�های در

γX(h) = γX(h, ۰) = cov(Xt+h, Xt) , t, h ∈ T

می�شود تعریف زیر صورت به ،h تأخیر با {Xt} ایستای فرآیند همبستگی خود تابع ۶.٢.٢ تعریف

ρX(h) =
γX(h)

γX(۰) = corr(Xt+h, Xt) , t, h ∈ T ,

� .|ρX(h)| ≤ ۱ و ρX(۰) = ۱ بنابراین

برای و داده نشان α(·) با را {Xt} ایستای فرآیند همبستگی خود تابع جزئی همبستگی خود تابع ٧.٢.٢ تعریف

رابطه در که است ϕhh بردار از مؤلفه آخرین ϕhh و α(۰) = ۱ که می�کنیم تعریف α(h) = ϕhh صورت به h تأخیر

ϕ(h) = Γ−۱
h γ(h)

و می�کند صدق

γ(h) = [γ(n)] , Γh = [γ(i− j)] , ϕ(h) = [ϕhi] ; i, j, n = ۱, ۲, · · · , h .

�



کلی مفاهیم .٢ ۵فصل

{Zt} اگر می�شود نامیده σ۲ واریانس و صفر میانگین با سفید نوفه ،{Zt, t = ۰,±۱,±۲, · · · } دنباله تعریف٨.٢.٢

{Zt} ∼ WN
(
۰, σ۲

)
با و باشد σ۲ واریانس و صفر میانگین با هرکدام ناهمبسته تصادفی متغیر�های از دنباله�ای

� می�شود. داده نمایش

دنباله�ای {Zt, t = ۰,±۱,±۲, · · · } اگر می�شود نامیده پایدار نوفه ،{Zt, t = ۰,±۱,±۲, · · · } دنباله تعریف٩.٢.٢

� باشد. پایدار توزیع از توزیع هم و مستقل متغیر�های از

اگر می�نامند MA (q) یا q مرتبه متحرک میانگین فرآیند را {Xt, t = ۰,±۱,±۲, · · · } فرآیند ١٠.٢.٢ تعریف

t هر ازای به و باشد ایستا فرآیند یک {Xt}

Xt = Zt + θ۱Zt−۱ + · · ·+ θqZt−q ,

� هستند. ثابتی مقادیر θ۱, θ۲ · · · , θq و {Zt} ∼ WN
(
۰, σ۲

)
که

{Xt} اگر می�نامند AR (p) یا p مرتبه اتورگرسیو فرآیند را {Xt, t = ۰,±۱,±۲, · · · } فرآیند ١١.٢.٢ تعریف

t هر ازای به و باشد ایستا فرآیند یک

Xt = ϕ۱Xt−۱ + ϕ۲Xt−۲ + · · ·+ ϕpXt−p + Zt ,

� هستند. ثابتی مقادیر ϕ۱, ϕ۲, · · · , ϕp و {Zt} ∼ WN
(
۰, σ۲

)
که

باشیم داشته t صحیح عدد هر برای اگر است خطی فرآیند یک {Xt, t = ۰,±۱,±۲, · · · } فرآیند ١٢.٢.٢ تعریف

Xt =
∞∑

j=−∞
ψjZt−j ,

� .
∑∞

j=−∞ |ψj | <∞ طوریکه به است ثابت اعداد از ای دنباله {ψj} و {Zt} ∼ WN
(
۰, σ۲

)
که

t هر برای و بوده ایستا اگر است ARMA (p, q) فرآیند یک {Xt, t = ۰,±۱,±۲, · · · } فرآیند ١٣.٢.٢ تعریف

باشیم داشته

Xt − ϕ۱Xt−۱ − · · · − ϕpXt−p = Zt + θ۱Zt−۱ + · · ·+ θqZt−q ,

مشترکی ریشه هیچ (۱+ θ۱ + · · ·+ θqz
q) و (۱− ϕ۱z − · · ·ϕpzp) های جمله�ای� چند و {Zt} ∼ WN

(
۰, σ۲

)
که

باشند. نداشته
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که نوشت ϕ (B)Xt = θ (B)Zt تفاضلی معادلات صورت به خلاصه فرم به می�توان را قبل تعریف معادلات

هستند زیر صورت به جمله�هایی چند θ (.) و ϕ (.)

θ (z) = ۱+ θ۱z + · · ·+ θqz
q , ϕ (z) = ۱− ϕ۱z − · · · − ϕpz

p

فرآیند یک {Xt} فرآیند .
(
BkXt = Xt−k , k = ۰,±۱,±۲, · · ·

)
طوریکه به می�باشد پسرو عملگر نماد B و

� .ϕ (z) ≡ ۱ اگر است MA (q) فرآیند یک و θ (z) ≡ ۱ اگر است AR (p)

اتورگرسیو فرآیند�های ٣.٢

تفضلی معادلات در که باشد اتورگرسیو فرآیند یک {Xt, t = ۰,±۱,±۲, · · · } کنید فرض قبل بخش به توجه با

ϕ۰ (B)Xt = Zt (١.٢)

ϕ۰ (z) = ۱− ϕ۰۱z − · · · − ϕ۰pz جمله�ای چند است. توزیع هم و مستقل متغیر�های از دنباله {Zt} و می�کند صدق

، (ϕ۰ (z) ̸= ۰ , |z| = ۱) باشد نداشته ریشه واحد دایره روی ϕ۰ (z) کنیم فرض و دارد نام اتورگرسیو جمله�ای چند

صورت به و دارد وجود ،z ∈
{
z : a−۱ < |z| < a , a > ۱

}
هر ازای به ۱

ϕ۰(z)
لورنت بسط آنگاه

۱
ϕ۰ (z)

=
∞∑

j=−∞
ψjz

j

صورت به (١.٢) تفاضلی معادلات برای ایستا اکیدا جواب یک بنابراین می�شود. نوشته

Xt =
∞∑

j=−∞
ψjZt−j

سوم) فصل ، [۵] دیویس و می�باشد.(براکول

واحد دایره روی و داخل اتورگرسیو جمله�ای چند اگر می�شود نامیده سببی {Xt} اتورگرسیو فرآیند ١.٣.٢ تعریف

نتیجه در و ψj = ۰ داریم ،j < ۰ هر ازای به صورت این در .ϕ۰ (z) ̸= ۰ ، |z| ≤ ۱ برای یعنی باشد. نداشته ریشه�ای

Xt =

∞∑
j=۰

ψjZt−j ,

� است. {Zt} دنباله حال و گذشته از تابعی تنها که
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روی و بیرون اتورگرسیو جمله�ای چند اگر می�شود نامیده سببی غیر اکیداً {Xt} اتورگرسیو فرآیند ٢.٣.٢ تعریف

داریم و ϕ۰ (z) ̸= ۰ ،|z| ≥ ۱ برای یعنی باشد. نداشته ریشه واحد دایره

Xt =
∞∑
j=۰

ψ−jZt+j .

زیر رابطه در {ψj} ضرایب حالت این در لورنت، بسط به توجه با

(۱− ϕ۰۱z − · · · − ϕ۰pz
p)
(
ψ۰ + ψ−۱z

−۱ + · · ·
)
= ۱ , (٢.٢)

� .ψ−p = ϕ۰p و ψ۰ = ψ−۱ = · · · = ψ۱−p = ۰ ضرایب آنگاه ،ϕ۰p ̸= ۰ اگر که می�کنند صدق

باشد واحد دایره خارج ریشه تعدادی و داخل ریشه تعدادی دارای یعنی باشد، سببی غیر اتورگرسیو جمله چند اگر

چند دو حاصلضرب صورت به می�توان را اتورگرسیو جمله�ای چند آنگاه باشد)، نداشته ریشه واحد دایره روی نیز (و

نوشت زیر صورت به سببی غیر اکیدا و سببی جمله�ای

ϕ۰ (z) = (۱− θ۰۱z − · · · − θ۰rz
r)
(
۱+ θ۰,r+۱z + · · · θ۰,r+sz

r+s
)

(٣.٢)

θ∗۰ (z) = ۱+θ۰,r+۱z+· · ·+θ۰,r+sz
r+s ̸= ۰ و |z| ≤ ۱ برای θ†۰ (z) = ۱−θ۰۱z−· · ·−θ۰rzr ̸= ۰ ، r+s = p که

θ∗۰ و θ
†
۰ سببی غیر اکیدا و سببی جمله�ای چند دو حاصلضرب صورت به ϕ۰ (z) جمله�ای چند بنابراین .|z| ≥ ۱ برای

می�شود. نوشته

دم نوفه با سببی AR(p) فرآیند پارامتر�های برآورد روش�های بر مروری ۴.٢

سنگین

شاید است. شده معرفی سنگین دم نوفه با سببی اتورگرسیو فرآیند پارامتر�های برای متعددی برآوردگر�های کنون تا

جواب بصورت و است (YW ) یول-واکر برآوردگر سببی، AR(p) فرآیند پارامتر�های برای برآوردگر اولین گفت بتوان

یول-واکر به معروف معادلات

R̂ϕ̂YW = ρ̂

به�طوریکه ، ρ̂(h) = C(h)
C(۰) و ρ̂ = (ρ̂(۱), · · · , ρ̂(p))′ ،R̂ = [ρ̂(i− j)]pi,j=۱ که می�شود تعریف

C(h) = n−۱
n−h∑
j=۱

(Xj+h − X̄)(Xj − X̄) .
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n→ ∞ وقتی ،δ > α هر ازای به و ۰ < α < ۲ برای دادند نشان ١٩٧٧ سال در [١٨] کنتر و هنان

n۱/δ(ϕ̂YW − ϕ۰) → ۰ a.s

دادند نشان ١٩٨۶ سال در [٧] رزنیک و دیویس همچنین

( n

lnn

)۱/α
(ϕ̂YW − ϕ۰)

d⇒DY ,

به�طوریکه Y = (Y۱, · · · , Yp)′ و p× pماتریس یک D که

Yn =

∞∑
j=۱

(ρ(h+ j) + ρ(h− j)− ۲ρ(j)ρ(h))Sj/S۰ , h = ۱, · · · , p

با S۰ متغیر از که هستند متقارن α-پایدار توزیع از توزیع هم و مستقل متغیر�های از دنباله یک S۱, S۲, · · · آن در که

واریانس با توزیعی دارای نوفه که زمانی یول-واکر برآوردگر همگرایی نرخ که آنجایی از مستقل�اند. α-پایدار
۲ توزیع

نامتناهی واریانس با نوفه حالت در برآوردگر این همگرایی نرخ می�گیریم نتیجه می�باشد، n۱/۲ با برابر است، متناهی

است. متناهی واریانس دارای نوفه که حالتی از است سریع�تر

کننده مینیمم صورت به که (LS) مربعات کمترین برآوردگر�های یول-واکر، برآوردگر�های از بعد

n∑
t=p+۱

(Xt − ϕ۱Xt−۱ − · · · − ϕpXt−p)
۲ ,

قرار مطالعه مورد [١٨] کنتر و هنان جمله از مختلفی محققین توسط می�شوند، تعریف ϕ = (ϕ۱, · · · , ϕp)′ به نسبت

آنگاه ،δ > α و ۰ < α < ۲ اگر دادند نشان ١٩٧٧ سال در آنها گرفتند.

n۱/δ(ϕ̂LS − ϕ۰) → ۰ a.s

گونه�ای به دارد وجود L۰(n) مانند پذیر تغییر کندی به تابع یک دادند نشان ١٩٨۶ سال در [٧] رزنیک و دیویس نیز و

،n→ ∞ وقتی که

n۱/αL۰(n)(ϕ̂LS − ϕ۰)
d⇒Y ,

می�شود. تشکیل پایدار تصادفی متغیر دو تقسیم از Y که

مینیمم صورت به که است (LAD) انحرافات مطلق قدر کمترین برآوردگر AR(p) مدل پارامتر�های دیگر برآوردگر

کننده

n∑
t=p+۱

|Xt − ϕ۱Xt−۱ − · · · − ϕpXt−p| ,
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برآوردگر�های قوی سازگاری ١٩٧٩ سال در [١٧] استیجر و گراس می�شود. تعریف ϕ = (ϕ۱, · · · , ϕp)′ به نسبت

در [٢] شن و آن کردند. ثابت E |Z۱| < ∞ و باشد صفر در یکتا میانه یک دارای Z۱ که فرض این تحت را LAD

در یکتا میانه یک دارای Z۱ یا که شرط این با کنند ارائه ϕ̂LAD برآوردگر برای همگرایی نرخ توانستند ١٩٨٢ سال

توزیع دارای Z۱ یا باشد، داشته تعلق α ∈ (۱, ۲) پایداری شاخص با پایدار توزیع یک جذب دامنه به و باشد صفر

،n→ ∞ وقتی δ > α برای دادند نشان آنها خاص حالت در باشد. صفر در شده مرکزی کوشی

n۱/δ(ϕ̂LAD − ϕ۰)
P→ ۰ .

نتوانستند اما است، (α ∈ (۱, ۲)) قبل حالت مشابه نیز α ∈ (۰, ۱) برای همگرایی نرخ که داشتند باور آن و شن اگرچه

شبیه یا پایدار نوفه توزیع اگر دادند نشان ١٩٩١ سال در [۵] دیویس و کول برآ کنند. ثابت قبل روش با را نتیجه این

برآوردگر همگرایی نرخ بنابراین و (lnn)−۱/α با است برابر LS برآوردگر برای L۰(n) تابع آنگاه باشد، پارتو توزیع به

داد نشان ١٩٩۶ سال در [٨] دیویس همچنین می�شود. ( n
lnn)

۱
α برابر LS

(Cn)۱/α(ϕ̂LAD − ϕ۰)
d⇒ τ ,

که آنجایی از و است تصادفی بردار یک τ و ثابت مقدار یک C که

n۱/αL۰(n)

Cn۱/α
→ ۰

ϕ̂LAD∥∥∥آنگاه − ϕ۰

∥∥∥∥∥∥ϕ̂LS − ϕ۰

∥∥∥ P→ ۰ .

زود�تر ϕ̂LS به نسبت مجانبی صورت به ϕ̂LAD است، پارتو به شبیه یا پایدار توزیع دارای نوفه که زمانی نتیجه در

می�شود. همگرا

هدف تابع کننده مینیمم صورت به را AR(p) فرآیند Mپارامتر�های برآوردگر ١٩٩٢ سال در [٩] لیو و نایت دیویس،

Un(ϕ) =

n∑
t=p+۱

ρ(Xt − ϕ۱Xt−۱ − · · · − ϕpXt−p) ,

که زمانی برای ϕ̂M ضعیف همگرایی آنها همچنین است. زیان تابع دهنده نشان ρ(·) که کردند تعریف ϕ به نسبت

کردند. اثبات را کند صدق (١.۵.٢ قضیه در شده (تعریف لیپشیتز گیری مشتق شرایط در آن مشتق و باشد محدب ρ

،n→ ∞ وقتی دادند نشان آنها

n۱/αL۱(n)(ϕ̂M − ϕ۰)
d⇒ ξ ,
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است. پذیر تغییر کندی به تابع یک L۱(n) و تصادفی فرآیند یک یکتای کننده مینیمم ξ که

دم توزیع دارای نوفه که زمانی AR(p) فرآیند پارامتر�های برآورد ١٩٩۴ و ١٩٩٢ سال�های در [١٣] رزنیک و فیجین

خطی ریزی برنامه روش از که را خود برآوردگر همگرایی نرخ و دادند قرار مطالعه مورد را است مثبت مقادیر با سنگین

است. پذیر تغییر کندی به تابع یک L(n) که آوردند بدست n۱/αL(n) می�آمد، بدست

نرخ و کرد تعریف بحرانی مقادیر براساس را AR(p) فرآیند پارمتر�های برآوردگر ١٩٩٣ سال در [١٩] هسینگ

آورد. بدست
(

n
lnn

)۱/α را برآوردگر این همگرایی

دهند. ارائه نمونه�ای نگار اساسدوره بر برآورد روش توانستند ١٩٩۵ سال در [٢۵] آدلر و کلوپلبرگ ، گادریچ میکش،

گوسی نوفه از وایتل برآوردگر�های در که تفاوت این با است، استوار ١٩۵٣ سال در وایتل روش اساس بر روش، این

مورد دقت به ١٩٩١ سال در [۵] دیویس و کوِل برآ توسط گوسی، نوفه حالت در وایتل برآوردگرهای می�شود. استفاده

هستند. درستنمایی حداکثر برآوردگر�های معادل مجانبی طور به برآورگر�ها این که شد داده نشان و گرفتند قرار مطالعه

مشکلات با درستنمایی حداکثر برآودگر به دستیابی برای پایدار، نوفه حالت در که دریافتند کلوپلبرگ و گادریچ میکش،

برآورد به رسیدن راه تنها که آنجا از بود. پایدار توزیع چگالی تابع نافرمان فرم اصلی، مشکل هستند. رو به رو زیادی

چگالی�های محاسبه برای موجود، عددی الگوریتم�های همه نیز و است عددی روش�های از استفاده درستنمایی، حداکثر

بود حالی در این دانستند. سخت و نامعمول روشی را درستنمایی حداکثر برآورد روش نیستند، همگرا سرعت به پایدار

آنها ندیدند. بیشتری عددی سختی�های دارای گوسی نوفه حالت به نسبت پایدار نوفه حالت در را وایتل برآوردگر که

نرخ با ، پایدار نوفه با (AR مدل خاص حالت (در سببی ARMA مدل پارامتر�های وایتل برآوردگر که دادند نشان

می�شود. همگرا توزیع در ( n
lnn)

۱
α

مورد [٢١] لینگ توسط ٢٠٠۵ سال در سببی AR(p) فرآیند پارامتر�های وزنی انحرافات مطلق قدر کمترین برآوردگر

انحرافات مطلق قدر کمترین برآوردگر که حالی در است، n۱/۲ همگرایی نرخ دارای برآوردگر این گرفت. قرار بررسی

می�باشد. n۱/α سریع�تر همگرایی نرخ دارای وزنی غیر

در شده مطالعه درستنمایی حداکثر برآوردگر با مشابهی ویژگی�های دارای که M برآوردگر�های ۵.٢ بخش در ادامه در

می�شوند. معرفی هستند، نامه پایان این

پایدار نوفه با AR(p) مدل پارامتر�های M برآوردگر�های ۵.٢

جمع کردن مینیمم طریق از برآورد آن در که می�دهند تشکیل را برآوردگر�ها از بزرگی کلاس M برآوردگر�های آمار، در

پایدار، نوفه با سببی AR(p) مدل پارامتر�های M برآوردگر�های می�آید. بدست داده�ها و پارامتر به وابسته خاص توابعی

گرفتند. قرار بررسی مورد [٩] لیو و نایت دیویس، توسط ١٩٩٢ سال در بیشتر جزئیات با

بازگشتی معادلات در که باشد اتورگرسیو فرآیند یک {Xt} کنیم فرض

Xt − ϕ۱Xt−۱ − · · ·ϕpXt−p = Zt (۴.٢)


