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঻نام೯دا

الْخال˼ق˂. یʿشͺْ͒ر لَم˂ الْمʿخلوق یʿشͺْ͒ر لَم˂ من و

عطا را دانش و علم کسب راه در تلاش توفیق اینجانب به که را متعال پروردگار ستایش و سپاس
دهم. قرار استفاده مورد خویش وطن علمͬ پیشرفت راه در را آموخته�هایم بتوانم امیدوارم فرمود.
شهمراد، صداقت دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه�
انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایی�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه

نمͬ�رسید.
در و فرمودند تقبل را پایان�نامه این مشاوره�ی زحمات که حجتͬ غلامرضا دکتر آقای جناب از
دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به پایان�نامه، این سازی آماده
و بوده�اند، من مشوق و یار همواره مراحل تمامͬ در که خانواده�ام اعضای کلیه�ی از پایان در
را سپاسͽزاری کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب پایان�نامه این نوشتن در که دوستانم از

دارم.

فਚی ୓دی෼رॣ మابا
৘඼ෙ७ور۱۳۹۳
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اباذر نام: کمارسفلͬ هادی دانشجو: خانوادگͬ نام

نوسانͬ نوع از کوشͬ اصلͬ مقدار انتگرال�های برای سریع انتگرال�گیری عنوان:

شهمراد صداقت دکتر : راهنما استاد

حجتͬ غلامرضا دکتر : مشاور استاد

تبریز دانشͽاه عددی آنالیز گرایش: کاربردی ریاضͬ رشته: ارشد� کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع

٧٠ صفحات: تعداد ١٣٩٣ شهریور التحصیلͬ: فارغ تاریخ ریاضͬ علوم دانشͺده

نوسانͬ همͽرایی، عددی، انتگرال�گیری هرمیت، درونیابی کوشͬ، اصلͬ مقدار واژه�ها: کلید

چͺیده

انتگرال�های محاسبه�ی برای سریع همͽرایی و بالا مرتبه�ی با اما ساده روش ͷی پایان�نامه این در

f(x) آن در که مͬ�دهیم ارائه آن خطا�ی کران و
∫ ۱

−۱

eiωx
f(x)

x− τ
dx شͺل به کوشͬ اصلͬ مقدار

شده ارائه روش .−۱ < τ < ۱ و باشد، بزرگ است ممͺن که ω ∈ R+ و است هموار تابع ͷی

تیلور سری ͷی که خاص هرمیت چند�جمله�ای درونیابی از استفاده با (f(x)− f(τ)

x− τ
)(s) تقریب با

توسط شده ارائه روش اعتبار و درستͬ مͬ�باشد. مشتق مرتبه�ی s آن در که است شده ساخته است،
است. شده داده نشان روش�ها سایر با مقایسه و عددی مثال چندین نتایج
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مقدمـه

سیالات ͷدینامی و تصاویر آنالیز کوانتوم، ͷفیزی مهندسͬ، جمله، از کاربردها از وسیعͬ طیف در

شͺل به نوسانͬ توابع شامل کوشͬ اصلͬ مقدار انتگرال�های عددی ارزیابی با معمولا ما

Iω(f, τ) =

∫ ۱

−۱

eiωx
f(x)

x− τ
dx = lim

ε→۰+

∫
|x−τ |≥ε

eiωx
f(x)

x− τ
dx,

− ۱ < τ < ۱, i۲ = −۱

توجه با باشد. بزرگ است ممͺن که ω ∈ R+ و است هموار تابع ͷی f(x) که هستیم ارتباط در

در کند. صدق [−۱,۱] بازه�ی روی هولدر شرط در f(x) تابع اگر است موجود انتگرال این [٨] به

از تکینگͬ داشتن دیͽری و بودن نوسانͬ ͬͺی که هستیم مواجه مشͺل دو با عملا́ شده ذکر انتگرال

. [۴] و [١۵] است کوشͬ نوع

انتگرال�گیری گره�های میان در τ نقاط شامل فوق انتگرال اساسکه این بر [١۶] و [١۵] ١ اوکچا

است کرده پیشنهاد انتگرال این عددی محاسبه�ی برای درونیابی براساس را قواعدی خیر، یا گردد

و لژاندر چندجمله�ای صفرهای در لاگرانژ درونیاب چندجمله�ای با f(x) جایͽزینͬ با مͬ�توان که

کرد. محاسبه را انتگرال این ،τ نقطه�ی

چبیشف نقاط در درونیابی اساس بر پایدار عددی الͽوریتم ͷی [١٩] ٣ ژیانگ ٢و وانگ اخیراً

پیشنهاد را نوسانͬ نوع از کوشͬ اصلͬ مقدار انتگرال�های محاسبه�ی برای منفرد نقاط بردن بین از و

١Okecha
٢Wang
٣Xiang

٣



۴ مقدمه

روش آن که یافته�اند دست عددی انتگرال�گیری روش به [۴]۵ کریسͺولو و ۴ کاپوبیانکو کرده�اند.

مͬ�باشد. ژاکوبی وزن به نسبت متعامد چندجمله�ای�های صفرهای در درونیابی فرآیند ͷی براساس

مͬ�کند میل بینهایت سمت به ،n گرهͬ نقاط تعداد وقتͬ که است این قبلͬ روش�های مزیت

پائین ω برحسب خطا مرتبه�ی که است این روش�ها این عیب و مͬ�شوند. همͽرا ، (n → ∞)

مͬ�کند. صدق O(ω−۱) در یعنͬ است،

در یعنͬ بالاست، ω برحسب خطا مرتبه�ی که است این پایان�نامه این در حاضر روش ایده�ی اما

است. سریع�تر همͽرایی و مͬ�کند صدق O(ω−۱−s)

تعاریف اولیه، مفاهیم به است، شده تنظیم [۵] مرجع براساس که پایان�نامه این اول فصل در

است. شده پرداخته انتگرال معادلات مورد در قضایا و

است. شده بررسͬ کوشͬ اصلͬ مقدار انتگرال�های محاسبه�ی روش�های از برخͬ دوم، فصل در

جدید ایده�ی و مجانبی روش اوکچا، روش خطای کران برای قضیه�های به سوم، فصل در

است. شده پرداخته روش دو ترکیب براساس

است. گرفته قرار بررسͬ مورد آن�ها خطای و عددی مثال� چند تحلیل و تجزیه چهارم فصل در

۴Capobianco
۵Criscuolo



١ فصل

پیشینه و مقدماتͬ مفاهیم

۵



۶ پیشینه و مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

مقدماتͬ قضایای و تعاریف ١.١

نام هموار١ تابع باشد، صفر مخالف و پیوسته [a, b] بازه�ی در آن مشتق که تابعͬ .١.١.١ تعریف

دارد.

همͽرا توانͬ سری ͷی وسیله�ی به موضعͬ طور به که است تابعͬ ٢ تحلیلͬ تابع .٢.١.١ تعریف

تیلور سری که است مشتق�پذیر بینهایت�بار تابع ͷی تحلیلͬ تابع دیͽر عبارتͬ به مͬ�شود. مشخص

مقدارش و همͽراست x۰ به ͷنزدی کافͬ اندازه�ی به x برای دامنه�اش در x۰ مانند نقطه�ای هر در آن

تیلور بسط دارای x۰ از ͬͽهمسای ͷی در هرگاه است تحلیلͬ x۰ در f تابع است. f(x) با برابر

باشد.

این است. ناپیوسته نقطه آن در آنگاه باشد نشده تعریف نقطه ͷی در تابعͬ اگر .٣.١.١ تعریف

دارد. تکینگ۴ͬ نقطه آن در یا است تکین٣ نقطه آن در تابع

و Cn[a, b] با را دارد پیوسته مشتق بار −n ،[a, b] روی که توابعͬ تمام مجموعه�ی .۴.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش C[a, b] با را [a, b] در پیوسته توابع تمام مجموعه�ی

آنگاه ،F ′(x) = f(x) ،x ∈ [a, b] هر برای و باشد [a, b] بر پیوسته تابعͬ f اگر .۵.١.١ قضیه

∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a).

است. معروف انتگرال و دیفرانسیل حساب اساسͬ قضیه�ی به که

شود. مراجعه [١٧] مرجع به برهان.

مشتق�پذیر n−بار ، (a, b) بازه�ی در و پیوسته [a, b] بازه�ی در f(x) تابع کنید فرض .۶.١.١ قضیه

مانند نقطه�ای آنگاه شود، صفر [a, b] از xn ، ... ،x۰ ،x۰ متمایز نقطه�ی n+ ۱ در f(x) اگر باشد.

١Smooth function
٢Analytic function
٣Singular
۴Singularity



٧ پیشینه و مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

که طوری به دارد وجود (a, b) بازه�ی در ξ

f (n)(ξ) = ۰.

است. معروف ۵ رول یافته�ی تعمیم قضیه�ی به قضیه این

شود. مراجعه [١٧] مرجع به برهان.

اگر مͬ�شود زده تقریب n مرتبه�ی از برشͬ خطای با f(h) وسیله�ی به f(h) گوییم .٧.١.١ تعریف

که طوری به باشد داشته وجود M > ۰ ثابت ،h > ۰ ͷکوچ مقادیر برای

|f(h)− f(h)| ≤Mhn.

یعنͬ مͬ�شود، داده نشان O(hn) با و

f(h) = f(h) +O(hn).

به سریعتر خطا جمله�ی باشد بزرگ�تر n هرقدر پس است ͷکوچ خیلͬ h چون که مͬ�کنید ملاحظه

مͬ�کند. میل صفر

عددی آنگاه ،g(x) ≥ ۰ و باشند پیوسته [a, b] بازه�ی در g(x) f(x)و توابع هرگاه .٨.١.١ قضیه

طوری به دارد وجود a < ξ < b که ξ ∫مانند b

a

f(x) g(x) dx = f(ξ)

∫ b

a

g(x) dx .

است. معروف انتگرال�ها برای وزن�دار میانگین مقدار قضیه��ی به قضیه این

شود. مراجعه [١٧] مرجع به برهان.

[a, b] بازه�ی در w(x) ≥ ۰ وزن تابع به نسبت g و f تابع دو داخلͬ حاصل�ضرب .٩.١.١ تعریف

باشد). داشته وجود انتگرال که فرض این (با مͬ�شود تعریف زیر صورت به

(f, g)w =

∫ b

a

f(x) g(x)w(x) dx.

۵Generalized Rolle’s Theorem



٨ پیشینه و مقدماتͬ مفاهیم .١ فصل

در باشد صفر برابر w(x) وزن تابع به نسبت تابع دو داخلͬ حاصل�ضرب هرگاه .١٠.١.١ تعریف
ساده٧ متعامد را g و f باشد، w(x) = ۱ اگر گویند. متعامد۶ یا هم بر عمود را تابع دو صورت این

گویند.

باشد زیر ویژگͬ�های دارای باید (a, b) بازه�ی بر w(x) نامنفͬ وزن تابع .١١.١.١ تذکر

∫ b

a

|x|nw(x) dx <∞, ∀n ≥ ۰ (۱∫ b

a

v(x)w(x) dx = ۰ ⇐⇒ v(x) = ۰, ∀x ∈ (a, b) (۲

است. پیوسته و نامنفͬ تابعͬ v که

مانند چندجمله�ای�ها از دنباله�ای آنگاه باشد، پیوسته [a, b] بازه��ی بر f تابع اگر .١٢.١.١ قضیه

به همͽراست، f تابع به [a, b] بازه�ی روی یͺنواخت به�طور که طوری به است موجود {Pk(x)}∞k=۰

دیͽر عبارتͬ

∀x ∈ [a, b] , ∃N ∈ N , ∀n ≥ N,

s.t ∀n ∈ [a, b] , |Pn(x)− f(x)| < ϵ.

گویند. ٨ وایرشتراس قضیه�ی را فوق قضیه�ی

شود. رجوع [١٨] مرجع به برهان.

ϕ(t)دراین�صورت باشد. l روی شده تعریف تابع ϕ(t) و هموار خم l فرضکنید .١٣.١.١ تعریف

باشیم داشته ،t۲ و t۱ دلخواه نقطه�ی دو هر ازای� به هرگاه مͬ�کند صدق هولدر٩ شرط در

|ϕ(t۲)− ϕ(t۱) ≤ k|t۲ − t۱|λ.

۶Orthognal
٧Simple orthognal
٨Weierstrass theorem
٩Holder’s condition
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مͬ�شود. نامیده هولدر شاخص و هولدر ثابت ترتیب به و هستند مثبت اعداد λ و k که طوری به

است[١۴]. لیپ�شیتسمعروف شرط به مͬ�شود، حاصل λ = ازای۱ به که هولدر حالتخاصشرط

انتگرال معادلات پیدایش ٢.١

به منجر آنها بر حاکم قوانین از استفاده با اجتماعͬ و اقتصادی طبیعͬ، علوم در پدید�ه�ها مدل�سازی

محض و کاربردی ریاضیات در مهم ابزارهای از ͬͺی انتگرال معادلات مͬ�شود. ریاضͬ معادلات

مهندسͬ علوم ،ͬͺفیزی غیرخطͬ، پدیده�های از بسیاری مدل�سازی در معادلات، نوع این است.

از برگرفته ͬͺانیͺم و ͬͺفیزی مسائل از برخͬ تحلیل و تجزیه و مدل�سازی مͬ�شوند. ظاهر ... و

مثال عنوان به مͬ�شود. انتگرالͬ معادله�ی ͷی به منجر ذاتͬ طور به آزمایشͽاهͬ محیط و طبیعت

وابسته پیوسته طور به t لحظه�ی در u(t) سیستم بیان زیرا است نوع این از مسئله�ای وراثت مسائل

به ذاتͬ طور به آن ریاضͬ نمایش لذا است. t − τ زمان�های در u(t − τ) قبلͬ حالت�های تمام به

ͷی شامل ͬͺتریͺال مدار ͷی در جریان محاسبه�ی جمعیت، رشد مسئله�ی است. معادله ͷی شͺل

هستند. قبیل این از مسائلͬ ... و ͬͺتریͺال مقاومت خازن، ولتاژ منبع

انتگرال معادلات تاریخچه�ی ٣.١

ظاهر انتگرال علامت زیر مجهول تابع که معادلاتͬ برای را انتگرال معادلات عنوان که فردی اولین

به f تابع برای انتگرال معادله�ی لاپلاس ١٧٨٢ سال در بود. ریموند بویس کرد، مطرح مͬ�شد

خود معادلات در فوریه ١٨١١ سال در وی از پس کرد. ارائه f(t) =
∫ ∞

۰

e−ts f(s) ds صورت

مبداء که مͬ�شود بیان معمولا˟ لذا کرد. برخورد معادلات این از نوعͬ به حرارت نظریه�ی روی بر

ͬͺانیͺم مسائل حل در نیز آبل ١٨٢٣ سال در سپس مͬ�گردد. بر فوریه انتگرال به انتگرال معادلات

نیز فردهلم و پوانکاره لیوویل، پواسون، جمله از دیͽری افراد البته شد. روبرو معادلات نوع این با

دادند. انجام مهمͬ تلاش�های زمینه این در

در کرد. ارائه را انتگرال معادلات نظریه�ی نوزدهم قرن در که بود کسͬ اولین ولترا سرانجام
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توسط انتگرال معادله�ی جواب وجود شرایط برای بسیاری تحقیقات بیستم قرن دوم نیمه�ی اوایل

گرفت. صورت ویل هرمن

انتگرال معادله�ی ۴.١

شͺل دارد. قرار انتگرال علامت زیر u(x) مجهول تابع آن در که است معادله�ای انتگرال، معادله�ی

صورت به شود، معلوم باید که است مجهولͬ u(x)تابع آن در که خطͬ انتگرال معادله�ی ͷی کلͬ

است زیر

g(x)u(x) = f(x) + λ

∫
Ω

K(x, t)u(t) dt.

قبل از u(x) و f(x) توابع و معادله هسته�ی مͬ�شود. نامیده انتگرال معادله�ی هسته�ی K(x, t)

Ωبازه�ی و باشد ͷی مͬ�تواند خاص حالت در که مختلط، یا حقیقͬ است پارامتری λ معلوم�اند.

داشته ͷی توان یعنͬ باشد خطͬ انتگرال علامت زیر u(t)مجهول تابع اگر است. انتگرال�گیری

صورت به u(t) تابع اگر اما بالا. انتگرال معادله�ی مانند مͬ�گویند، خطͬ را انتگرال معادله�ی باشد،

مͬ�گویند. غیرخطͬ را انتگرال معادله�ی آنگاه شود، ظاهر غیر�خطͬ

خطͬ انتگرال معادلات دسته�بندی ۵.١

خطͬ معادلات و فردهلم خطͬ معادلات گروه دو به مͬ�توان را خطͬ انتگرال معادلات متداول�ترین

را زیر خطͬ انتگرال معادلات نوع سه عمده�ی خواص و تعاریف اکنون نمود. دسته�بندی ولترا

مͬ�کنیم بررسͬ

فردهلم انتگرال معادلات (۱)

ولترا انتگرال معادلات (۲)
منفرد١٠ انتگرال معادلات (۳)

١٠Singular integral equation (SIE)
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فردهلم خطͬ انتگرال معادلات ١.۵.١

b و a ثابت اعداد با انتگرال�گیری حدود آنها در که فردهلم خطͬ انتگرال معادلات استاندارد شͺل

مͬ�باشد زیر صورت به

ϕ(x)u(x) = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t)u(t) dt s.t a ≤ x , t ≤ b

ϕ(x) = ۱ اگر و اول نوع فردهلم انتگرال معادله�ی باشد، ϕ(x) = ۰ انتگرال معادله�ی این در اگر

مͬ�نامند. دوم نوع فردهلم انتگرال معادله�ی باشد،

ولترا خطͬ انتگرال معادلات ٢.۵.١

ثابت اعدادی اینکه جای به انتگرال�گیری حدود از ͬͺی حداقل آنها در که هستند انتگرالͬ معادلات

مͬ�باشد زیر صورت به آنها کلͬ شͺل و مͬ�شود. ظاهر x از تابعͬ صورت به باشند

ϕ(x)u(x) = f(x) + λ

∫ β(x)

α(x)

K(x, t)u(t) dt.

معادله�ی باشد، ϕ(x) = ۱ اگر و اول نوع ولترای انتگرال معادله�ی باشد، ϕ(x) = ۰ اگر هم اینجا در

مͬ�نامند. اول نوع ولترای انتگرال

منفرد انتگرال معادلات ٣.۵.١

اینکه یا باشد نامتناهͬ انتگرال�گیری حدود از ͬͺی حداقل اگر گویند منفرد را انتگرال معادله�ی

مانند گردد. نامتناهͬ انتگرال�گیری بازه�ی از نقاطͬ یا نقطه در آن هسته�ی

f(x) =

∫ x

۰

u(t)√
x− t

dt, u(x) = f(x) +

∫ ∞

۰

(x− t)u(t) dt.
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(ناسره) مجازی انتگرال�های ۶.١

خوانده اول نوع مجازی انتگرال (که نامتناهͬ انتگرال مفهوم b → ∞ وقتͬ را
∫ b

a

f(x) dx رفتار

این دیͽر تعمیم ͷی مͬ�دهند. نشان
∫ ∞

a

f(x) dx علامت با را آن که مͬ�کند تداعͬ را مͬ�شود)

کنیم. فرض بی�کران نقطه چند یا ͷی در را f و گرفته متناهͬ را [a, b] بازه�ی که مͬ�آید بدست طور

اگر مͬ�نامند. دوم نوع مجازی انتگرال مͬ�آیند، بدست مناسبی حدی فرآیند با که را انتگرال�ها این

x و ثابت عدد ͷی a که باشد [a, x] صورت به بازه�ای روی انتگرال�پذیر و کران�دار تابع ͷی f(x)

مͬ�شود تعریف زیر صورت به
∫ ∞

a

f(y) dy انتگرال باشد، a از بزرگتر متغیر ͷی

∫ ∞

a

f(y) dy = lim
x→∞

∫ x

a

f(y) dy = lim
x→∞

(F (x)− F (a)).

غیر در گویند، همͽرا را انتگرال باشد کران�دار فوق حد اگر است. f اولیه�ی تابع F آن در که

واگراست. ∫این�صورت b

a

f(x)dx صورت به انتگرالͬ تقریبی محاسبه�ی عددی١١ انتگرال�گیری از منظور تعریف١.۶.١.

از افرازی a = x۰ < x۱ < ... < xn = b آن در که است
n∑

k=۰

wk f(xk) صورت به عبارتͬ با

انتگرال�گیری وزن�های را {wk}nk=۰ و انتگرال�گیری گره�های را {xk}
n
k=۰ مقادیر مͬ�باشد. [a, b] بازه�ی

از معقولͬ تقریب
n∑

k=۰

wk f(xk) عبارت که مͬ�شوند تعیین نحوی به گره�ها و وزن�ها مͬ�نامند.

دهد. بدست را
∫ b

a

f(x) dx

١١Quadrature
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مهم های چندجمله�ای ٧.١

که مͬ�پردازیم چبیشف١۵ و ژاکوبی١۴ لژاندر١٣، تیلور١٢، های چندجمله�ای معرفͬ به بخش این در

مͬ�باشند. اولیه تعاریف و مفاهیم شامل

تیلور چندجمله�ای�های ١.٧.١

ͷی فقط صورت این در باشد، مشتق دارای n مرتبه�ی تا x = α نقطه�ی در f تابع کنید فرض

مͬ�کند صدق زیر شرط n+ ۱ در که دارد nوجود حداکثر درجه�ی از P مانند چند�جمله�ای

P (α) = f(α) , P ′(α) = f ′(α), ..., P (n)(α) = f (n)(α).

نوشت مͬ�توان پس

P (x) =
n∑

k=۰

f (k)(α)

k!
(x− α)k.

تیلور چندجمله�ای�های تیلور١۶، بروک انگلیسͬ، بزرگ ریاضیدان افتخار به را چند�جمله�ای�ها این

مͬ�نامند.

به f تابع تقریب در . f (n)(α) ̸= ۰ اگر تنها و اگر nاست Pمساوی درجه�ی که است واضح

را تیلور بسط در باقیمانده دستور یا درونیابی خطا�ی ،α نقطه�ی در آن تیلور چندجمله�ای وسیله�ی

دارای x = α نقطه�ی در f تابع اگر لذا مͬ�دهیم. نمایش En(x) = f(x) − P (x) صورت به

نوشت مͬ�توان باشد، n مرتبه�ی تا مشتق

f(x) =
n∑

k=۰

f (k)(α)

k!
(x− α)k + En(x).

همچنین باشد. (a, b) بازه�ی در مشتق�پذیر بار n + ۱ و f ∈ C[a, b] کنید فرض .١.٧.١ قضیه

چند�جمله�ای Pn(x) اگر باشد. [a, b] بازه�ی در متمایز نقطه�ی n + ۱ ،xn ،...،x۱ ،x۰ کنید فرض

١٢ Taylor
١٣Legendre
١۴Jacobi
١۵Chebyshev
١۶Brook Taylor
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که به�طوری باشد

Pn(xi) = f(xi) , i = ۰,۱, ..., n

که طوری به است موجود ξ ∈ (a, b) ،x ∈ [a, b] هر برای آنگاه

En(x) = f(x)− Pn(x) =
f (n+۱)(ξ)

(n+ ۱)!
W (x).

.W (x) =
∏n

i=۰(x− xi) آن در که

شود. رجوع [١٨] مرجع به برهان.

صورت دراین باشد. maxx∈[a,b]
∣∣∣f (n+۱)(x)

∣∣∣ =Mn+۱ کنید فرض .٢.٧.١ نتیجه

|f(x)− Pn(x)| ≤
Mn+۱

(n+ ۱)!
|W (x)| , ∀x ∈ [a, b]

و

maxx∈[a,b]|f(x)− Pn(x)| ≤
Mn+۱

(n+ ۱)!
maxx∈[a,b] |W (x)|.

داریم: [a, b] در c و x هرنقطه�ی براي آنگاه ،f ∈ Cn+۱[a, b] اگر .٣.٧.١ قضیه

f(x) =
n∑

k=۰

f (k)(c)

k!
(x− c)k +Rn(x),

Rn(x) =
۱

n!

∫ x

c

f (n+۱)(t)(x− t)n dt.

است. معروف انتگرال باقیمانده�ی با تیلور قضیه�ی به قضیه این

شود. رجوع [٢] مرجع به شود رجوع برهان.

لژاندر چندجمله�ای�های ٢.٧.١

لژاندر دیفرانسیل معادله�ی به موسوم زیر، معمولͬ دیفرانسیل معادله�ی جواب لژاندر چندجمله�ای�های

هستند

(۱ − x۲)P ′′
n (x)− ۲xP ′

n(x) + n(n+ ۱)Pn(x) = ۰
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است، مشهور ١٧ رودریͽز فرمول به که زیر فرمول با مͬ�توان را لژاندر چندجمله�ای�های همچنین

آورد. به�دست

Pn(x) =
۱

۲nn!

dn(x۲ − ۱)n

dxn

مͬ�باشند زیر صورت به لژاندر جمله�ای�های چند اولین

P۰(x) = ۱ , P۱(x) = x , P۲(x) =
۱

۲
(۳x۲ − ۱) , P۳(x) =

۱

۲
(۵x۳ − ۳x) , ...

اگر یعنͬ متعامدند، w(x) = ۱ وزن تابع به نسبت [−۱,۱] بازه�ی در چندجمله�ای�ها این همه�ی

آنگاه ،(m ̸= n)∫ ۱

−۱

Pm(x)Pn(x) dx = ۰.

ژاکوبی چندجمله�ای�های ٣.٧.١

چند�جمله�ای�های به باشند متعامد زیر وزن تابع به نسبت (−۱,۱) بازه�ی در که چند�جمله�ای�هایی

هستند معروف ژاکوبی

w = (۱ − x)α(۱ + x)β, α, β > −۱.

هستند. α = β = ۰ ازای به ژاکوبی چندجمله�ای�های از خاصͬ دسته�ی لژاندر چند�جمله�ای�های

شͺل به انتگرال�های تقریب برای مͬ�تواند ١٨ گاوس-ژاکوبی ∫انتگرال�گیری ۱

−۱

f(x) (۱ − x)α(۱ + x)β dx , α, β > −۱

است. هموار تابع ͷی [−۱,۱] بازه�ی روی f(x) آن در که گیرد قرار استفاده مورد

چبیشف چندجمله�ای�های ۴.٧.١

چندجمله�ای�ها از نوع این هستند. چبیشف چندجمله�ای�های متعامد، چندجمله�ای�های قدیمͬ�ترین

شد. ارائه چبیشف بنام بزرگ ریاضͬ�دان توسط بار نخستین

١٧Rodrigues
١٨Gauss-Jacobi quadrature


