


مطالب از بخشͬ یا تمام از استفاده صورت در دارد. تعلق لرستان دانشͽاه به نامه پایان این امتیازات همه

و ( نامه پایان راهنمای اساتید یا استاد یا ) لرستان دانشͽاه نام باید ها، سخنرانͬ یا ها کنفرانس مجلات، در

این غیر در شود. ثبت دانشͽاه تکمیلͬ تحصیلات دفتر از کتبی مجوز کسب ضمن و مأخذ ذکر با دانشجو نام

گرفت. خواهد قرار قانونͬ پیͽرد مورد صورت
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ریاضͬ گروه

عنوان

نامثبت خمیدگͬ با فضاهای در هادامارد - هرمیت نامساوی

نگارش

رضایی فاطمه

راهنما استاد

بارانͬ علͬ دکتر

مشاور استاد

غضنفری قاسم امیر دکتر

ارشد کارشناسͬ نامه پایان

محض ریاضͬ رشته در

١٣٩٢ ماه بهمن



ৎقدمଘروحپاکماభم...



ඵීروزیا॥تو ণپاسࢂචارانرا ণپاسࢂචاریاو، අندگانراभࢌوБЗرਛیا॥توایآنૢه یاداوୀاییاد ایآنૢه
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چͺیده
فاطمه نام: رضایی خانوادگͬ: نام

نامثبت خمیدگͬ با فضاهای در هرمیت-هادامارد نامساوی پایان�نامه: عنوان

بارانͬ علͬ دکتر راهنما: استاد

غضنفری امیرقاسم دکتر مشاور: استاد

آنالیز گرایش: محض ریاضͬ رشته: ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: درجه

پایه علوم دانشͺده: لرستان دانشͽاه تحصیل: محل

٨۵ صفحه: تعداد ١٣٩٢ التحصیلͬ: فارغ تاریخ

فرین، نقاط نامثبت، خمیدگͬ با NPC،فضای فضای هرمیت-هادامارد، نامساوی ها: واژه کلید

میانگین مقدار ینسن، نامساوی واریانس، نامساوی هادامارد، فضای ،ͬͺژئودزی تحدب جرم، مرکز

مورد در سپس و کنیم مͬ معرفͬ را (NPC)نامثبت انحنای با ͷمتری فضاهای ابتدا چͺیده:

نامساوی از نوع چند چنین هم کنیم. مͬ بحث فضاهایی چنین روی احتمال های اندازه جرم مرکز

دهیم. مͬ ارائه سرتاسری نامثبت انحنای با فضای در محدب توابع برای را هرمیت-هادامارد

و ینسن نامساوی نظیر مهمͬ نتایج ،NPC فضای در احتمال های اندازه مرکزجرم مبحث در

فضاهای و L٢−فضاها تصاویر، مرکزجرم آخر در و شود مͬ ثابت و بیان L١−انقباضͬ خاصیت

ͬͺتوپولوژی برداری فضای در نیز را کرین-میلمن قضیه نامه، پایان این در کنیم. مͬ بیان هیلبرترا

کنیم. مͬ ثابت و بیان NPCسرتاسری فضای و
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گفتار پیش

سازی بهینه مباحث در ویژه به و کنند مͬ ایفا ریاضیات مختلف های شاخه در را مهمͬ نقش محدب توابع

ͷی از بیش باز مجموعه ͷی روی محدب(اکید) تابع ͷی مثال عنوان به هستند؛ برخوردار خاصͬ اهمیت از

داریم: باشد، I = [a, b] روی شده تعریف محدب تابع ͷی f اگر چنین هم ندارد؛ مینیمم

f(
a+ b

٢
) ≤ f(a) + f(b)

٢
.

کرده جلب خود به اخیر دهه چند در را ریاضیدانان از بسیاری توجه که هایی نامساوی مهمترین از ͬͺی

بازه روی پذیر انتگرال محدب تابع ͷی f کنیم فرض است. ١ «هرمیت-هادامارد» معروف نامساوی است،

صورت: این در باشد. I = [a, b]

f(
a+ b

٢
) ≤ ١

b− a

∫ b

a

f(x)dx ≤ f(a) + f(b)

٢
,

ارائه هرمیت توسط ١٨٨٣ سال در که نامساوی این است. شده شناخته هرمیت-هادامارد نامساوی عنوان به

از و دهد مͬ ما به f محدب تابع میانگین مقدار از تقریبی شد، ثابت هادامارد توسط ١٨٩٣ سال در و شد

است. اهمیت حائز کند، مͬ فراهم ٢ ینسن» «نامساوی برای را دیدگاهͬ که جهت این

شد آغاز گذشته قرن آخر های سال در «هادامارد» کار با نامثبت خمیدگͬ با فضاهای مطالعه دیͽر طرف از

Hermite-Hadamard١

Jensen inequality٢



١٠ گفتار پیش

بالا از انحنای با ͷمتری فضاهای نظریه شالوده اما نهاد. قدم وادی این در او از پس سال ٢٠ ٣ «کارتان» و

شد. نهاده بنا ۵ «بوزمن» و ۴ «الͺساندروف» کار با کارتان، از پس سال ۵٠ کراندار،

در ͷکوچ کافͬ اندازه به ژئودزی های مثلث که کند مͬ بیان (NPC) الͺساندرو نظریه در نامثبت انحنای

هستند. متناظر اقلیدسͬ های مثلث اندازه به حداقل (N, d) درونͬ ͷمتری فضای

با ͷمتری فضای ͷی روی که محدبی توابع برای را هرمیت-هادامارد نامساوی از هایی نمونه نامه پایان این

این در را توجهͬ قابل دید NPC فضای نظریه کند. مͬ بررسͬ اند، شده تعریف سرتاسری نامثبت انحنای

به را a که است خطͬ پاره میانͬ نقطه (a+ b)

٢
آن در که دهد مͬ ارایه میانͬ، نقطه وجود اساس بر موضوع،

فضاها، این در و است [٠,١] بازه روی (١.۴.١ (تذکر foαa,b انتگرال ، f میانگین مقدار کند. مͬ وصل b

دارد. وجود نیز محدب تابع از مفهومͬ

هرمیت-هادامارد نامساوی فضا، این از مثال چند و NPCسرتاسری تعریففضای به نامه پایان این اول فصل

NPC فضای های ویژگͬ بیان به دوم فصل در است. شده داده اختصاص دیͽر نیاز مورد تعاریف بسیاری و

هرمیت-هادامارد نامساوی های سپستعمیم و پردازیم مͬ قالبقضیه در ... انقباضو و تعامد و تحدب مانند

کنیم. مͬ بیان فضا این روی را

پردازیم. مͬ ... و فضاها −L٢ هیلبرت، فضاهای در آن تعیین و جرم مرکز بیان به هم سوم فصل در

Cartan٣

Alexandrov۴

Busemann۵



١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف



١٢ اولیه تعاریف ١.١

اولیه تعاریف ١.١

متر ͷی را d : X ×X −→ R+ حقیقͬ تابع باشد. ناتهͬ ی مجموعه ͷی X کنید فرض .١.١.١ تعریف

کند: صدق زیر شرایط در ، x, y, z ∈ X هر برای هرگاه Xگوییم روی

،d(x, y) = ٠ اگر تنها و اگر x = y (i)

،d(x, y) = d(y, x) (ii)

.d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (iii)

دهیم. مͬ نمایش (X, d) با را آن و گوییم ͷمتری فضای ͷی d متر با را X مجموعه

موجود Nی ، ε > ٠ هر برای هرگاه نامیم، کشͬ Xرا ͷمتری فضای در {xn}∞n=١ ی دنباله تعریف٢.١.١.

. d(xm, xn) < ε باشیم: m,nداشته > N برای که قسمͬ به باشد

باشد. Xهمͽرا در کشͬ دنباله هر هرگاه گوییم کامل(تام) را (X, d)ͷمتری فضای .٣.١.١ تعریف

زیر، اسͺالر ضرب و جمع دوتایی عمل با همراه را V ناتهͬ مجموعه .۴.١.١ تعریف

+ : V × V −→ V , · : F × V −→ V

باشد: برقرار زیر شرایط اگر نامیم مͬ F میدان روی برداری فضای ͷی

و: x+ y ∈ V ، V در y و x هر ازای به که تعریف این با جمع عمل

،x+ y = y + x (i)

،x+ (y + z) = (x+ y) + z (ii)

،x+ ٠ = x ، x ∈ V هر ازای به که طوری به است موجود ٠ یͺتای بردار (iii)

.x+ (−x) = ٠ که، طوری به دارد وجود −x بردار ، x ∈ V بردار هر ازای به (iv)

باشد: برقرار زیر شرایط ، α, β ∈ F اسͺالر و x, y ∈ V بردارهای ازای به که تعریف این با ضرب عمل و



١٣ اولیه تعاریف ١.١

،١ · x = x (i)

،(αβ)x = α(βx) (ii)

،α(x+ y) = αx+ βy (iii)

.(α + β)x = αx+ βx (iv)

دهیم. مͬ نمایش (V, F ) با را F میدان روی V برداری فضای

نیم ͷی را P : X −→ R تابع باشد. مختلط یا حقیقͬ برداری فضای ͷی X کنیم فرض .۵.١.١ تعریف

هرگاه: گویند، نرم

، P (x+ y) ≤ P (x) + P (y) باشیم: داشته x, y ∈ X هر ازای به (i)

. P (αx) =| α | P (x) : α اسͺالر هر و x ∈ X هر ازای به (ii)

، x = ٠ که شود نتیجه P (x) = ٠ از این، بر علاوه اگر ؛ P (٠) = ٠ که است واضح (ii) از استفاده با

نامند. X روی نرم ͷی را P گاه آن

دهیم: قرار ، x, y ∈ X هر برای و باشد دار نرم فضای ͷیX اگر

d(x, y) =∥ x− y ∥,

است. ͷمتری فضای ͷی دار، نرم فضای هر لذا و Xاست روی متر ͷی d که شود مͬ دیده سادگͬ به گاه آن

شده تولید متر با X اگر باشد. X روی نرم ͷی ∥ · ∥ و برداری، فضای ͷی X کنید فرض .۶.١.١ تعریف

گویند. ١ «باناخ» فضای ͷی را (X, ∥ · ∥) گاه آن باشد کامل فضای ͷی نرم، توسط

هر به اگر شود، مͬ نامیده داخلͬ ضرب فضای ͷی ، X مختلط) حقیقͬ(یا برداری فضای .٧.١.١ تعریف

شود. داده نسبت ⟨x, y⟩ مختلط) حقیقͬ(یا عدد ͷی ، x, y ∈ X بردارهای از زوج

Banach١



١۴ اولیه تعاریف ١.١

است: زیر خواص دارای و گویند اسͺالر ضرب یا داخلͬ ضرب را ⟨x, y⟩

( ⟨·, ·⟩ : X ×X −→ C (یا ⟨·, ·⟩ : X ×X −→ R

، ⟨y, x⟩ = ⟨x, y⟩ (i)

، ⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩ (ii)

، ⟨αx, z⟩ = α⟨x, z⟩ (iii)

، ∀x ∈ X ⟨x, x⟩ ≥ ٠ (iv)

، ⟨x, x⟩ = ٠ ⇒ x = ٠ (v)

است. C یا R در اسͺالری α آن در که

نامیم مͬ ٢ «هیلبرت» فضای را آن باشد، کامل ∥ x ∥=
√
⟨x, x⟩ نرم به نسبت X داخلͬ ضرب فضای اگر

دهیم. مͬ نمایش H با و

ͷی کند، مͬ صدق زیر های ویژگͬ در که Mرا مجموعه های زیرمجموعه Mاز مجموعه .٨.١.١ تعریف

گویند: جبر −σ

،M ∈ M (i)

،A∁ ∈ M گاه ن آ ، A ∈ M اگر (ii)

.
∪∞

i=١Ai ∈ M گاه آن ، ∀i = ١,٢, ... Ai ∈ M اگر (iii)

باشد، مͬ (−∞ ≤ a < b ≤ ∞) و (a, b) باز های بازه ی همه شامل که B جبر −σ ترین ͷکوچ

شود. مͬ نامیده بورل مجموعه ، A ∈ B مجموعه و نامیم مͬ ٣ « بورل جبر« −σ

Hilbert٢

Borel٣



١۵ اولیه تعاریف ١.١

روی احتمال) (اندازه اندازه ͷی Mباشد. مانند یσͷ−جبر با ای Mمجموعه فرضکنیم تعریف٩.١.١.

به است P : M −→ [٠,∞] چون تابعͬ باشد)، Mمعلوم که صورتͬ Mدر روی خلاصه طور به M(یا

که: قسمͬ

P(∅) = ٠ (i)

گاه: آن Mباشد، در مجزا های مجموعه از ای دنباله {Ei}∞١ اگر (ii)

P(
∞∪
i=١

Ei) =
∞∑
i=١

P(Ei).

پذیر اندازه های مجموعه ، M در واقع های مجموعه و شود مͬ نامیده پذیر اندازه فضای ͷی (M,M)

نامیم. مͬ اندازه فضای ͷی را (M,M,P) گاه آن باشد، (M,M) روی اندازه ͷی P اگر شوند. مͬ نامیده

ی همه ی مجموعه باشد. اندازه فضای ͷی (M,M,P) و ١ ≤ p ≤ ∞ کنید فرض .١٠.١.١ تعریف

که: R یا C Mبه از پذیر اندازه توابع

∥f∥p =
(∫

M

| f |p dµ
) ١

p

<∞,

دهند. مͬ نمایش Lp(M,M,P)صورت به و نامند مͬ Lp فضای را

: که باشد، مͬ هیلبرت فضای شامل فقط L٢ فضای ، p = ٢ برای

⟨f, g⟩ =
∫
M

f(x)g(x)dµ(x).

x ∈ X هر برای که را (X های زیرمجموعه از σ−جبر هر X(با مجموعه روی δx اندازه تعریف١١.١.١.

گوییم: دیراک اندازه شود، مͬ تعریف زیر صورت به A ⊆ X پذیر) (اندازه زیرمجموعه هر و

δx(A) = ١A(x) =

 ٠ x /∈ A

١ x ∈ A



١۶ اولیه تعاریف ١.١

است. اندیͺاتور تابع همان ، ١A تابع که

باشد. ͷمتری فضای ͷی (N, d) و باشد پذیر اندازه فضای ͷی (M,M) کنید فرض .١٢.١.١ تعریف

جبر −σ Mو روی M جبر −σ برای اگر فقط و اگر شود مͬ نامیده پذیر اندازه f : M −→ N نگاشت

، معادل طور به یا باشد؛ پذیر اندازه ، N روی B(N) بورل

∀N ′ ∈ B(N) : f−١(N ′) ∈ M.

برد دارای و باشد پذیر اندازه اگر فقط و اگر است ضعیف پذیر اندازه f :M −→ N نگاشت .١.١.١ تذکر

Miموجود ∈ M مجزای های مجموعه Mبه از تجزیه ͷی اگر فقط و اگر دیͽر، عبارت به باشد؛ متناهͬ

باشد. Miثابت هر روی f که طوری به باشد

اندازه های نگاشت از دنباله ͷنقطه)ی به حد(نقطه اگر فقط و اگر شود مͬ نامیده قوی پذیر اندازه نگاشت، این

باشد. f(M) پذیر جدایی برد دارای و باشد پذیر اندازه اگر فقط و اگر معادل، طور به باشد، ضعیف پذیر

صورت به نیز را f تابع باشند. ͷمتری فضای دو (M,d′) و (N, d) کنیم فرض .١٣.١.١ تعریف

k < ١ مانند ثابت ͷی اگر شود مͬ انقباضنامیده ͷی f صورت، این در گیریم. مͬ نظر در f : N −→M

که: طوری به باشد، موجود

∀x, y ∈M, d′(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y).

supp(f) با و نامیم مͬ f محمل یا f ساپورت را
{
x ∈ X : f(x) ̸= ٠

}
مجموعه بستار تعریف١.١.١۴.

دهیم. مͬ نمایش

به a نقطه در f تابع پایینͬ حد . f : X −→ R و باشد ͷمتری فضای ͷیX فرضکنیم .١۵.١.١ تعریف

شود: مͬ تعریف زیر صورت

lim inf
x−→a

:= lim
r−→٠

inf
{
f(x)|x ∈ dom(f) ∩Br(a)

}
,



١٧ اولیه تعاریف ١.١

باشد. مͬ r شعاع و a مرکز به گوی ، Br(a) آن در که

شود: مͬ تعریف زیر صورت به a نقطه در f : X −→ R تابع بالایی حد چنین، هم

lim sup
x−→a

f(x) := lim
r−→٠

sup
{
f(x)|x ∈ dom(f) ∩Br(a)

}
.

پیوسته نیم را f : X −→ [−∞,+∞) تابع باشد. ͷمتری فضای ͷی X کنید فرض .١۶.١.١ تعریف

برای که قسمͬ به باشد، داشته وجود δ > ٠ ، ε > ٠ هر ازای به هرگاه گوییم x٠ ∈ X در بالایی

. f(y) ≤ f(x٠) + ε : باشیم داشته y ∈ B(x٠, δ)

باشد. بالایی پیوسته نیم X نقطه هر در f هرگاه است بالایی پیوسته نیم X روی f

پیوسته نیم را f : X −→ (−∞,+∞] تابع باشد. ͷمتری فضای ͷی X کنید فرض .١٧.١.١ تعریف

y ∈ B(x٠, δ) برای که قسمͬ به باشد داشته وجود δ > ٠ ، ε > ٠ هر ازای به هرگاه گوییم x٠ در پایینͬ

. f(y) ≥ f(x٠)− ε : باشیم داشته

باشد. پایینͬ پیوسته نیم X نقطه هر در f هرگاه است پایینͬ پیوسته نیم X روی f

اگر، فقط و اگر است x٠ ∈ X در پایینͬ پیوسته نیم f : X −→ (−∞,+∞] تابع دیͽر، عبارت به

باشیم: داشته ، xn −→ x٠ که (xn) ⊂ X ی دنباله هر برای

lim inf
n−→∞

f(xn) ≥ f(x٠).

هر برای اگر، فقط و اگر است x٠ ∈ X در بالایی پیوسته نیم f : X −→ [−∞,+∞) تابع چنین هم

باشیم: داشته ، xn −→ x٠ که (xn) ⊂ X ی دنباله

lim sup
n−→∞

f(xn) ≤ f(x٠).

زیر صورت به ، S بسته مجموعه از فاصله تابع باشد. بسته مجموعه ͷی S کنیم فرض .١٨.١.١ تعریف



١٨ اولیه تعاریف ١.١

شود: مͬ تعریف

dS(x) = inf{d(x, y)|y ∈ S},

باشد. محدب S اگر فقط و اگر است محدب تابعͬ dS(x) که است واضح

با که S مجموعه محدب غلاف باشد. X برداری فضای از ای زیرمجموعه S کنید فرض .١٩.١.١ تعریف

هستند. S بر مشتمل که محدبی های مجموعه تمام اشتراک از است عبارت شود، مͬ داده نشان conv(S)

دیͽر، عبارت به

conv(S) =

{ m∑
i=١

λixi : m ∈ N, x١, ..., xm ∈ S, (λ١, ..., λm) ∈ ∆m−١

}
,

آن در که

∆m−١ :=

{
λ١, ..., λm ∈ [٠,١] :

m∑
i=١

λi = ١
}
.

است: زیر صورت به آن محدب غلاف ، S =
{
x١ = (٠,١), x٢ = (١,٠)

}
برای مثال، عنوان به

conv(S) = {tx١ + (١− t)x٢|t ∈ [٠,١]}

= {t(٠,١) + (١− t)(١,٠)|t ∈ [٠,١]}

= {(١− t, t) t ∈ [٠,١]}.

است. S ی مجموعه محدب غلاف ، x٢ و x١ در انتها و ابتدا با x+ y = ١ نمودار لذا

ناتهͬ ی زیرمجموعه به Rnباشد. برداری فضای از محدب زیرمجموعه ͷیK فرضکنیم تعریف٢٠.١.١.

خط پاره ͷی از میانͬ نقطه ͷی S از ای نقطه هیچ اگر شود، مͬ گفته K فرینه نقاط ی مجموعه ، S ⊆ K

x ∈ S بردار باشد، Rn در ناتهͬ محدب مجموعه ͷی S اگر دیͽر، عبارت به نباشد؛ K در انتهایی نقاط با



١٩ اولیه تعاریف ١.١

گاه: آن x = tx١ + (١− t)x٢ ، t ∈ (٠,١) و x١, x٢ ∈ S ازای به اگر است S در فرینه نقطه ͷی

x = x١ = x٢

دهند. مͬ نمایش Ext(S) با را S فرینه نقاط مجموعه

زیر صورت به آن فرینه نقاط مجموعه ، S =
{
(x١, x٢) : x

٢
١ + x٢٢ ≤ ١

}
مجموعه برای .١.١.١ مثال

است:

E =
{
(x١, x٢) : x

٢
١ + x٢٢ = ١

}
.

نقاط مجموعه اند، پررنگمشخصشده صورت به که رئوس روی نقاط مجموعه زیر، شͺل در .٢.١.١ مثال

باشند. مͬ مثلث روی فرینه

نقطه ͷی لزوماً مرزی نقطه هر که دریافت توان مͬ شد، مطرح فوق در که مثالͬ دو به توجه با .٢.١.١ تذکر

نیست. فرینه

مͬ تعریف زیر صورت به را argminx∈Sf(x) ، S دامنه با f مقدار حقیقͬ تابع برای .٢١.١.١ تعریف

کنیم:

argminx∈Sf(x) = {x ∈ S : f(x) = min
y∈S

f(y)}.

باشد. محدب f اگر فقط و اگر است محدب مجموعه این که است واضح

برداری فضای روی دوخطͬ فرم ͷی را gصورت این در . g : V ×V −→ R فرضکنیم تعریف٢٢.١.١.



٢٠ اولیه تعاریف ١.١

یعنͬ: باشد؛ خطͬ مؤلفه دو هر به نسبت g هرگاه، گویند V

g(αv١ + βv٢, w) = αg(v١, w) + βg(v٢, w),

g(v, αw١ + βw٢) = αg(v, w١) + βg(v, w٢).

مجموعه ها آن دامنه که C∞ توابع همه مجموعه . p ∈M و باشد خمینه ͷیM کنیم فرض .٣.١.١ تذکر

دهیم. مͬ نمایش C∞(P ) با را باشد p شامل که است U مانند بازی

مجموعه را آن و دهیم مͬ نمایش TpM با را ، p ∈M نقطه Mدر خمینه بر مماس فضای تعریف٢٣.١.١.

هستند: زیر خواص دارای ، ∀f, g ∈ C∞(P ) که گوییم Xp : C
∞(P ) −→ R مانند توابعͬ

، Xp(αf + βg) = αXp(f) + βXp(g) .١

.Xp(fg) = g(p)Xp(f) + f(p)Xp(g) .٢

دوخطͬ فرم ͷی p ∈ M هر برای که است تابعͬ ،M مانند خمینه ͷی روی میدان ͷی .٢۴.١.١ تعریف

دیͽر: عبارت به کند؛ مͬ تعریف gp : TpM × TpM −→ R مانند

p 7−→ gp : TpM × TpM −→ R.

وجود g مانند مثبت معین و متقارن دوخطͬ های فرم از میدان ͷی آن روی که Mرا خمینه تعریف١.١.٢۵.

ریمانͬ متر g آن، در که دهیم مͬ نمایش (M, g)صورت به را آن و نامیم مͬ ریمانͬ خمینه ͷی باشد، داشته

پذیر دیفرانسیل نگاشت ، M روی g ریمانͬ متر باشد، ریمانͬ خمینه ͷی M اگر دیͽر عبارت به است.

که: طوری به است، gp : TpM × TpM −→ R

، gp(aX١ + bX٢, Y ) = agp(X١, Y ) + bgp(X٢, Y ) (i)

، gp(X, Y ) = gp(Y,X) (ii)

، ∀X ̸= ٠ gp(X,X) > ٠ (iii)


