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چکیدُ پبیبى ًبهِ 

جَاة تحلیلی کٌتزل پذیزی سیستن ّبی خطی هتغیز بب سهبى ٌَّس هَرد بحث بسیبری اس هحققیي ٍ هٌْدسبى است 

ٍ هشکل کلی در هَرد حل تحلیلی آًست کِ جَاة هسئلِ کٌتزل پذیزی سیستن ّبی خطی هتغیز بب سهبى ٍابستِ بِ 

هبتزیس اًتقبل حبلت سیستن هی ببشد کِ در ایي گًَِ اس سیستن ّب تعزیف هی گزدد ٍ هبتزیس اًتقبل حبلت در 

در ایي پبیبى ًبهِ رٍش گسستِ سبسی بزای حل سیستن ّبی . حبلت کلی بِ صَرت تحلیلی قببل هحبسبِ ًیست

خطی هتغیز بب سهبى کلاسیک ٍ فبسی تعوین دادُ شدُ است بدیي صَرت کِ جَاة بْیٌِ یک هسئلِ حسبة تغییزات 

. جَاة اسبسی سیستن ّبی خطی هتغیز بب سهبى را بدست دّد (کِ آى را بِ صَرت خبص تعزیف هی کٌین )

پبیبى ًبهِ بِ ایي صَرت ارائِ شدُ است کِ در فصل اٍل هجوَعِ ّبی فبسی ٍ هٌطق فبسی هَرد بحث قزار هی 

در فصل دٍم اس هعبدلات دیفزاًسیل فبسی بحث شدُ، در فصل سَم رٍیکزد جدید بزای حل سیستن ّبی . گیزًد

خطی هتغیز بب سهبى کلاسیک ٍ فبسی هَرد بحث قزارگزفتِ است ٍ در فصل چْبرم هثبل ّبیی اس حل سیستن ّبی 

. خطی هتغیز بب سهبى بزاسبس رّیبفت جدید ارائِ شدُ است

 

 

 



Abstract 

 

The analytical solution of linear time varying systems is discussed by 

researchers and engineers. The main problem about analytical solution is its 

dependence on state transition matrix of the systems which is defined in this 

kind of systems and in general the state transition matrix is not solvable 

analytically. In this these discretizing method is generalized to solve classic 

and fuzzy linear time varying system such that an optimal solution of the 

calculus of variations problem (which is defined in particular way) gains the 

general solution of the linear time varying systems. 

 In the first chapter the fuzzy sets and fuzzy logic has been discussed, 

chapter two is about fuzzy differential equations; In chapter three a new 

approach for solving classic and fuzzy linear time varying systems is 

discussed and in the last chapter a number of examples are presented for 

finding the solution of linear time varying systems by the new approach.    
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 فلُ اَٚ

ٝ ٞبی فبصی ٚ ٔٙغك فبصی  ٔدٕٛػ

  ٔمذٔٝ 1.1

ٝ ای ٔؼيٗ اص اؿيبء تؼشيف ٔي ؿٛ٘ذ ٝ ٞب ثٝ كٛست ٌشداي ٝ ٞبی ٔؼِٕٛي، ٔدٕٛػ ثٝ ػجبست ديٍش . دس ٘ظشيٝ ٔدٕٛػ

اٌش يه ؿي ٔفشٚم، داسای آٖ ٚيظٌي ثبؿذ، ػضٛ . ٞش ٔدٕٛػٝ ثب يه ٚيظٌي خٛؽ تؼشيف ٔـخق ٔي ؿٛد

يه ٚيظٌي خٛؽ تؼشيف اػت « ٚيظٌي ثضسٌتش اص دٜ ثٛدٖ»ٔثلاً . ٔدٕٛػٝ ٔتٙبظش ٚ اٌش ٘جبؿذ ػضٛ آٖ ٘يؼت

 ٔتٙبظش ٔي ؿٛد، صيشا ثشای ٞش ػذد اص ٔدٕٛػٝ اػذاد حميمي ٔي تٛاٖ ثب لبعؼيت ٌفت Aوٝ ثٝ يه ٔدٕٛػٝ ٔثلاً 

 .  اػت يب خيشAوٝ آيب آٖ ػذد ثضسٌتش اص دٜ اػت يب خيش ٚ ثٙبثشايٗ ػضٛ 

دس ايٗ خب ثب . ثبؿٙذ« ثضسي»حبَ فشم وٙيذ ثخٛاٞيٓ دسثبسٜ آٖ دػتٝ اص ٔدٕٛػٝ اػذاد حميمي كحجت وٙيٓ وٝ 

ايٗ وٝ چٝ اػذادی ثضسي ٞؼتٙذ ٚ چٝ اػذادی . ػشٚوبس داسيٓ« ثضسي»يه ٚيظٌي ٘بخٛؽ تؼشيف ٚ ٔجٟٓ يؼٙي 

ثٝ ػجبست ديٍش ػضٛيت يب ػذْ ػضٛيت اػذاد ٔختّف دس . ثضسي ٘يؼتٙذ ثؼتٝ ثٝ ٘ظش افشاد ٔختّف، فشق ٔي وٙذ

ٝ ای ثب ٚيظٌي   ... چغٛس؟ ٚ 1000 ػذدی ثضسي اػت يب خيش؟ 100ٔثلاً آيب . ثٛدٖ لغؼي ٘يؼت« ثضسي»ٌشداي

ٝ ٞبی  ٝ ٞبی ٔؼِٕٛي ٚ لبعغ ٕ٘ي ٌٙدٙذ دس ٘تيدٝ ثب ٘ظشيٝ ٔدٕٛػ ٝ ٞب دس لبِت ٔدٕٛػ ثٙبثشايٗ ايٗ ٌٛ٘ٝ ٔدٕٛػ

ٝ ٞبی فبصی سٚثشٚ ٞؼتيٓ   (. ٔشاخؼٝ وٙيذ [4]دس ايٗ ٔٛسد ٔي تٛا٘يذ ثٝ ٔشخغ )خذيذی ثٝ ٘بْ ٘ظشيٝ ٔدٕٛػ
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  ٔفبٞيٓ اِٚيٝ ٚ تؼبسيف ٔمذٔبتي  1.2

 ثٝ X اص Aتبثغ ٔـخلٝ ٞش صيش ٔدٕٛػٝ ٔؼِٕٛي .  يه ٔدٕٛػٝ ٔشخغ دِخٛاٜ ثبؿذX فشم وٙيذ .1تؼشيف 

 . اػت {0,1}

𝑋𝐴 𝑥 =  
1                         𝑥 ∈ 𝐴
0                        𝑥 ∉ 𝐴

   

 تٛػؼٝ  دٞيٓ، يه تبثغ خٛاٞيٓ [0,1] ثٝ ثبصٜ {0,1}حبَ اٌش ثشداس تبثغ ٔـخلٝ سا اص ٔدٕٛػٝ دٚ ػضٛی 

 .  ٔي ٘بٔيAٓايٗ تبثغ سا تبثغ ػضٛيت .  ٘ؼجت ٔي دٞذ[0,1] ػذدی سا اص ثبصٜ X اص xداؿت وٝ ثٝ ٞش 

 يه ٔدٕٛػٝ ٔؼِٕٛي ٘يؼت ثّىٝ چيضی اػت وٝ آٖ سا يه ٔدٕٛػٝ فبصی A، اوٖٙٛ ديٍش 1ثب تٛخٝ ثٝ تؼشيف 

ٝ ای اػت وٝ دسخبت ػضٛيت اػضبء آٖ ٔي تٛا٘ذ ثٝ عٛس Aثٙبثشايٗ يه ٔدٕٛػٝ فبصی . ٔي  ٘بٔيٓ  ٔدٕٛػ

 .  اختيبس ؿٛد[0,1]پيٛػتٝ اص 

 يه X تبثؼي اػت وٝ ثٝ ٞش ػضٛ اص 𝜇𝐴 (x) ٘ـبٖ دٞيٓ، ٔـخق ٔي ؿٛد 𝜇𝐴 (x) سا ثب Aاٌش تبثغ ػضٛيت 

 (x)٘ضديىي ٔمذاس .  ٘ؼجت ٔي دٞذA ػٙٛاٖ دسخٝ ػضٛيت آٖ ػٙلش دس ٔدٕٛػٝ فبصی  ثٝ[0,1]ػذد اص ثبصٜ 

𝜇𝐴 ٘ـبٖ دٞٙذٜ تؼّك ثيـتش 1 ثٝ ػذد x ثٝ ٔدٕٛػٝ فبصی Aاػت ٚ ثبِؼىغ  . 

 ثشای Xٔدٕٛػٝ ٘مبعي اص .  يه صيشٔدٕٛػٝ فبصی اص آٖ ثبؿذA يه ٔدٕٛػٝ ٔشخغ ٚ Xفشم وٙيذ . 2تؼشيف 

ٝ ٌبٜ 𝜇𝐴 (x) 0<آٖ ٘مبط   .  ٘ـبٖ دادٜ ٔي ؿٛدsupp A ٘بٔيذٜ ٔي ؿٛد ٚ ثب A يب ٔدٕٛػٝ ٘مبط پـتيجبٖ A، تىي

 ثشاثش يه Aاٌش استفبع ٔدٕٛػٝ فبصی .  ٘بٔيذٜ ٔي ؿٛدA استفبع ٔدٕٛػٝ 𝜇𝐴 M=sup (x)ٔمذاس . 3تؼشيف 

 .  سا صيش ٘شٔبَ ٔي ٘بٔٙذAدس غيش ايٗ كٛست .  ٘شٔبَ ٘بٔيذٜ ٔي ؿٛدAثبؿذ، آٖ ٌبٜ 
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,𝑥 ػٙلشی ثبؿذ وٝ ثشای آٖ xاٌش . 4تؼشيف  𝜇𝐴 𝑥 =
1

2
 . ٌٛيٙذ (ٔؼجش) سا يه ٘مغٝ ٌزس 

  ٕ٘بدٌزاسی 1.2.1

ٖ ٞب ٔي پشداصيٓ  : ثشای ٘ـبٖ دادٖ يه ٔدٕٛػٝ فبصی سٚؽ ٞبی ٔختّفي سايح اػت، وٝ ريلاً ثٝ ؿشح آ

 . ثٝ وبس ثشدٖ ٔؼتميٓ تبثغ ػضٛيت ٔدٕٛػٝ فبصی (1

 . يه ٔدٕٛػٝ فبصی سا ثٝ كٛست يه ٔدٕٛػٝ اص صٚج ٞبی ٔشتت ثٝ كٛست صيش ٘يض ٕ٘بيؾ ٔي دٞٙذ (2

𝐴 =  (𝑥, 𝜇𝐴 𝑥 ;             𝑥 ∈ 𝑋 .  

,𝑥1 ثٝ كٛست  (ٚ يب ٘بٔتٙبٞي ؿٕب سا) يه ٔدٕٛػٝ ٔتٙبٞي Xٍٞٙبٔي وٝ  (3 … , 𝑥𝑛  ٝثبؿذ، يه صيشٔدٕٛػ 

 .  ثٝ كٛست ٞبی صيش ٘ـبٖ دادٜ ٔي ؿٛدX اص Aفبصی 

𝐴 =  
𝜇𝐴 (𝑥1)

𝑥1
,
𝜇𝐴 (𝑥2)

𝑥2
, … ,

𝜇𝐴 (𝑥𝑛 )

𝑥𝑛
    

𝐴 =  
𝜇𝐴 (𝑥1)

𝑥1
+ ⋯ + 

𝜇𝐴 (𝑥𝑛 )

𝑥𝑛
=   

𝜇𝐴 (𝑥𝑖)

𝑥𝑖

𝑛
𝑖=1  

 . اختٕبع اػت ٘ٝ خٕغ حؼبثي+ وٝ دس ػجبست دْٚ، ٔٙظٛس اص ػلأت 

  يه ٔدٕٛػٝ پيٛػتٝ ثبؿذ ٕ٘بد صيش ثٝ وبس ثشدٜ ٔي ؿٛد Xٚ ٍٞٙبٔي وٝ 

𝐴 = ∫
𝜇𝐴 (𝑥)

𝑥

 

𝑥
  

∫وٝ دس آٖ ٔٙظٛس اص ػلأت   . ، اختٕبع اػت 
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 .  اػت خٛدداسی ٔي ؿٛد0 𝜇𝐴=(x)ٔؼٕٛلاً اص روش اػضبيي وٝ 

𝑋فشم وٙيذ . 1ٔثبَ  =  1,2, … ٘ٝ خيّي » سا وٝ ٘ـبٖ دٞٙذٜ ٚيظٌي X اص Aيه صيشٔدٕٛػٝ فبصی .  10,

 . ثبؿذ، ٔي تٛاٖ تٛػظ تبثغ ػضٛيت صيش تؼشيف  وشد« وٛچه ٚ ٘ٝ خيّي ثضسي

 

 

 

  سا ٔي تٛاٖ ثٝ كٛست ٞبی صيش ٘ٛؿت Aثب اػتفبدٜ اص ٕ٘بدٞبيي وٝ دس ثبلا اؿبسٜ ؿذ، 

A={(2,0.1),(3,0.3),(4,0.5),(5,0.8),(6,0.8),(7,0.5),(8,0.3),(9,0.2)}, 

𝐴 =
0.1

2
+

0.2

3
+ ⋯ +

0.1

9
.  

 تٛخٝ وٙيذ وٝ دس  ايٗ ٔثبَ داسيٓ 

𝑆𝑢𝑝𝑝 𝐴 =  2,3, … ,9 .  

𝑠𝑢𝑝ٕٞچٙيٗ  𝜇𝐴 𝑥 = 𝜇𝐴 5 = 𝜇𝐴 6 =  يه A اػت، پغ 0.8 ثشاثش A يؼٙي استفبع 0.8

= 𝜇𝐴 4ثٝ ػلاٜٚ چٖٛ . ٔدٕٛػٝ فبصی صيش٘شٔبَ اػت 𝜇𝐴(7) =  اػذاد چٟبس ٚ ٞفت ثشای ٔدٕٛػٝ 0.5

 . فبصی فٛق دٚ ٘مغٝ ٔؼجش ٔي ثبؿٙذ

 

x=2 

x=3 

x=4 

x=5 

x=6 

x=7 

x=8 

x=9 

0.1 

0.3 

0.5 

0.8 

0.8 

0.5 

0.3 

0.1 

)(xA
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ٝ ای  1.3   ػٍّٕشٞبی ٔدٕٛػ

= 𝜇𝐴 𝑥 سا تٟي ٌٛييٓ اٌش ثشای ٞش A ٔدٕٛػٝ فبصی .5تؼشيف  0, 𝑥 ∈ 𝑋. 

= 𝜇𝐴 𝑥 سا تبْ ٌٛييٓ اٌش ثشای ٞش A ٔدٕٛػٝ فبصی .6تؼشيف  1, 𝑥 ∈ 𝑋. 

𝐴 اػت ٚ ٔي ٘ٛيؼيٓ B، صيش  ٔدٕٛػٝ فبصی A ٌٛييٓ  ٔدٕٛػٝ فبصی .7تؼشيف  ⊆ 𝐵 اٌش ثشای ٞش 

𝜇𝐴 𝑥 ≤ 𝜇𝐵 𝑥 , 𝑥 ∈ 𝐴 . 

𝑥 اٌش ثشای ٞش A=B سا ٔؼبٚی ٌٛييٓ ٚ ٔي ٘ٛيؼيٓ A ٚ B دٚ ٔدٕٛػٝ فبصی .8تؼشيف  ∈ 𝑋 ،

𝜇𝐴 𝑥 = 𝜇𝐵(𝑥). 

 ، تٛػظ تبثغ ػضٛيت ٔي ٘بٔٙذ ٞش ٌبٜ A سا ٔتٕٓ ٔدٕٛػٝ فبصی 'A دٚ ٔدٕٛػٝ فبصی .9تؼشيف 

𝜇
𝐴′  𝑥 = 1 − 𝜇𝐴 𝑥                                ∀𝑥 ∈ 𝑋.  

𝐴 اٌش .10تؼشيف  ⊆ 𝐵 ٔتٕٓ ٘ؼجي ،A  ٝ٘ؼجت ث B وٝ ثب B-A ٘ـبٖ دادٜ ٔي ؿٛد ثٝ كٛست يه 

 ٔدٕٛػٝ فبصی ثب تبثغ ػضٛيت صيش تؼشيف ٔي ؿٛد

𝜇𝐵−𝐴 𝑥 = 𝜇𝐵 𝑥 − 𝜇𝐴 𝑥 .  

𝐴 .11تؼشيف  ∪ 𝐵 اختٕبع دٚ ٔدٕٛػٝ فبصی ،A ٚ B ثٝ كٛست يه ٔدٕٛػٝ فبصی ثب تبثغ ػضٛيت صيش 

 تؼشيف ٔي ؿٛد 

𝜇𝐴∪𝐵 𝑥 = 𝑚𝑎𝑥 𝜇𝐴 𝑥 , 𝜇𝐵 𝑥  ,              ∀𝑥 ∈ 𝑋.  
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𝐴 .12تؼشيف  ∩ 𝐵 اؿتشان دٚ ٔدٕٛػٝ فبصی ،A ٚ B ثٝ كٛست يه ٔدٕٛػٝ فبصی ثب تبثغ ػضٛيت صيش 

 تؼشيف ٔي ؿٛد 

𝜇𝐴∩𝐵 𝑥 = 𝑚𝑖𝑛 𝜇𝐴 𝑥 , 𝜇𝐵 𝑥  ,             ∀𝑥 ∈ 𝑋.  

ٝ ٌبٜ ٞبی A ٚ Bٔب٘ٙذ حبِت ٔؼِٕٛي،   .  تٟي ثبؿذA ٚ B سا خذا اص ٞٓ ٌٛييٓ اٌش اؿتشان تىي

ٝ ٞبی فبصی ثشلشاس ٘يؼت لٛا٘يٗ ٔشثٛط ثٝ ٔتٕٓ  ٝ ٞبی ٔؼِٕٛي وٝ دس صٔيٙٝ ٔدٕٛػ تٟٙب لٛا٘يٗ ٔشثٛط ثٝ ٔدٕٛػ

ٝ ٞبی فبصی ٚ دس حبِت وّي  (لٛا٘يٗ عشد ٚ ؿِٕٛيت) 𝐴اػت يؼٙي ثشای ٔدٕٛػ ∪ 𝐴′ ≠ 𝑋  ٚ 

𝐴 ∩ 𝐴′ ≠ ∅ .  

   دس اختٕبع ٚ اؿتشان دٚ ٔدٕٛػٝ فبصیmax ٚ minػٍّٕشٞبی خب٘ـيٗ ثشای  1.3.1

ٓ ٞبی ٔختّف اختٕبع ٚ اؿتشان دٚ تؼشيف اػبػي سا روش ٔي وٙيٓ  : لجُ اص ٔؼشفي تؼٕي

,𝑇 𝑥يه تبثغ دٚ ٔتغيشٜ ثٝ كٛست . 13تؼشيف  𝑦 : 𝐼 × 𝐼 → 𝐼 سا يه –Tٓاٌش دس ؿشايظ صيش .  ٘شْ ٌٛيي

 كذق وٙذ

1                          )𝑇 𝑥, 1 = 𝑥 

𝑥1يىٙٛايي    (2 ≤ 𝑥2, 𝑦1 ≤ 𝑦2  ⟹ 𝑇 𝑥1, 𝑦1 ≤ 𝑇 𝑥2 , 𝑦2 . 

,𝑇 𝑥خبثدبيي   (3 𝑦 = 𝑇 𝑦, 𝑥                                            

,𝑇 𝑥ؿشوت پزيشی                   (4 𝑇(𝑦, 𝑧) = 𝑇 𝑇 𝑥, 𝑦 , 𝑧   
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,𝑠 𝑥يه تبثغ دٚ ٔتغيشٜ ثٝ كٛست . 14تؼشيف  𝑦 : 𝐼 × 𝐼 → 𝐼 سا يه –T ٕٞٙشْ يب –S ٘شْ ٌٛييٓ، اٌش دس 

 ؿشايظ صيش كذق وٙذ

1                                                                    )𝑆 𝑥, 0 = 𝑥  

 يىٙٛايي  (2

𝑥1 ≤ 𝑥2, 𝑦1 ≤ 𝑦2  ⟹ 𝑆 𝑥1, 𝑦1 ≤ 𝑆 𝑥2, 𝑦2  

 خبثدبيي  (3

𝑆 𝑥, 𝑦 = 𝑆 𝑦, 𝑥   

 ؿشوت پزيشی (4

𝑆 𝑥, 𝑆(𝑦, 𝑧) = 𝑆 𝑆 𝑥, 𝑦 , 𝑧   

ٝ ٞبی فبصی وٝ ٍٕٞي ثش حؼت صٚج ٞبی  َ تشيٗ تؼبسيف اختٕبع ٚ اؿتشان ثشای ٔدٕٛػ اوٖٙٛ ثٝ ٔؼشفي ٔتذاٚ

 . ٘شْ اسائٝ ؿذٜ ا٘ذ، ٔي پشداصيSٓ – ٘شْ ٚ T –دٌٚبٖ 

1 )𝑇 𝑥, 𝑦 = 𝑚𝑖𝑛 𝑥, 𝑦  ٚ 𝑆 𝑥, 𝑦 =max(𝑥, 𝑦)  ٚٞبی فٛق اختٕبع ٚ اؿتشان د ْ ثشاػبع ٘ش

ٝ ٞبی فبصی ثب تٛاثغ ػضٛيت صيش تؼشيف ٔي ؿٛ٘ذA ٚ Bٔدٕٛػٝ فبصی   .  ثٝ كٛست ٔدٕٛػ

𝜇𝐴∪𝐵 𝑥 = 𝑚𝑎𝑥 𝜇𝐴 𝑥 , 𝜇𝐵 𝑥  .  

𝜇𝐴∩𝐵 𝑥 = 𝑚𝑖𝑛 𝜇𝐴 𝑥 , 𝜇𝐵 𝑥  .  
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,𝑇 𝑥فشم وٙيذ  (2 𝑦 = 𝑥. 𝑦  ٚ 𝑆 𝑥, 𝑦 = 𝑥 + 𝑦 − 𝑥. 𝑦 . ٓثٙبثشايٗ داسي 

𝜇𝐴∩𝐵 𝑥 = 𝜇𝐴 𝑥 . 𝜇𝐵 𝑥 ,  

𝜇𝐴∪𝐵 𝑥 = 𝜇𝐴 𝑥 + 𝜇𝐵 𝑥 − 𝜇𝐴 𝑥 . 𝜇𝐵 𝑥 .  

,𝑇 𝑥اٌش  (3 𝑦 = 𝑚𝑎𝑥⁡(0, 𝑥 + 𝑦 − 1)  ٚ 𝑆 𝑥, 𝑦 = 𝑚𝑖𝑛(1, 𝑥 + 𝑦) ،ٞب ْ  ثبؿٙذ، ثشاػبع ايٗ ٘ش

 . اختٕبع ٚ اؿتشان دٚ ٔدٕٛػٝ فبصی ثٝ كٛست صيش تؼشيف ٔي ؿٛ٘ذ

𝜇𝐴∪𝐵 𝑥 = 𝑚𝑖𝑛(1, 𝜇𝐴 𝑥 + 𝜇𝐵 𝑥 ).  

𝜇𝐴∩𝐵 𝑥 = 𝑚𝑎𝑥(0, 𝜇𝐴 𝑥 + 𝜇𝐵 𝑥 − 1).  

 . سخٛع وٙيذ [2]ٚ  [19]ثشای اعلاػبت ثيـتش ثٝ ٔشاخغ 

ٝ ٞبی فبصی، اختٕبع ٚ اؿتشان ٘يؼت ساٜ ٞبی ديٍشی ٘يض ثشای . ٔؼّٕبً  تٟٙب ساٜ خٕغ ثٙذی يب ا٘جٛٞؾ ٔدٕٛػ

ثٝ ٔشخغ  )يه ساٜ پيـٟٙبد ؿذٜ، اػتفبدٜ اص ػٍّٕشٞبی ٔيبٍ٘يٗ اػت . ا٘جٛٞؾ دٚ ٔدٕٛػٝ فبصی ٔٛخٛد اػت

 .(.سخٛع وٙيذ [19]

1.4 𝜶 - ثشؽ ٞب ، تحذة ٚ اػذاد فبصی 

ٖ ٞب دس ٔدٕٛػٝ فبصی Xػٙبكشی اص  (ٔؼِٕٛي)صيش ٔدٕٛػٝ . 15تؼشيف    حذالُ ثٝ A وٝ دسخٝ ػضٛيت آ

𝛼)ثضسٌي  > 0)𝛼 اػت سا  𝛼 – ثشؽ A ( يب ٔدٕٛػٝ تشاص𝛼 ٝٚاثؼتٝ ث A)  ٌٖٛييٓ ٚ ثب ٕ٘بد صيش ٘ـب

 : ٔي دٞيٓ

𝐴𝛼 = {𝑥 ∈ 𝑋 𝜇𝐴(𝑥) ≥ 𝛼}   
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0ثشای تٕبْ ) A ثشؽ – 𝛼 سا  ٔحذة ٌٛييٓ اٌش ٞش Aٔدٕٛػٝ فبصی . 16تؼشيف  < 𝛼 ≤ . ٔحذة ثبؿذ (1

 : ثٝ آٖ اؿبسٜ ؿذٜ ثٝ كٛست صيش اػت [24]تؼشيف ٔؼبدَ تحذة وٝ دس ٔشخغ 

𝜆 ٔحذة اػت اٌش ثشای ٞش Aٔدٕٛػٝ فبصی  ∈  0,1  ٚ 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑋ٓداؿتٝ ثبؿي  : 

𝜇𝐴[𝜆𝑥1 +  1 − 𝜆 𝑥2] ≥ 𝑚𝑖𝑛[𝜇𝐴 𝑥1 , 𝜇𝐴 𝑥2 ]  

 :  سا  ػذد فبصی ٌٛييٓ ٞش ٌبAٜٔدٕٛػٝ فبصی . 17تؼشيف 

1 )A٘شٔبَ ثبؿذ  . 

2 )Aٔحذة ثبؿذ  . 

3 )𝜇𝐴 𝑥 لغؼٝ لغؼٝ پيٛػتٝ ثبؿذ   . 

ٝ ای، ٌٛػي ٚ غيشٜ ٔي ٘بٔٙذ ٖ ٞب سا اػذاد فبصی ٔثّثي، رٚص٘م اػذاد . ثؼتٝ ثٝ ؿىُ تبثغ ػضٛيت اػذاد فبصی آ

 r-c ثشاثش يه اػت ٚ c ٕ٘بيؾ دادٜ ٔي ؿٛ٘ذ وٝ ٔمذاس تبثغ ػضٛيت دس (l,c, r)فبصی ٔثّثي ثب ػٝ تبيي ٔشتت 

 سا ثٝ ؿىُ صيش ٔي  𝑥ثٝ ػٙٛاٖ ٔثبَ ػذد فبصی ٔثّثي .  سا پٟٙبی چپ ػذد فبصی ٔي ٘بٔٙذc-lسا پٟٙبی ساػت ٚ 

 تٛا٘يٓ ٕ٘بيؾ دٞيٓ

𝑥𝛼 = [𝑥𝑐 −  1 − 𝛼  𝑥𝑐 − 𝑥𝑙 , 𝑥𝑐 +  1 − 𝛼  𝑥𝑟 − 𝑥𝑐 ] 

𝑥
𝛼

= 𝑥𝑐 +  1 − 𝛼  𝑥𝑟 − 𝑥𝑐   , 𝑥𝛼 =  𝑥𝑐 −  1 − 𝛼  𝑥𝑐 − 𝑥𝑙  

𝑥 ثشاثش يه اػت ٚ 𝑥𝑐 وٝ ٔمذاس تبثغ ػضٛيت دس 
𝛼

, 𝑥𝛼 وشاٖ پبييٗ ٚ ثبلای 𝑥  دس ثشؽ  𝛼ٔي ثبؿٙذ . 
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ٖ ٘بٔٝ اص  . سا ٔلاحظٝ وٙيذ [5]ٚ  [4 ]، [1]ثشای اعلاػبت ثيـتش دس ٔٛسد اػذاد فبصی ٔي تٛا٘يذ ٔشاخغ  دس ايٗ پبيب

 . اػذاد فبصی ٔثّثي اػتفبدٜ ٔي ؿٛد ٚ ٔب تٟٙب ثٝ تؼشيف ايٗ ٌٛ٘ٝ اػذاد ثؼٙذٜ ٔي وٙيٓ

 

 

 

 ٕ٘بيؾ ػذد فبصی ٔثّثي
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 فلُ دْٚ

 ٔؼبدلات ديفشا٘ؼيُ فبصی

  ٔمذٔٝ  2.1

فشم وٙيذ . دس ايٗ فلُ للذ داسيٓ تؼبسيف، ِٓ ٚ لضبيبيي دس ٔٛسد ٔؼبدلات  ديفشا٘ؼيُ فبصی اسائٝ   وٙيٓ

𝑃 ℝ𝑛  ٞبی ٔحذة فـشدٜ غيشتٟي دس ٝ  ثبؿذ ثٝ عٛسی وٝ خٕغ ٚ ضشة اػىبِش دس ℝ𝑛 خب٘ٛادٜ ٕٞٝ صيشٔدٕٛػ

𝑃 ℝ𝑛 ثٝ كٛست ٔؼَٕٛ تؼشيف ؿذٜ ثبؿٙذ  . 

 :  ثبؿٙذℝ𝑛 دٚ صيشٔدٕٛػٝ غيشتٟي وشا٘ذاس A ٚ Bفشم وٙيذ . 1تؼشيف 

(a ٝفبكّٝ ٞبػذٚسف ٘مغ 𝑥 ٝتب ٔدٕٛػ Bٓسا ثٝ كٛست صيش تؼشيف ٔي وٙي  

𝑑1  𝓍, 𝐵 = 𝑖𝑛𝑓 𝑦∈𝐵   𝓍 − 𝑦   

 .  اػتℝ𝑛٘شْ الّيذػي دس  ∙  وٝ دس آٖ 

(b ٝفبكّٝ ٞبػذسٚف ٔدٕٛػ A ٝاص ٔدٕٛػ Bٓسا ٘يض تؼشيف ٔي وٙي  . 

𝑑2  𝐴, 𝐵 = 𝑠𝑢𝑝 𝑥∈𝐴 𝑑1(𝑥, 𝐵)  

(c  حبَ ثب تٛخٝ ثٝ دٚ لؼٕت𝑎 ٚ 𝑏 ٝفبكّٝ ٞبػذٚسف ثيٗ ٔدٕٛػ A ٚ Bسا ثٝ كٛست صيش خٛاٞيٓ داؿت   : 

𝑑  𝐴, 𝐵 = 𝑚𝑎𝑥 𝑑2   𝐴, 𝐵 , 𝑑2(𝐵, 𝐴)  
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 : ،  ٔدٕٛػٝ ٕٞٝ اػذاد فبصی سا ثٝ كٛست صيش دس ٘ظش ٔي ٌيشي𝐸𝑛ٓ .2تؼشيف 

𝐸𝑛 =   𝑢 ∶  ℝ𝑛  ⟶   0, 1 ;    .    𝑢 ؿشاط 1 تب 4 ثشآٚسدٜ ػبصد

1) 𝑢ٔدٕٛػٝ فبصی ٘شٔبَ اػت يؼٙي  : 

 𝑥 ∈  ℝ𝑛   𝑢  𝑥 = 1      ≠  ∅  

2) 𝑢ٔدٕٛػٝ فبصی ٔحذة اػت يؼٙي  : 

∀𝑥, 𝑦 ∈   ℝ𝑛  , 0 ≤ 𝜆 ≤ 1  

𝑢 (𝜆𝑥 +  1 − 𝜆 𝑦 ≥ 𝑚𝑖𝑛 𝑢 𝑥 , 𝑢(𝑦)   

 .اص ثبلا ٘يٕٝ پيٛػتٝ اػت (3

4)  𝑢 0 =   𝑥 ∈ ℝ𝑛   𝑢  𝑥 >  (. ٘بٔيذٜ ٔي ؿٛد𝑢  ٔدٕٛػٝ ٘مبط پـتيجبٖ 𝑢 0 ) فـشدٜ اػت، ℝ𝑛 دس   0

𝑢 𝛼 ثشای ٞش  , 0 <  𝛼 ≤  .  سا ثٝ كٛست صيش تؼشيف ٔي وٙي1ٓ

 𝑢 𝛼 =   𝑥 ∈ ℝ𝑛   𝑢  𝑥 ≥  𝛼    

 𝑢 𝛼 ٝسا ٔدٕٛػ 𝛼 ثشؽ 𝑢ٓٔي ٌٛيي  . 

, 𝑢  𝑥ثشای ٞش  𝑥 ∈ ℝ𝑛  .  ٔي ٘بٔيٓ 𝑥 سا دسخٝ ػضٛيت  

 


