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ج  

  :تقدیم به

ر   م         در و ما   بان و 
  

  . اشمکوشم تا باعث آسودگی خاطر نازنینتان ب هدیه من به شما است همواره می



د  

  :تقدیر و تشکر
  

حمد و سپاس پروردگار مهربان را که به من قدرت خواندن و نوشتن و قرار          
  .گرفتن در این مسیر را عطا فرمود

دانم از زحمات صادقانه استاد بزرگـوارم جنـاب آقـاي دکتـر          وظیفه خود می  
شـان تـشکر      هـاي دلـسوزانه     احمد خاکساري به جهت زحمات و راهنمـایی       

  . نمایم
حمات پدر و مادر دلسوزم که همیشه و همـه جـا پـشتیبانم بودنـد و از               از ز 

اش در کنارم مرا یاري نمـود تـشکر    همسر مهربانم که با حضور دلگرم کننده 
نمایم و سپاس قلبی خود را نسبت به زحمات بی دریغ و دلسوزانه استاد                می

  .نمایم بزرگوار جناب آقاي دکتر سعید صفائیان ابراز می



ه  

من است ، توتم ماست ، به قلمم سوگند ، به خون سیاهی که از حلقومش می چکد  قلم توتم
به رشحه ي خونی که از زبانش می تراود سوگند ، به ضجه هاي دردي کـه از سـینه    سوگند ،
  ...آید سوگند اش بر می

 که توتم مقدسم را نمی فروشم ، نمی کشم ، گوشت و خونش را نمی خورم ، به دست زورش
  سپارم نمی بخشم ، به سر انگشت تزویرش نمی می کنم ، به کیسه زرشتسلیم ن

گوشهایم را  دستم را قلم می کنم و قلمم را از دست نمی گذارم ، چشم هایم را کور می کنم ،
را می شکافم ، قلـبم را   کر می کنم ، پاهایم را می شکنم ، انگشتم را بند بند می برم ، سینه ام

  ....دوزم می برم و لبم را میمی کشم ، حتی زبانم را 
   اما قلمم را به بیگانه نمی دهم

سـیاه   به جان او سوگند که جان را فدیه اش می کنم ، اسماعیلم را قربانیش می کنم ، به خون
، هر جا  او سوگند که در غدیر خون سرخم غوطه می خورم ، به فرمان او ، هر جا مرا بخواند

  .نممرا براند، در طاعتش درنگ نمی ک
قلم توتم من است ، امانت روح القدس من است ، ودیعه مریم پاك من است ، صلیب مقدس               

نمـی   نمی شوم ، تسلیم فریسان است ، در وفاي او ، اسیر قیصر نمی شوم ، زرخرید یهود من
  .شوم

تا او کـه   بگذار بر قامت بلند و راستین و استوار قلمم به صلیبم کشند ، به چهار میخم کوبند ،
شهادتم باشد تا خدا  ستوانه حیاتم بوده است ، صلیب مرگم شود ، شاهد رسالتم گردد ، گواها

که به کـامجویی بـر سـفره گوشـت      ببیند که به نامجویی ، بر قلمم بالا نرفته ام ، تا خلق بداند
  ...حرام توتمم ننشته ام

  .است له من قلمتوتم من ، توتم قبی هر کسی را ، هر قبیله اي را توتمی است ؛ ......
  قلم زبان خدا است ، قلم امانت آدم است ، قلم ودیعه عشق اسـت ، هـر کـسی تـوتمی دارد    

  و قلم توتم من است
  .و قلم توتم ما است

  »دکتر علی شریعتی«



و  
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  مقدمه
است و همچنین فرض شـده کـه     مدول چپ فرض شده– R یک   M مدول   – R، هر   نامه  پایاندر این   

دول، مدولی غیر صفر است یعنـی بـراي هـر        زیر مدول تشکیل شده توسط هر عنصر غیر صفر یک م          
m M≠ ∈oداریم :Rm ≠ o .  

اي از تعاریف اولیه  نامه، مقدمه این پایان نامه، در سه فصل، تنظیم شده است که در فصل اول این پایان       
 ایـن فـصل، بـه تعریـف زیـر مـدول       همچنین در. است نامه، بیان شده و موارد مورد نیاز در طول پایان      

نـیم سـاده در   -AL سـاده و  -ALاست که این تعریف، اساس تعریـف مـدول            شده  پوچساز، اشاره   شبه
  .فصل بعداست

سـپس تعریـف مـدولهاي    . کنـیم  بستار یک مدول را تعریف مـی -ALنامه، ابتدا  در فصل دوم این پایان   
AL-    ساده و AL-    نـیم اول   و مـدولهاي  اول قـوي  را بـا مـدولهاي   نیم ساده را بیان کرده و رابطۀ آنها

نـیم  -ساده و درون-همچنین رابطۀ این مدولها را با مدولهاي درون     . دهیم   مورد بررسی قرار می    قوي را 
-ALپـذیر، مـدولهایی       کنیم که مـدولهاي تـراکم       همچنین در این فصل ثابت می     . کنیم  ساده بررسی می  

- پـذیر، مـدولهاي درون   کنیم که رابطه بین مدولهاي تراکم میساده هستند و مثالی را در این فصل بیان     
  .کند  ساده را بهتر مشخص می– AL و مدولهاي اول قويساده ،مدولهاي 

نـیم سـاده و مـدولهاي نـیم سـاده      – ALساده و  -ALدر پایان این فصل، به تبیین رابطه بین مدولهاي          
  .پردازیم می

 دهـیم   نیم ساده را معرفی کرده و نـشان مـی       -AL ساده و    -AL هاي    نامه، حلقه   در فصل سوم این پایان    
 انژکتیـو  -PQ سـاده و    -ALساده است اگر و تنهـا اگـر         - روي یک حلقه جا بجایی، یک مدول درون       

  .باشد
اي  سـاده، حلقـه  -ALدهـیم هـر حلقـۀ     پردازیم و نشان می  میابتدایی-در ضمن به تعریف حلقۀ درون   

  .ت و در نتیجه اول اسابتدایی -درون
دهیم و همچنین  هاي آرتینی و اول مورد بررسی قرار می     ساده را با حلقه   -ALهاي    در ادامه رابطۀ حلقه   

  . کنیم هاي آرتینی بررسی می نیم ساده رابا حلقه-ALهاي  رابطۀ حلقه
 و ابتـدایی -سـاده ، درون -ALهـاي  هاي جابجایی، حلقـه  کنیم که در حلقه     در پایان این فصل، ثابت می     

  .ح همگی یکی هستندحوزة صحی
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  :فصل اول

  مقدمات و مفاهیم اولیه
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پردازد و در تنظیم آن سعی بر آن است که تمـام تعـاریف و قـضایاي         این فصل به بیان پیش نیازها می      
  .ابتدایی لازم ذکر شوند

  
  .1.1تعریف 

  :حلقه
)تایی  اي است همراه با عمل دو        مجموعه Rهر حلقۀ    ) و  +( R) که آنـرا بـا نمـاد    •( , ,  نمـایش  +•(

  :دهیم و داراي خواص زیراست می
1 (R یک گروه آبلی است(+)  همراه با عمل.  
  :پذیري دارد یعنی پذیري و روي جمع خاصیت پخش  شرکت خاصیتRعمل ضرب روي ) 2

x , y, z R :
i) x (yz) (xy) z
ii) (y z) x yx zx , x (y z) xy xz

∀ ∈
=

+ = + + = +
 

x یک حلقه بوده و براي هر        Rاگر   , y R∈    داشته باشیم yx xy=   آنگاه ،R     را یک حلقۀ جابجایی 
  .ییمگو

  : موجود باشد بطوریکهR∈1 یک حلقه بوده و عضوي مانند Rاگر 
x R : .x x . x∀ ∈ = =1 1  

  .گوییم  را یک حلقۀ یکدار میRآنگاه حلقۀ 
  

 .1.2تعریف 
  :مدول

M) یک حلقه بوده و Rفرض کنیم   , f یک گروه آبلی باشـد و  +( : R M M×  یـک تـابع باشـد    →
fنامیم و  این تابع را ضرب اسکالر می     ( (r , m) را با نماد r.mدر اینصورت، مجموعۀ ) دهیم  نشان می

  : مدول چپ گوییم در صورتیکه−R را یک Mناتهی 
rبراي هر ) 1 R∈ و m M∈2 و m1داشته باشیم :  

r (m m ) r m r m+ = +1 2 1 2  

rبه ازاي هر ) 2  , r R∈1 m و 2 M∈داشته باشیم :  
(r r ) m r m r m+ = +1 2 1 2  

rبراي هر ) 3 , r R∈1 m و 2 M∈داشته باشیم :  
r (r m) (r r ) m=1 2 1 2  



 ۴

  .شود  مدول راست تعریف می−Rبه طریق مشابه 
  
  .1.3ریف تع

  :زیر مدول
 M خود با عملهاي N گوییم در صورتیکه    M را یک زیر مدول      M مدول   −R از   Nزیرمجموعۀ  

  . مدول باشد−Rیک 
  .1.4تذکر 

  :معیار زیر مدولها
، زیر  N باشد در اینصورت     M مدول   −Rاي از      زیرمجموعه Nاي جابجایی و       حلقه Rفرض کنیم   

  : است در صورتیکه شرایط زیر برقرار باشندMمدولی از 
1 (N ≠ ∅. 

nبه ازاي هر ) 2 ,n N′∈ و هر r R∈داشته باشیم :  
r n N , n n N′∈ − ∈  

  
 .1.5تعریف 
اي متنـاهی از     را متناهی مولد گوییم در صورتیکه توسط زیرمجموعه        M مدول   −Rز   ا Nزیر مدول   

Nتولید شود .  
  .گوییم در صورتیکه توسط یک عضو تولید شود  میي مدول را دور−Rیک 

  
  .1.6تعریف 

  :آل یک حلقه ایده
، Rآل چـپ    را ایـده Iدر اینـصورت  . ، باشدR زیرمجموعۀ ناتهی از   I  یک حلقه و   Rفرض کنید   

  :گوییم در صورتیکه
i) a , b I : a b I
ii) a I , r R : r a I

∀ ∈ − ∈
∀ ∈ ∀ ∈ ∈
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  .1.7تعریف 
  :نامیم در صورتیکه  میRآل اول   را ایدهP باشد، Rآلی از حلقۀ   ایدهPفرض کنیم 

i) P R≠   
ii) a , b R , a b P a P∀ ∈ ∈ ⇒ ∈ b یا  P∈  

  
  .1.8تعریف 

m مدول باشد به ازاي هر       −R یک   Mفرض کنیم    M∈   پوچساز ،m   را با نماد Rann (m) نمایش 
  :کنیم  بصورت زیر تعریف میدهیم و می

{ }Rann (m) r R | r m= ∈ = o  

rهمچنین براي هر  R∈داریم :  
{ }Mann (r) m M | r m= ∈ = o  

Rann (m)آلی چپ از حلقه  ایده R  است وMann (r) زیر مدولی از M است.  
  :، داریمM از مدول Aهمچنین براي هر زیر مجموعۀ 

{ }
i

R i
a A

ann (A) r R | r a , a A ann (a )
∈

= ∈ = ∀ ∈ =o I  

Rann  آنگـاه  باشـد،  M مـدول    −Rاي از      زیرمجموعـه  Aبه راحتی قابل بررسی است که اگر         (A) 
Rann ، باشد M زیر مدول    A است ولی اگر     Rآل چپ حلقۀ      ایده (A) آل دو طرفۀ حلقـۀ       ایدهR 
  .است

  
  .1.9مثال 

Mگروه آبلی  = ⊕6 4Z Zشود، یک   با ضرب اسکالري که بطور طبیعی تعریف می−Zمدول است .  
mبراي بردار  ( , ) M= ∈3   : داریم2

( ) { }ann ( , ) , , ,...± ±= =o¢ Z3 2 2 4 2  

2∋و براي اسکالر  Zداریم :  
Mann ( ) ⊕= < > < >2 3 2  
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  .1.10تعریف 
 را زیر مدول اساسی گوییم در صورتیکه به ازاي هر زیر مدول غیـر صـفر            M از مدول    Eزیر مدول   

N M≤داشته باشیم ،:N E ( )≠ oI.  
eEنویسیم  باشد میM زیر مدول اساسی  یکEهرگاه  M≤ و M را یک توسیع اساسی Eنامیم  می.  

  
  .11. 1تعریف 
نـامیم، در صـورتیکه بـراي هـر         مـی  1ز را یک زیر مدول شبه پوچسا      M مدول   −R از   Kزیر مدول   

m M∈ و هر k K∈ ،ازR Rann (k) ann (m)⊆ بتوانیم نتیجه بگیریم m K∈.  
  :این ویژگی بصورت زیر قابل بیان است

( )r R (r k r m ) m K∀ ∈ = → = ⇒ ∈o o  

  
  .12. 1تعریف 

Rann:  را وفادار گوییم در صورتیکهMمدول  (M) = o.  
Rann:  را وفادار گوییم در صورتیکهR از حلقۀ Iآل  ایده (I) = o.  

  
  .1.13تعریف 

fتابع  .  باشند R مدول روي حلقۀ     و د M و   Nفرض کنیم    : M N→     را یک همریختی R−مدولی 
  :گوییم در صورتیکه

aبراي هر ) 1 , b M∈داشته باشیم :  
f (a b) f (a) f (b)+ = +  
 

  و
rبراي هر ) 2 R∈ و براي هر a M∈داشته باشیم :  

f (r a) r f (a)=  
  

  .1.14تعریف 
fهرگاه  : M M→ یک همریختی R− مدولی باشد، آن را یک درو نریختی روي Mنامیم  می.  

                                                
1 . Annihilator-Like 
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REnd را با نماد     Mهاي روي     مجموعۀ همۀ درونریختی   (M)  بـا   ایـن مجموعـه     کـه    دهیم   نشان می 
  .حلقه غیر جابجایی استعمل جمع و ترکیب توابع خود یک 

  
  .1.15تعریف 

fفرض کنیم    : M M→     زیـر مـدول      . یک درو نریختی باشـد N M≤    تحـت f    در  گـوییم ، پایـدار 
fصورتیکه  (N) N⊆  
)نامیم هر گـاه بـراي هـر درونریختـی        می 1ً پایدار    را کاملا  Nزیر مدول    )Rf End M∈   داشـته باشـیم  

f (N) N⊆. واضح است که ( )o و M زیر مدولهاي کاملاً پایدار Mهستند .  
  

  .1.16تعریف 
R-   مدول M  را PQ-گوییم در صورتیکه براي هـر  2 انژکتیو m M∈   هـر همریختـی ،R  مـدولی 

gمانند  : m M< f را بتوان به یک درو نریختی →< : M M→توسیع داد .  
  

  .1.17مثال 
  . انژکتیو است-PQ مدول،Z− به عنوان Qمجموعۀ اعداد گویا یعنی 

qزیــرا بــراي هــر  Q≠ ∈o و هــر همریختــی g : q Q<  مــدولیِ −Zتــوانیم درو نریختــی   مــی→<
f : Q Q→را بصورت زیر تعریف کنیم :  

f : Q Q
xf (x) : g (x)
q

→

=
 

  : است زیراg توسیعی از fکنیم  در اینصورت ثابت می
x q : x nq∀ ∈< > =  

  پس
nqx q : f (x) f (nq) g (q)
q

ng (q) g (nq) g (x)

∀ ∈< > = =

= = =
 

>qبه  fپس تحدید    .gشود   می<

                                                
1 . Fully Invariant 
2 . Principally Quasi-Injective Modules 
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qدر حالت  = o واضح است که fتواند همریختی ثابت صفر اختیار شود  می.  
  

  .1.18تعریف 
i و  مدول−R  یکMفرض کنیم   i I{M }  ناتهی باشـد  Iاگر .  باشندMاي از زیر مدولهاي   خانواده∋

iمجموعۀ 
i I

M
∈
   را بصورت ∑

k k k

n

i i k i i
i I k

M x : n , i I , x M
∈ =

 
∑ = ∑ ≥ ∈ ∈ 

 1
1  

  :هیمد  تهی باشد قرار میIکنیم و اگر  تعریف می
i

i I
M

∈
∑ = o  

iبوضوح  
i I

M
∈
i است و    M زیر مدولی از     ∑

i I
M

∈
i را مجموع زیر مدولهاي خانوادة    ∑ i I{M } نامیم   می∋

  :همچنین داریم
{ }n n i iM M ... M x x ... x |x M+ + + = + + + ∈1 2 1 2  

i ذکر است که اگر      لازم به  i I{M } یعنـی بـراي هـر    ( باشـند  Mاي مستقل از زیـر مـدولهاي      خانواده ∋

n  و هر    1≤
k ki ix M∈   از 

k

n

i
k

x
=

∑ = o
1

k نتیجه شود براي هر       n≤ ≤1  ،
ki

x = o (. یا بطور معادل اگر
i  ،iبراي هر    j

i j
M M

≠
∑ =I o        باشد یا بطور معادل، هر عضو i

i I
M

∈
 نمـایش منحـصر بـه فـردي بـر       ∑

iآنگاه .  ها داشته باشدiMحسب مجموعی متناهی از    
i I

M
∈
i را با نماد ∑ I iM∈⊕دهیم و به   نمایش می

  .گوییم آن مجموع مستقیم می
  

  .1.19تعریف 
R−   مدول M                  را ساده گوییم در صورتیکه هیچ زیر مدول غیر بدیهی نداشته باشد واضح اسـت کـه 

  .شود ر عضو غیر صفر آن، مولدّ مدول میدر هر مدول ساده، ه
  

  .1.20تعریف 
، M گوییم، در صـورتیکه زیـر مـدولی از       M را جمعوند مستقیم     M مدول   −R، از   M1زیر مدول   

M موجود باشد بطوریکهM2ند مان M M⊕= 1 2.   
  :که این معادل است با اینکه

M M M , M M { }= + =I o1 2 1 2  
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6≅⊕:  مدول در نظر بگیریم داریمZ− را به عنوان 6Z و 2Z ،3Zبه عنوان مثال اگر  2 3Z Z Z  
  

  .1.21تعریف 
 بـه عبـارت   . اسـت M مجموع تمام زیر مدولهاي مینیمال     SOC(M) مدول باشد،    −R یک   Mاگر  
  :دیگر

{SOC(M) K M |= ≤∑ M مینیمال است  K{ در   

  
  .1.22تعریف 

R− مدول M را نیم ساده گوییم در صورتیکه هر زیر مدول Mیک جمعوند مستقیم آن باشد ،.  
  

  .1.23لم 
  .هر زیر مدول یک مدول نیم ساده، مدولی نیم ساده است

  :اثبات
، زیر مـدولی  Kیم  باشد همچنین فرض کنM، زیر مدولی از   N، مدولی نیم ساده و      Mفرض کنیم   

 نیم سـاده اسـت زیـر مـدولی از آن     Mشود و چون       هم می  M، زیر مدولی از     K باشد لزوماً    Nاز  
  :شود که  یافت می′Kمانند 

M K K⊕ ′=  
  :و داریم

N N M N (K K ) K (N K )⊕ ⊕′ ′= = =I I I  
Pهم اکنون با فرض آنکه  N K′= Iباشد خواهیم داشت :N K P⊕= . پسN است نیم ساده..  

  
  .1.24لم 

  .یک زیر مدول ساده استهر مدول نیم ساده، شامل 
  :اثبات

Mفرض کنیم   ≠ oچون .  مدولی نیم ساده باشدM ≠ o      اسـت، عـضوي غیـر صـفر ماننـد x در M 
 است، شـامل یـک زیـر مـدول ماکـسیمال       Mر صفر و دوري ، زیر مدول غیRxچون . موجود است 

نیم ساده اسـت و در نتیجـه   ) 1.23 ( است، لذا طبق لمM زیر مدول   Rx از طرفی . شود   می Nمانند  
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N`    ــدول ــر م ــی زی ــت یعن ــستقیم آن اس ــد م ــک جمعون ــه Rx از ′N ی ــت بطوریک ــود اس :  موج
Rx N N⊕ ′=.  
  :از طرفی داریم

Rx N N RxN
N N N

⊕ ′
′≅ ⇒ ≅  

Rx ماکسیمال است لذا     Rx در   Nو چون   
N

اي  ، شامل زیر مـدول سـاده  M، ساده است پس ′N، یا 
  .شود  می′Nمانند 

  
  .1.25قضیه 

  : مدول باشد در اینصورت احکام زیر معادلند−R یک Kفرض کنیم 
1 (Kمجموعی از زیر مدولهاي ساده است .  
2 (Kمجموع مستقیمی از زیر مدولهاي ساده است .  
kبراي هر ) 3 K≠ ∈oداریم ، :R k ( )≠ oهمچنین  و Kمدولی نیم ساده است .  

1→اثبات  2:  
iفرض کنیم  

i I
K B

∈
=  مجموعـۀ تمـام زیـر    A باشند و فرض کنیم Mا زیر مدولهاي سادة  هiB و ∑

  :ها داریم  باشند به طوري که به ازاي آنJ مانند Iهایی از   مجموعه
i ii Ji J

B B
∈∈

= ⊕∑  
)کنیم   را با رابطه شمول مرتب میAخانوادة  )A,⊆اي جزئاً مرتب است  مجموعه.  

Jاگر  J ...⊆ ⊆1 iJ باشد، A یک زنجیر در 2 J= Uبالاي آن است، لذا بنابر لم زرن کران :  
 موجود است بـه طـوري   J مانند Iاي از      داراي یک عضو ماکسیمال است پس زیر مجموعه        Aخانوادة  

  : ماکسیمال است و به ازاي آن داریمAکه در بین اعضاي 
i ii Ji J

B B
∈∈

= ⊕∑  
iiکنیم  ادعا می J

K B
∈

= ⊕.  
iدانیم    می

i I

K B
∈

t، که tB لذا براي اثبات این ادعا کافیست ثابت کنیم براي هر          ∑= I∈ریـم  است دا :

t i
i J

B B
∈

⊆∑.  

tB      یک زیر مدول ساده M است و زیر مدول نابدیهی ندارد حال t i
i J

B B
∈
∑I    یـک زیـر مـدول tB 

  . برابر باشدtBاست پس یا باید صفر باشد و یا با 
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tر  اگ i
i J

B B
∈

=< >∑I o توان با افزودن اندیس     گاه می   ، آنtهاي   به مجموعه اندیسJ مجموعه بزرگتر ،

{ }*J J t= Uرا به دست آورد که به ازاي آن :  
*

*
i t i ii Ji Ji J

B B B B
∈∈∈

= + = ⊕∑ ∑  

  :، تناقض دارد پسJاما این با ماکسیمال بودن 
( )t i t

i J

B B B t I
∈

= ∀ ∈∑I  
  :پس

t i
i J

B B ( t I)
∈

⊆ ∀ ∈∑  
iiو در نتیجه  J

K B
∈

= ⊕.  
2→اثبات  3:  

iiفرض کنیم  I
K B

∈
=   . یک زیر مدول ساده باشدiB و هر ⊕

kاگر  K≠ ∈oگاه  آن:  

tt i i ii ,i ,...,i I s.t k b b ... b∃ ∈ = + + +
1 21 2  

kاز طرفی  ≠ o است و ii I
k B

∈
اي موجود است که  ، به گونهm ، پس اندیس ⊕∋

m mi ib B≠ ∈o.  
جا که  از آن

mi
B مدولی ساده است و 

m mi ib B≠ ∈o لذا 
m mi iRb B= ≠ o.  

) و در نتیجه  )Rk ≠ o.  
، جمعونـد مـستقیم     Kلذا کافیست ثابت کنیم هر زیر مدول        .  نیم ساده است   Kحال بایستی ثابت کنیم     

  .آن است
Bفرض کنیم    K≠ ≤o    و طبق فرض داریم  :ii I

K B
∈

= iها ساده هستند لذا براي هـر      iBچون   . ⊕ I∈ 
  :داریم

( )iB B =I o یا i iB B B=I  
iاگـر بـراي هــر    I∈   داشـته باشـیم ،i iB B B=I   پــس بـراي هـر ،i I∈ ،iB B⊆ و در اینــصورت 
K B= ⊕ < >oو حکم ثابت است .  

iحال اگر براي برخی مقادیر       I∈    ،داشته باشیم ( )iB B =I o         تـوان    ، با استفاده مجدد از لـم زرن مـی
Jها مانند     اي از اندیس    مجموعه I⊆           را یافت که نـسبت بـه خاصـیت ( ) ( )ii J

B B
∈
⊕ =I o  ماکـسیمال 

  .باشد
)کنیم که  ادعا می )ii J

K B B
∈

= ⊕ ⊕.  
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iiدانیم   از قبل می  (  I
K B

∈
= ii و Bجا که  از آن) ⊕ J

B
∈
 فقط در صفر اشتراك دارند کافیست نشان دهـیم  ⊕

  .سازد  را میKها  وع آنمجم
iکنیم به ازاي هر بدین منظور ثابت می I∈داریم :  

( )i ii J
B B B

∈
⊆ ⊕ ⊕  

iاگر  J∈ باشد که به طور واضح ( )i ii J
B B B

∈
⊆ ⊕ ⊕.  

iکنیم اگر  ثابت می J∉ باز هم ( )i ii J
B B B

∈
⊆ ⊕ ⊕.  

  :برهان خلف
iفرض کنیم  J∉ و ( )i ii J

B B B
∈

⊄ ⊕ ⊕.  
  : زیر مدولی ساده است، بایستی داشته باشیمiBبا توجه به این که 

( )( ) ( )i ii J
B B B

∈
⊕ ⊕ =I o  

}، مجموعه بزرگتر Jبه مجموعه   ،  iکه در اینصورت با اضافه کردن اندیس         }*J J i= Uشود   حاصل می
  . در تناقض استJ را دارد و این با ماکسیمال بودن Jکه خاصیت 

  :پس

( )i ii J
i I B B B

∈
∀ ∈ ⊂ ⊕ ⊕  

iiلذا  با انتخاب  J
B B

∈
′ = K:  داریم⊕ B B′= ⊕.  

3→اثبات  1:  
}فرض کنیم    }i i I

K
∈

ایـن  ) 24. 1(طبـق لـم     . ( باشـند  Kهاي ساده غیـر صـفر          خانوادة تمام زیر مدول    
i را بصورت    N). خانواده ناتهی است  

i I

N K
∈

=  K است و K زیر مدولی از Nچون . کنیم  تعریف می  ∑
 موجود است بـه طوریکـه   K از ′N است لذا زیر مدول K از  جمعوند مستقیمیNنیم ساده است لذا    

K N N′= ⊕.   
′Nاگر   ≠ o    آنگاه با توجه به اینکه ، N′ زیر مدولی از N است لذا N′    ت لـذا  اس ـنیز نـیم سـادهN′ 

 موجود است بـه طوریکـه      j مانند   Iپس عضوي از    )). 24. 1(طبق لم   (شود    شامل زیر مدولی ساده می    
jK N′≤.  

)پس   )jK N N′⊆ =I o   پس ،jK = o       ًکه این تناقض است پس لزومـا N′ = o    بـوده و ایـن نتیجـه 
Kدهد  می N= و بنابراین i

i I

K K
∈

=   .هاي ساده خود است  مجموعی از زیرمدولKپس . ∑

  


