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کارمالاخلاقامام।جاد(عൎه�اॼسلام) ଯیدهایازدعایච໋
بهترین را یقینم و برسان ایمان درجه كاملترین به را ایمانم و فرست درود او آل و محمد بر پروردگارا،

برسان. اعمال بهترین به را عملم و بگردان نیتها بهترین را نیتم فرجام و ده قرار یقین
مصون�دار انحراف، گزند از بی�پایانت رحمت با را یقینم و گردان نیكو را نیتم خودت لطف با پروردگارا،

فرما. اصلاح است زده سر من از كه فاسدى عمل هر انتهایت، بى قدرت با و
مرا و فرما كفایت می�كند مشغولم آنها به اهتمام كه را امورى و فرست درود او آل و محمد بر پروردگارا،
كه كارى به تا بخش فراغتى عمرم ایام در و كن وادار می�كنى درخواست من از قیامت فرداى كه كارى به
و كبر گرفتار و ببخش عزت و فرما عطا وسیع روزى من به و كن بى�نیازم و بپردازم آفریده�اى آنم براى

نكن. باطل غرور و عجب با را عبادتم و دار مشغولم خالص عبادت به و نكن خودپسندى
خودم پیش می�بخشى مرتبه مرا مردم میان كه اندازه�اى هر به و فرست درود او آل و محمد بر پروردگارا
براى نفسم پیش اندازه همان به می�سازى پدیدار برایم كه ظاهرى عزت هر و كن خوارم مقدار همان به

آور. پدید باطنى خوارى من
هیچ با را آن و شوم بهره�مند شایسته هدایت از كه كن چنان و فرست درود او آل و محمد بر پروردگارا
شك آن در و یابم دست درست نیت به و نروم بیرون آن از و گردم بهره�مند حق راه از و نكنم عوض چیز
شود، شیطان چراگاه عمرم كه آنگاه و بده عمر من به می�گذرد تو طاعت راه در عمرم كه هنگامى تا و نكنم

بگیر. را جانم گردد پایدار و محكم تو خشم یا آورد روی من به تو سخت دشمنى آنكه از پیش
عادت هیچ و كنى اصلاحش آنكه مگر نگذار من در بدانند زشت مردم كه را خصلتى هیچ پروردگارا،
من در را پسندیده�اى خوى هیچ و سازى نیكش آنكه مگر نگذار باقى كنند سرزنشم مردم كه را ناپسندى

كنى. كاملش آنكه مگر نگذار ناقص
و كن تبدیل دوستى به من درباره را دشمنان سخت دشمنى و فرست درود او آل و محمد بر پروردگارا
به را نزدیكان دشمنى و اطمینان به را صالحان بدگمانى و ده تغییر محبت به را سركشان بدخواهى و حسد
كنندگان مدارا دوستى و یارى به را نزدیكان كردن خوار و خوشرفتارى به را خویشان بدرفتارى و دوستى

فرما. مبدل واقعى دوستى به را

اඛඟ໋ھا�ଌୃنඛھاॴوم،باز೯داࡣت

৯داಶඍن�॥ت... اوجاඎিنૡঙه



චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور را آدمی خود، بی�کران لطف با که را حکیم خداوندگار سپاس

اسدی، علی محمد دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از می�دانم خود وظیفه� آغاز در

رساندن انتها به در ایشان کامل و دقیق بسیار و ارزنده� راهنمایی�های چرا�که کنم، قدردانی و تشکر صمیمانه

دکتر و رضایی دکتر آقایان ارجمند داوران راهنمایی�های و دقیق مطالعه از کرد. کمکم بسیار پایان�نامه این

و قاسمی دکتر آقایان ارجمند اساتید شریف محضر درک دارم. را امتنان و سپاس نهایت سرباز�جانفدا

آقای اندیشمندم برادر و دوست لحظه�به�لحظه همراهی از همچنین بود. برایم بزرگی افتخار استادباشی دکتر

سازنده�ای و زیاد کمک�های پایان�نامه این اتمام در که می�نمایم را لازم تشکر نیز ظریفی�منتظر حسن دکتر

نمودند. اینجانب به

ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانی، و مهر خداوندگاران دستان بر می�زنم بوسه پایان، در

امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به عزیزم خواهران از می�کنم تشکر و را مقدس�شان وجود می�کنم

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودشان،

بهشتی علیرضا

٩١ ماه دی

ଘمقدৎ
৮دروماෙय़భباৣم



چکیده

Mداشته�باشیم. مانند n = ۴k بعد از و بدونِ�مرز٣ جهت�دار٢، فشرده، ریمانی١ منیفلد یک می�کنیم فرض

ضرب دو از ،Q علامت تعریف در می�شود. تعریف Q ۵ درجه�دوم فرم علامت همانند ،M علامت۴

ناوی٧ ضرب دیگری و فرم�ها خارجی۶ ضرب آنها از یکی می�کنیم. استفاده هم�ارز تعاریف با متفاوت

اثبات به پایا٨ توپولوژیکی محصول یک عنوان به منیفلد یک علامت می�باشد. کوهمولوژی کلاس�های

که کنیم تعریف می�توانیم مناسب دیراک٩ عملگر یک متریک، از استفاده با علاوه�بر�این رسیده�است.

می�شود. منطبق منیفلد علامت بر آن شاخص١٠

کلیدی: کلمات

هم�بسته، فرم کامل، فرم بسته، فرم خارجی، ضرب ناوی، ضرب درجه�دوم، فرم علامت ریمانی، منیفلد

دیفرانسیل�پذیر. فرم هم�کامل، فرم

١Riemannian manifold

٢Oriented

٣Without boundary

۴Signature

۵Quadratic form

۶Exterior product

٧Cup product

٨Invarient

٩Dirac operator

١٠Index



مطالب فهرست مطالب فهرست

مطالب فهرست

صفحه عنوان

پ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشگفتار ١.٠

١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه مفاهیم و تعاریف ١

١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.١

٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منیفلد هندسه از قضایایی و مفاهیم ٢.١

١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جبری توپولوژی از قضایایی و مفاهیم ٣.١

٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . علامت ٢

٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٢

٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درجه�دوم فرم علامت ٢.٢

٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کوهمولوژی کلاس�های ناوی ضرب ٣.٢

٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایایی ۴.٢

٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هموتوپی هم�ارزی به نسبت σ(M) پایایی ۵.٢

آ�



مطالب فهرست مطالب فهرست

٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هارمونیک فرم�های ۶.٢

٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عملگر�ها برای جا�به�جایی خواص ٧.٢

۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . علامت عملگر ٨.٢

۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثال�ها و مهم نتایج ٣

۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٣

۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثال�ها و نتایج ٢.٣

۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مآخذ و منابع

ب



پیشگفتار .١.٠ مطالب فهرست

پیشگفتار ١.٠

رده�بندی، این در می�باشد. برخوردار ویژه�ای جایگاه از آنها رده�بندی مساله�ی منیفلد�ها، بررسی در

تا�کنون بیستم قرن اوایل از بزرگی ریاضیدانان توجه مورد که دارند خاصی پیچیدگی ۴-بعدی منیفلد�های

گرفته�است. انجام کوبوردیسم٢ حد در ۱۹۵۴ سال در تام١ رنه توسط رده�بندی�ها این از یکی قرار�گرفته�است.

توپولوژیکی پایای که آنجا تا یافت ادامه توپولوژی و هندسه در مختلفی نظریه�های ایجاد با مطالعات این

منیفلد�هایی برای تنها پایا این که شد؛ تعریف روکلین٣، نام به دانشمندی توسط ۱۹۵۰ سال در علامت

برای جبر�خطی از رهیافتی منیفلد یک علامت داشته�باشند. ۴ مضرب از بعدی که باشد غیر�صفر می�تواند

با کار بودن آسان به توجه با و دارند ۴ مضرب از بعدی که می�باشد منیفلد�هایی میان شدن قایل تفکیک

باشد. پر�کاربرد بسیار می�تواند جبری عناصر

رده�بندی مطالعه�ی در اصلی ابزار یک و می�کند ایفا منیفلد�ها مطالعه�ی در اساسی نقش منیفلد یک علامت

می�باشد برخوردار بسیاری اهمیت از که آن ویژگی�های از یکی نمونه عنوان به می�رود. به�شمار منیفلد�ها

این اهمیت است. صفر هستند، جهت�پذیر و فشرده منیفلدی مرز که منیفلد�هایی علامت که، است این

غیر علامت که بیابیم منیفلدی یعنی بریم. کار به را آن نقیض عکس که می�شود حس بیشتر زمانی کاربرد

Ωn اگر همچنین باشد. جهت�پذیر و فشرده منیفلد یک مرز نمی�تواند این�صورت در که داشته�باشد صفر

توجه با بگیریم در�نظر تام رنه مفروضات اساس بر کوبوردیسم رابطه�ی هم�ارزی کلاس�های ی مجموعه را

تعریف را σ : Ω۴k −→ Z غیر�بدیهی همریختی می�توان برابرند کوبوردانت منیفلد دو علامت اینکه به

می�باشد علامت�ها حاصل�ضرب با برابر منیفلد دو حاصل�ضرب علامت این�که به توجه با همچنین و نمود

.Ω =
⊕

i≥۰ Ω
i داریم آن در که داشته�باشیم حلقه�ها سطح در را σ : Ω −→ Z همریختی می�توانیم

١Rene Thom

٢Cobordism

٣Rohklin

پ



پیشگفتار .١.٠ مطالب فهرست

استیفل-ویتنی١، کلاس مانند منیفلد�ها روی شده تعریف مشخصه�ی کلاس�های انواع به توجه با همچنین

هندسه، پژوهش�های فضای وارد وسیع�تری ابزار�های پونتریاگین۴ کلاس و چِرن٣ اویلر٢،کلاس کلاس

گردیده�است. جبر و توپولوژی

گروه با آنها ارتباط و پونتریاگین اعداد اساس بر L-رده۶ها تعریف با هایرزبروچ۵ فردریچ مثال به�عنوان

نماید اثبات [١٠] در را پر�کاربرد بسیار و اساسی قضیه�ای توانست ۴ مرتبه از کوهمولوژی کلاس�های

می�شود. منیفلد آن به مربوط پونتریاگین اعداد از ای L-رده با برابر منیفلد یک علامت آن بر�اساس که

ابزار�های از پیچیده�تر بسیار علامت محاسبه�ی ابزار�های که می�شود روشن بیشتر زمانی قضیه این اهمیت

هستند. L-رده�ها محاسبه�ی

مختلف راه�های و پرداخته پایا این معرفی به شده�است تنظیم و تهیه [١۵] اساس بر که تحقیق این در

می�نماییم. ارائه نیز آن�را از کاربردهایی و نموده بیان مثال چند همراه به آن�را محاسبه�ی

١Stiefel-Whitney

٢Euler

٣Chern

۴Pontrjagin

۵Freidrich Hirzebruch

۶L-Genus

ت



١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف

مقدمه ١.١

به بردن پی شده�است. نهاده قرارداد�ها و اصطلاحات تعاریف، اصول، سری یک بر علمی هر بنای

فصل اين در است. اولیه تعاریف و مفاهیم درک لازمه�اش دیگر علوم سایر مانند نیز ریاضی موضوعات

بهتر فهم در مهمی نقش که را منیفلد هندسه و جبری توپولوژی عمومی، توپولوژی از قضایایی و تعاریف

لذا دارد. آشنایی توپولوژی اولیه مفاهیم با خواننده که است بر�این ما فرض می�شویم. یادآور دارند، مطالب

تعریف و توضیح که شده�است، خود�داری آنها به مربوط نتایج و قضایا اثبات مقدماتی، مطالب آوردن از

منابع، سایر از استفاده و اصلی مقاله محوریت با آورده�شده تعاریف وجود�دارد. شده معرفی منابع اکثر در

در�یابد. را آن دیگر مطالب به نیاز بدون خواننده که شده�است بیان طوری مثال�ها؛ با همراه

١



منیفلد هندسه از قضایایی و مفاهیم .٢.١ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

منیفلد هندسه از قضایایی و مفاهیم ٢.١

توپولوژیکی منیفلد یک را باشد نوع�دوم١ شمارای و هاسدورف که ،M توپولوژیکی فضای تعریف١.٢.١.

همسان�ریختی�های و M =
∪
Uα به�طوری�که داشته�باشد وجود (φα, Uα)α∈I خانواده�ی هرگاه گوییم،

کارت٢ یک را (φα, Uα) بنگارند. Vα مانند Rn از بازی زیرمجموعه�ی به را Uα هر φα : Uα −→ Rn

می�گوییم. ٣ ,φα)}اطلس Uα)}α∈I کارت�های خانواده به و می�نامیم Uα دامنه�ی با

باشد، C∞ مختصات۵ تغییر نگاشت هرگاه گوییم ۴ -سازگار C∞ را (φβ, Uβ) و (φα, Uα) دوکارت

باشد: مرتبه�ای هر از پیوسته مشتقات دارای یعنی

φβ o φ
−۱
α : φα(Uα ∩ Uβ) −→ φβ(Uα ∩ Uβ).

هرگاه گوییم همسان�ریختی۶ را توپولوژیکی منیفلد�های بین f : M −→ N نگاشت .٢.٢.١ تعریف

N و M این�صورت در باشند. پیوسته f−۱ و f به�عبارت�دیگر باشد. باز و پوشا یک، به یک پیوسته،

هرگاه گوییم، توپولوژیکی پایای را خاصیت یک می�دهیم. نشان M ≈ N با و گوییم همسان�ریخت را

. ... و یکسان توپولوژیکی بعد داشتن فشردگی، همبندی، مانند شود. حفظ همسان�ریختی به نسبت

شماراست. پایه دارای آن توپولوژی :Second countable١

٢Chart

٣Atlas

۴Compatable

۵Coordinate change

۶Homeomorphism

٢



منیفلد هندسه از قضایایی و مفاهیم .٢.١ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

کارت�هایش از زوج هر اگر گوییم، ۰ ⩽ r ⩽ ∞ ،Cr مرتبه از را M روی اطلس یک .٣.٢.١ تعریف

است کارت�هایی تمام شامل که دارد وجود یکتا ماکسیمال١ اطلس یک حالت این در باشند. Cr-سازگار

و گوییم r مرتبه از دیفرانسیل�پذیر٢ منیفلد را اطلسی چنین با همراه M منیفلد هستند. Cr-سازگار که

می�شود. گفته هموار٣ منیفلد آن به r = ∞ حالت در

هرگاه گوییم ۴ هموار را N و �M هموار منیفلد�های بین f : Mm −→ Nn نگاشت .۴.٢.١ تعریف

f(U) ⊂ V که داشته�باشد وجود (ψ, V ) کارت f(x) ∈ N هر برای و (φ,U) کارت p ∈M هر برای

نگاشت و

ψ o f o φ−۱ : φ(U) ⊂ Rm −→ ψ(V ) ⊂ Rn

باشد. هموار

هرگاه گوییم وابرریختی۵ را N و M هموار منیفلد�های بین f : M −→ N نگاشت .۵.٢.١ تعریف

گوییم وابرریخت را N Mو حالت این در باشند، هموار نگاشت�های نیز f−۱ و f و باشد همسان�ریختی

می�دهیم. نمایش M ∼= N وبا

در باشد، بالایی نیم�فضای Hn = {(x۱, . . . , xn) ∈ Rn| xn ≤ ۰} کنید فرض .۶.٢.١ تعریف

یا Rn با که باشد همسایگی یک دارای آن از نقطه هر هرگاه گوییم مرزدار۶ را M منیفلد این�صورت

نیستند همسان�ریخت Rn با آن همسایگی�های از یک هیچ که �M از نقاطی است. همسان�ریخت Hn

نباشد. دیگری اطلس در مشمول که اطلسی یعنی ماکسیمال: ١اطلس

٢Diferantiable manifold

٣Smooth

مرتبه. هر از جزیی مشتقات ۴دارای

۵Diffeomorphism

۶Bounded manifold

٣
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به�عبارت�دیگر می�نامیم. �M مرز و می�دهیم نمایش ∂M با آن�را که می�دهند M از زیرمجموعه�ای تشکیل

می�نامیم. بدون�ِمرز Mرا آنگاه ∂M = ∅ اگر می�شوند. نگاشته {(x۱, . . . , xn)| xn = ۰} به که نقاطی

این اطلس این درون ψ و φ کارت دو هر که به�گونه�ای اطلس یک با هموار منیفلد یک .٧.٢.١ تعریف

دارای دامنه�اش از نقطه هر در φ o ψ−۱ مختصات تغییر ژاکوبی١ ماتریس که داشته�باشند را خاصیت

جهت باشد، ماکسیمال ویژگی این با که را اطلسی چنین این گوییم. جهت�دار را باشد مثبت دترمینان

می�گوییم. جهت�پذیر را خاصیت این با منیفلد هر و می�نامیم منیفلد

ی نقطه در کوتانژانت فضای p ∈M هر برای باشد. هموار منیفلد یک M کنید فرض .٨.٢.١ تعریف

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت می�باشد TpM فضای دوگان که را p

T ∗
pM = (TpM)∗.

می�شوند. نامیده p در بردارها هم فقط یا p ی نقطه در مماس بردارهای هم T ∗
pM اعضای

می�شود. Mگفته روی کوتانژانت کلاف ها، p ∈M تمامی به�ازای (TpM)∗ مجزای اجتماع به همچنین

می�دهیم. نمایش ΛT ∗M با را M روی هموار کوتانژانت کلاف�های تمامی فضای .٩.٢.١ تعریف

داریم: همچنین

C∞(ΛT ∗M) = Ω(M).

١Jacobian matric

۴



منیفلد هندسه از قضایایی و مفاهیم .٢.١ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

که کرد پیدا W مانند منیفلد�ی بتوان هرگاه گوییم کوبوردانت را N و M منیفلد دو .١٠.٢.١ تعریف

می�باشد.١ هم�ارزی رابطه�ی یک این که دید می�توان به�راحتی باشد. برقرار M
∪
N = ∂W رابطه�ی

گروه همچنین و کوبوردانت منیفلد�های مورد در بیشتر اطلاعات کسب جهت علاقه�مندان همچنین

و اول بخش [١۶] همچنین و دوم فصل [١٠] به می�توانند مربوطه قضایای و جهت�دار کوبوردیسم�های

فرمایند. مراجعه هفدهم فصل [١٢] یا

µ بگیرید. نظر در V متناهی بعد با برداری فضای روی را µ حقیقی-مقدار نگاشت .١١.٢.١ تعریف

داد: نشان زیر به�صورت را آن بتوان هرگاه گوییم درجه�دوم را

µ(υ) =
∑
i

li(υ) · l′i(υ)

می�کند. معین زیر به�صورت متقارن٢ دوخطی فرم یک درجه�دوم نگاشت هر هستند. خطی l′i و li آن در که


· : V × V −→ R

(υ, ω) 7−→ υ · ω = ۱
۲(µ(υ + ω)− µ(υ)− µ(ω))

تعریف به توجه υبا · ω = ω · υ معنای به بودن متقارن و υ · υ = µ(υ) := |υ|۲ که می�کنیم توجه

است. واضح

.µ(υ) > ۰ داشته�باشیم υ ̸= ۰ هر برای هرگاه می�شود نامیده مثبتِ�معین µ درجه�دوم فرم تعریف١٢.٢.١.

درجه�دوم نگاشت یک با همراه V حقیقی برداری فضای اقلیدسی، برداری فضای .١٣.٢.١ تعریف

نامیده ω و υ بردارهای داخلی حاصل�ضرب υ · ω حقیقی عدد .µ : V −→ R است مثبتِ�معین

است. معروف اقلیدسی متر به که فضاست روی متر یک µ نگاشت می�شود.

شود. رجوع ٢.١٧ لم ١٧ فصل [١٢] به مطلب این اثبات دیدن ١برای

٢Symmetric bilinear form

۵
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یعنی: باشد، Mn منیفلد روی مماسی فضای TM اگر .١۴.٢.١ تعریف

TM = {(x, υ)|x ∈M,υ ∈ TxM}.

باشد TxM روی اقلیدسی متر یک µx ،x هر ازای به اگر می�شود نامیده ریمانی متر µ : TM −→ R

گوییم. ریمانی منیفلد را µ متر با همراه M منیفلد و

است. معمولی داخلی ضرب با Rn ریمانی، منیفلد�های از مثال ساده�ترین .١۵.٢.١ مثال

µ(υ, ω) =
n∑
i=۱

υi ωi

.ω = (ω۱, . . . , ωn) ∈ Rn و υ = (υ۱, . . . , υn) ∈ Rn آن در که

با ۲ درجه از همگن جمله�ای چند یک F میدان روی متغیر n در Q(x) درجه�دوم فرم .١۶.٢.١ تعریف

می�شود: تعریف زیر به�صورت که می�باشد cij ∈ F ضرایب

Q(x) =
n∑
i=۱

ciix
۲
i +

∑
۱⩽i<j⩽n

۲cijxixj.

. < ei, ej >Q= cij می�کنیم فرض V برداری فضای برای {e۱, . . . , en} مانند پایه یک انتخاب با حال

ضریب آن وستون سطر مولفه وj-امین i-امین که ماتریس یک A ∈ Mn(F ) می�کنیم فرض همچنین

متقارن A ماتریس می�شود. نامیده Q(x) به وابسته ماتریس A = (aij) ماتریس باشد. Q(x) از cij

بنویسیم، x ∈ V آن در که Q(x) = xT · A · x به�صورت را Q درجه�دوم فرم می�توانیم و است

به�طوری�که:

A = (aij) =


cii i = j اگر

۱
۲cij i < j .اگر

۱
۲cji j < i اگر

۶



منیفلد هندسه از قضایایی و مفاهیم .٢.١ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

نظر در را Q(x۱, x۲, x۳) = ۹x۲
۱ +۷x۲

۲+۳x۲
۳− ۲x۱x۲+۴x۱x۳−۶x۲x۳ درجه�دوم فرم .١٧.٢.١ مثال

مطالب بر�طبق می�باشد. شده�است اشاره آن به بالا در که A متقارن ماتریس کردن پیدا هدف می�گیریم.

داریم: گفته�شده

A =


۹ −۱ ۲

−۱ ۷ −۳

۲ −۳ ۳


ماتریسی با متناسب کانونی پایه�ی یک R روی درجه�دوم فرم هر برای ١ (سیلوستر). ١٨.٢.١ قضیه

دارد: وجود می�شود منصوب فرم به که

M(V,B) =



۱ ٠

. . .

۱

−۱

. . .

۰ −۱


فرم این علامت هستند. پایه انتخاب از مستقل قطری ماتریس این در (−۱) مولفه�ی تا q و (+۱) مولفه�ی تا p

ویژه�ی مقادیر تعداد با است برابر درجه�دوم فرم هر علامت دقیق�تر عبارت به ،p − q از است عبارت درجه�دوم

درجه�دوم. فرم به وابسته قطری ماتریس این در منفی ویژه�ی مقادیر تعداد منهای مثبت

به نیاز بعدی فصل در برداری کلاف�های روی درجه�دوم فرم تعریف برای آنجایی�که از .١٩.٢.١ ملاحظه

یک علامت و کوهمولوژی کلاس�های گروه میان ارتباطی آن از استفاده با تا داریم فرم�ها خارجی ضرب

مقدماتی به نیاز تعریف برای می�کنیم. تعریف را فرم�ها خارجی ضرب ادامه در لذا نماییم، ایجاد منیفلد

خواهیم�کرد. اشاره آن�ها به که داریم

١Sylvester

٧
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از حقیقی-مقدار k-خطی تابع یک V برداری فضای روی هم�وردا١ k-تانسور یک .٢٠.٢.١ تعریف

می�شود: تعریف زیر به�صورت که می�باشد V k-عضوی

T : V × V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
k−copies

−→ R

نمایش T k(V ) با را �V روی هم�وردا k-تانسورهای همه�ی مجموعه�ی می�شود. نامیده T مرتبه k عدد

می�باشد. ۲k بعد از و می�دهیم

-p و متناوب های p-فرمی همه�ی برداری فضای دهنده�ی نشان Ap(V ) کنیم فرض .٢١.٢.١ تعریف

p-تایی هر برای ،ω ∈ Ap(V ) اگر آنگاه باشد، V حقیقی برداری فضای روی
(
n
p

)
بعد از و �خطی

داریم: < X۱, . . . , Xp >

ω(Xσ۱ , . . . , Xσp) = sgn(σ)ω(X۱, . . . , Xp).

فضایی زیر دهنده�ی نشان Ak(V ) ،V متناهی بعد از حقیقی برداری فضای هر برای .٢٢.٢.١ تعریف

است. متناوب تانسورهای شامل T k(V ) از

شود. می V دوگان٢ فضای A۱(V ) = V ∗ و A۰(V ) = R داریم: p = ۰ حالت برای .٢٣.٢.١ نکته

نگاشت از است عبارت متناوب�ساز٣ تابع .٢۴.٢.١ تعریف

Alt : T k(V ) −→ Ak(V )

به�صورت: که
Alt T = ۱

k!

∑
σ∈Sk

(sgn σ)T σ

(Alt T )(X۱, . . . , Xk) =
۱
k!

∑
σ∈Sk

(sgn σ)T (Xσ۱ , . . . Xσk
)

١Covariant tensor

٢Duall space

٣Alternater

٨
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. می�شود مشخص

ضرب همان یا گوه�ای١ ضرب این�صورت در η ∈ Al(V ) و ω ∈ Ak(V ) کنیم فرض .٢۵.٢.١ تعریف

به�صورت: که × : Ak(V )× Al(V ) −→ Ak+l(V ) مانند است نگاشتی خارجی

ω ∧ η =
(k + l)!

k!l!
Alt (ω ⊗ η)

به�عبارت�دیگر: می�شود. تعریف

ω ∧ η (X۱, . . . , Xk, Xk+۱, . . . , Xk+l) =
(k + l)!

k!l!
Alt (ω⊗η) (X۱, . . . , Xk, Xk+۱, . . . , Xk+l)

=
(k + l)!

k!l!
· ۱
(k + l)!

∑
σ

sgn (σ) ω (Xσ۱ , . . . Xσk
) η (Xσk+۱ , . . . , Xσk+l

).

که به�قسمی می�کند، اثر k + l تا ۱ از σ های جایگشت٢ همه�ی روی جمع�وند جایی�که

σ۱ < σ۲ < . . . < σk

و

σk+۱ < σk+۲ < . . . < σk+l

که: داریم توجه لذا

ω ∧ η (X۱, . . . , Xk, Xk+۱, . . . , Xk+l) =
۱
k!l!

∑
σ

sgn (σ) ω (Xσ۱ , . . . Xσk
) η (Xσk+۱ , . . . Xσk+l

).

می�کند. اثر جایگشت�ها همه روی جمع�وند جایی�که

١Wedge product

٢Permutation

٩



منیفلد هندسه از قضایایی و مفاهیم .٢.١ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

Mتابعی روی دیفرانسیل�پذیر k-فرمی یک باشد. هموار منیفلد Mnیک کنید فرض .٢۶.٢.١ تعریف

این در می�کند. متناظر Ak(TxM) از ωx مانند عضو یک x ∈M نقطه�ی هر به که دیفرانسیل�پذیر است

دارای T ∗
xM ،x حول x۱, . . . , xn موضعی مولفه�های در که است معنی این به دیفرانسیل�پذیری تعریف

نوشت: می�توان بنابراین dxi( ∂
∂xj

) = δij که می�باشد dx۱, . . . , dxn پایه�ی

هستند. هموار �fi۱...ikها که ωx =
∑
fi۱...ikdxi۱ ∧ . . . ∧ dxik

ω(X۱, . . . , Xp) آنگاه� یکp-فرمی ω و Mباشند روی برداری میدان�های (X۱, . . . , Xp) اگر .٢٧.٢.١ نکته

و می�کنند منصوب بردار یک M نقطه�ی هر به �Xiها به�طوری�که است، M روی حقیقی-مقدار تابع یک

می�برد. حقیقی اعداد به را بردارها ،ω

روی انتگرال�گیری به نیاز هموار برداری کلاف�های روی درجه�دوم فرم�های تعریف در .٢٨.٢.١ ملاحظه

محترم خواننده تا می�آوریم فرم�ها روی انتگرال�گیری از مختصری و کوتاه تعریف ادامه در لذا داریم فرم�ها

نشود. اشکال دچار مطالب فهم در

را ω می�توانیم باشد. فشرده محمل١ با U ⊂ Rn روی n-فرمی یک ω کنیم فرض .٢٩.٢.١ تعریف

فشرده مجموعه�های از خارج در و دهیم نمایش ω = f(x۱, . . . , xn)dx۱ ∧ . . .∧ dxn به�صورت U روی

کنیم. تعریف را ω فرم روی انتگرال می�توانیم بنابراین می�کنیم. تعریف صفر را f∫
U

ω =

∫
Rn

ω =

∫∫
. . .

∫
Rn

f(x۱, . . . , xn)dx۱ ∧ . . . ∧ dxn.

انتگرال�پذیر فقط f که است کافی این حقیقت در است. ریمانی٢ انتگرال راست، سمت انتگرال جایی�که

باشد. جهت گرفتن در�نظر برای فشرده محمل با ریمان

١Support

٢Riemannian integral

١٠


