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مقدمه

میانديشم. پس هستم، من

هشترودی دكتر

انتگرالهای مجانبی بسط است، شده تنظیم [۴] و [١٠] مراجع اساس بر که پایان�نامه این در

گونۀ لاپلاس بعدی n

I(λ) =

∫ ∞
٠

∫ ∞
٠

· · ·
∫ ∞

٠
e−λf(x١,x٢,...,xn)g(x١, x٢, . . . , xn)dx١dx٢ · · · dxn, (١)

چند ͷی f و g ≡ ١ که مͬ�کنیم فرض ابتدا مͬ�دهیم. قرار مطالعه مورد ،λ → ∞ که زمانͬ را

که مͬ�دهیم نشان بعداً باشند. مͬ�توانند هم صحیح غیر توانها باشد، مثبت ضرایب با جمله�ای

کرد فرضخواهیم (١) جواب وجود از اطمینان برای شویم. قائل باید نیز را محدودیتها از بعضͬ

حقیقͬ µ١, µ٢, · · · , µn آن در که باشد xµ١
١ +xµ٢

٢ + · · ·+xµn
n صورت به جملاتͬ شامل f که

هستند. مثبت

قرار مطالعه مورد زیادی مؤلفین بوسیلۀ آن، نوسانگر ارز هم شͺل و (١) نوع از انتگرالهای

های λ برای n = ١ حالت برای فرضیاتͬ تحت انتگرال این نمودن مشخص مسألۀ است. گرفته

ملاحظه�ای قابل طور به مسأله چندگانه، لاپلاس انتگرالهای برای است. شده شناخته خیلͬ بزرگ

f کلّͬ حالت برای مͬ�شود. مربوط وسیعͬ فرضیات تحت کیفͬ مشخصۀ به اکثراً و بوده مشͺل

اثبات به منجر ١٩٧۴ سال در [١٣] ١ مالͽرانژ توسط مطالعه هموار) g تحلیلͬ، و حقیقͬ f ) g و

تکین مانده�های از استفاده اساس بر اثبات است. شده I(λ) برای مجانبی بسط فرم ساختار قضیۀ

نیست. دسترس از دور آنها محاسبۀ که است مبدأ در f فاز تابع

تخمین شامل که است شده منجر بهتری نتیجۀ به ١٩٨٨ سال در ٢ آرنولد توسط اخیر مطالعۀ

تابع نیوتن نمودار تعریف (برای است f فاز تابع ٣ نیوتن نمودار از استفاده با پیشرو جملۀ مرتبۀ

١B. Malgrange
٢V. I. Arnold
٣Newton diagram



ز مقدمه

جبری توپولوژی روش اساس بر ایشان مطالعۀ اینکه خاطر به امˁا کنید). مراجعه ٣.١.١ بخش به

توسط مشابه مطالعۀ مͬ�دهد. دست به I(λ) بسط کلّͬ ساختار مورد در کمتری اطلاعات است،

کنترلͬ مقدار برحسب صحیح مرتبۀ و مجانبی بسط پیشرو جملۀ ،١٩٧٧ سال در [٢٢] ۴ واسیلو

نیست مناسب بالاتر مراتب تقریب آوردن بدست برای روش این امˁا مͬ�دهد بدست نیوتن ۵ نمودار

استنتاج برای زیادی تلاشهای کنید). مراجعه ٣.١.١ بخش به نمودار کنترلͬ مقدار تعریف (برای

مشهور تلاشهای از ͬͺی که است گرفته صورت نیوتن نمودار از استفاده با I(λ) مجانبی رفتار

نمودار صورتهای به توجˁه با آنها گرفته، صورت ١٩٨٩ سال در [٨] ٧ سارقوس و ۶ دنف بوسیلۀ

بردند. بالا مختلف متغیرهای تغییر با را منفردها دقّت اطراف، شیبهای و نیوتن

fs+ ≡ max(fs,٠) توزیع تابع روی قطبها مورد در بیشتر جزئیات همچنین اشخاص این

صورت به شده تعریف

ϕ→
∫
Rn

f s+(x١, · · · , xn)ϕ(x١, · · · , xn), ∀ϕ ∈ C∞٠ (Rn) ,

قطبها مͬ�باشد. Rn بˀعدی n فضای روی تست توابع مجموع C∞٠ (Rn) آن در که آوردند بدست

برای نتایج این داده�اند. ارائه شده، ظاهر fs+ مجانبهای در که نیوتن نمودار از صورت هر برای را

و ٩ وانگ را روش این بعد است. شده داده تعمیم ٨ ملین بوسیلۀ نوسانگر یا نمایی انتگرالهای

[۶] ١٢ گاوئو و ١١ دوستال بوسیلۀ بیشتری نظریات بردند. کار به ١٩٨١ سال در [٢۴] ١٠ مͺلور

ارائه مجانبی بسط نیوتن نمودار از صورت هر برای است. موجود بردند، کار به را آرگومان که

نکند. پیدا نوسان تابع که مضاربی با امˁا مͬ�دهیم

برای شده استفاده آرگومان که شد گرفته کار به گاوئو و دوستال توسط مقدماتͬ روش ͷی

منجر نیوتن نمودار یال هر برای نمود، خواهیم امتحان اینجا در که f جمله�ای چند فاز تابع تنظیم

۴V. A. Vasil’ev
۵Remotness
۶J. Denef
٧P. Sargos
٨Mellin
٩R. Wong
١٠J. P. McClure
١١M. Dostal
١٢B. Gaveau



س مقدمه

عملیات بازنگری از حاصل نمایی تابع انتگرالهای برحسب ضرایب امˁا مͬ�شود مجانبی تقریب به

است.

صورت این در گذارد کنار را f نمودار هندسͬ محتوای از استفاده که باشد مایل کسͬ اگر

تبدیل صورت به I(λ) مͺرر انتگرال نمایش با خلاصه، طور به است. محدود کاملا́ هنوز نتایج

و وانگ یا [٩] ١۴ کلین و ١٣ جان که همچنان کمتر بˀعد با انتگرالهای با لاپلاس تبدیل یا فوریه

با و کمتر بˀعد با انتگرالهای توسط شده تعریف مجانبی شͺل مͬ�توان دادند، انجام ،[٢۴] مͺلور

فاز تابع که زمانͬ روش این وجود، این با کرد. استنتاج آن مشابه بحثͬ یا واتسون لم کارگیری به

مͬ�شود. ناهنجار نباشد، مبدأ در ناتبهͽن ١۵ هیسان ماتریس دارای

تلاش و است f تابع تکینͬ به مربوط مشͺلات از کردن دوری مسئله، حل برای ما روش

با شیئ ͷی انتگرال توسط شده تعریف تابع ͷی انتگرالͬ تبدیل عنوان به را انتگرال که نمͬ�کنیم

شده ذکر روش در که بودن تحلیلͬ از ناشͬ مشͺلات با مͬ�توانیم حتͬ بدهیم. نمایش کمتر بˀعد

فاز، تابع ͷی نیوتن نمودار از بسیاری هندسͬ اطلاعات همچنین کنیم. دوری مͬ�شویم، مواجه

مسیر به توجه با را (١) از مجانبی بسط بعلاوه، کنیم. تهیه (١) مجانبی بسط آوردن بدست برای

نمودار از صورت هر برای یͷسری، شامل ترکیبی بسطهای و مͬ�دهیم توسعه نیوتن نمودار هندسۀ

مͬ��کنیم. پیدا I(λ) برای نیوتن،

دامنۀ از دیͽر جای هیچ در و مͬ�کنیم مبدأ در بحرانͬ نقطۀ ͷی داشتن به محدود را f فاز تابع

و بررسͬ در نقشͬ وجه هیچ به مبدأ در بحرانͬ نقطۀ باشد. نداشته بحرانͬ نقطۀ (١) انتگرالدۀ

ندارد. ما تحلیل

برای را مانده مقدماتͬ، ارزیابی تعدادی و فنّͬ اصطلاحات از کوتاه خلاصۀ ͷی ارائۀ از بعد

مͬ�بریم. کار به پایان�نامه این در تکراری ١۶ -بارنس ملین انتگرال از نمایشͬ تبدیل

١٣D. S. Jones
١۴M. Kline
١۵matrix hessian
١۶Mellin-Barnes



1 فصل
مقدماتی قضایاي و تعاریف

خواند، مͬ را آن که کسͬ هر که، بنویسم چنان کوشم مͬ من
کند پیدا را آن های سرچشمه و ببرد پی آن درونͬ معنای به بتواند

است. یافته را آن خودش گویا، که نحوی به

لایبنیتز ویلیام

مقدماتͬ تعاریف ١.١

o و O نمادهای ١.١.١

z → z٠ که وقتͬ حدشان و Dباشند دامنۀ روی z مختلط متغیر با توابعͬ g(z) و f(z) فرضکنیم

مͬ�کنیم. تعریف زیر صورت به را o و O نمادهای باشد. موجود D در

δ و K چون مثبتͬ ثابتهای هرگاه ،z → z٠ وقتͬ f(z) = O(g(z)) گوییم .١.١.١ تعریف

معادل: طور به یا .|f | ≤ K|g| باشیم، داشته ٠ < |z− z٠| < δ برای که طوری به باشند موجود

lim
z→z٠

f(z)

g(z)
= K ̸= ٠.

z که هنگامͬ |f | ≤ ϵ|g| ،ϵ > ٠ هر ازای به هرگاه ،z → z٠ وقتͬ f(z) = o(g(z)) گوییم

باشیم: داشته معادل طور به یا باشد. z٠ از ͷکوچ ͬͽهمسای- δ ͷی به متعلق

lim
z→z٠

f(z)

g(z)
= ٠.

مسائل در شود. نیز بینهایت برابر مͬ�تواند z٠ ،D بودن بی�کران صورت در که است واضح

که است واضح صورت این غیر در مͬ�شود، گرفته بینهایت یا صفر برابر اکثراً z٠ مجانبی آنالیز



٢ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .1 فصل

در g(z) اگر بیافتد. اتفاق ϵ = ١/(z − z٠) یا ϵ = z − z٠ متغیر تغییر با مͬ�تواند حالت این

آنگاه نشود صفر z٠ از سفته�ای ͬͽهمسای

.z → z٠ که وقتͬ است کراندار f/g که مͬ�دهد نتیجه f(z) = O(g(z))

.z → z٠ که وقتͬ f/g → ٠ که مͬ�دهد نتیجه f(z) = o(g(z))

صورت به را آن نمͬ�توان و است برقرار یͷطرف از تساوی f(z) = o(g(z)) در که کنید توجه

که تابعͬ نمایش برای o(١) معمولا˟ نیستند. معادل دو این عبارتͬ به داد تغییر o(f(z)) = g(z)

مͬ�رود. کار به است کراندار که تابعͬ نمایش برای O(١) و است صفر حد در

.z → z٠ وقتͬ f(z) = O(g(z)) آنگاه ،z → z٠ وقتͬ f(z) = o(g(z)) اگر که است واضح

مجانبی آنالیز در لذا مͬ�دهد، نظر مورد نقطۀ در تابع از دقیقͬ اطلاعات O مفهوم که آنجایی از امˁا

مͬ�دارد Oبیان مفهوم ،z → ٠ وقتͬ f(z) → ٠ اگر مثال برای است. مهمتر o مفهوم Oاز مفهوم

f(z) که مͬ�کند مشخص صرفاً o مفهوم که حالͬ در مͬ�کند میل صفر به سرعتͬ چه با f(z) که

مͬ�گیریم. نظر در را زیر مثال مطلب این شدن روشن برای مͬ�کند. میل صفر به

صفر به z٣ مثل دقیقاً sin z− z مͬ�گیریم نتیجه z → ٠ وقتͬ sin z = z+O(z٣) که این از

که مͬ�دهد نتیجه ،z → ٠ وقتͬ sin z = z + o(zn) ،n = ١,٢ برای که حالͬ در مͬ�کند میل

مͬ�کند. میل صفر به z٢ و z از سریعتر ترتیب به sin z − z

z٢ log z+z٣ = O(z٢ log z)مثال برای نیست، ساده توان از الزاماً یͷتابع مرتبۀ که کنیم توجه

مثال برای مͬ�کند. ایفا مجانبی آنالیز مرتبۀ روابط در مهمͬ بسیار نقش D دامنۀ .z → ٠ که وقتͬ

z برای لذا مͬ�شود کراندار ٣z و z توسط حقیقͬ های z ازای به f(z) = ٢z + z cos z تابع

نظر در z = iy رابطۀ با محض موهومͬ را z اگر اما .z → ∞ وقتͬ f(z) = O(z) داریم حقیقͬ

.f(z) = O(yey) مͬ�کند، میل بینهایت به z که وقتͬ آنگاه بͽیریم

است: برقرار زیر روابط x→ x٠ برای .٢.١.١ قضیه

o(f(x))∓ o(f(x)) = o(f(x)) الف)

O(cf(x)) = O(f(x)) و o(cf(x)) = o(f(x)), c ̸= ٠ اگر ب)

f(x).o(g(x)) = o(f(x)g(x)) ج)
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o(o(f(x))) = o(f(x)) د)
n∑

i=١
aifi = O(g) آنگاه |gi| ≤ |g| و fi = O(gi) باشیم داشته i = ١,٢, · · · , n برای اگر و ه)

ثابتͬ�اند. اعداد ها ai که
n∏

i=١
fi = O

(
n∏

i=١
gi

)
و

او̰ل. فصل [١۵] ک. ر. برهان.

لاپلاس تبدیل ٢.١.١

مسائل حل در فوریه انتگرال تبدیل به نسبت شاید که است انتگرالͬ تبدیل ͷی لاپلاس تبدیل

معمولͬ دیفرانسیل معادلات حل در ویژه به لاپلاس تبدیل باشد. داشته قرار دو̰م رتبۀ در ͬͺفیزی

است. فراوان کاربرد دارای مͬ�شوند، مطرح ͬͺترونیͺال مدارهای تحلیل و تجزیه در که

اشتباه لͬ مشتق با را آن نباید و مͬ�دهند نشان L با معمولا˟ هم را آن که طرفه ͷلاپلاسی تبدیل

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به t ≥ ٠ که f(t) برای گرفت،

L[f(t)](s) =
∫ ∞

٠
f(t)e−stdt.

ببینیم مͬ�خواهیم حال مͬ�شود. تبدیللاپلاسشناخته عنوان با که است چیزی آن عموماً تبدیل این

دارد. وجود تابع ͷی لاپلاس تبدیل شرایطͬ، چه تحت

در احتمالا˟ جز به f اگر مͬ�گوییم، پیوسته قطعه�ای [a, b] فاصلۀ بر را f تابع .٣.١.١ تعریف

ناپیوستگͬ، نقطۀ هر در و باشد پیوسته [a, b] از x١ < x٢ < · · · < xn مثل نقاط متناهͬ تعدادی

باشد. موجود آن راست و چپ حد

وجود M مانند مثبتͬ عدد آنگاه باشد، پیوسته قطعه�ای [a, b] بازۀ روی f(x) اگر شود توجه

داریم: [a, b] به متعلق x هر ازای به که طوری به دارد

|f(x)| ≤M

است. کراندار [a, b] بر f(x) دیͽر عبارت به
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هر ازای به و باشند پیوسته قطعه�ای [a, b] فاصلۀ بر g(x) و f(x) توابع کنیم فرض .۴.١.١ قضیه

آنگاه باشد همͽرا
∫∞
a g(x)dx اگر صورت این در |f(x)| ≤ g(x) باشیم: داشته [a, b] به متعلق x

همͽراست. نیز
∫∞
a f(x)dx

. ١.۶ قضیۀ [٣] ک. ر. برهان.

مͬ�کند. بیان را باشد نمایی مرتبۀ از f که وقتͬ را f لاپلاس تبدیل وجود زیر قضیۀ

و باشد پیوسته قطعه�ای b > ٠ ازای به [٠, b] صورت به بازه هر بر f کنیم فرض .۵.١.١ قضیه

به حداقل f لاپلاس تبدیل صورت این در f(x) = O[eax] باشیم داشته a چون ثابتͬ هر برای

دارد. وجود s > a ازای

. ٢.۶ قضیۀ [٣] ک. ر. برهان.

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به معمولا˟ که داریم نیز دیͽر طرفۀ دو لاپلاس تبدیل ͷی

L٢[f(t)](s) =
∫ ∞
−∞

f(t)e−stdt.

و f(x) = O[eax] و باشد پیوسته قطعه�ای [٠, c] بر f(x) تابع مͬ�کنیم فرض .۶.١.١ قضیه

. lim
s→∞

F (s) = ٠ آنگاه L{f(x)} = F (s)

. ۴.۶ قضیۀ [٣] ک. ر. برهان.

f(x) تابع لاپلاس تبدیل F (s) تابع اینکه برای لازم شرط است، واضح قضیه این به توجه با

داشت نخواهد وجود f(x) مانند تابعͬ صورت این غیر در lim
s→∞

F (s) = ٠ که است آن باشد،

باشد. آن لاپلاس تبدیل F (s) که

به F (s) ،s → ∞ که وقتͬ و باشد شده تعریف [٠,∞) بازۀ بر f(x) تابع کنیم فرض

صورت به را مͬ�گوییم F معکوس تبدیل آن به که f مانند تابعͬ صورت این در کند، میل صفر

مͬ�دهیم. نمایش f = L−١{F}
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نیوتن نمودار ٣.١.١

١ مͺلورن سری با f تحلیلͬ تابع

f(x, y) =
∑

m,n=٠
amnx

myn

به مͺلورن سری با منظم، جفتهای دستگاه بوسیلۀ را f(x, y) نیوتن نمودار مͬ�گیریم. نظر در را

مͬ�کنیم. تعریف {(m,n) : amn ̸= ٠, m, nεZ+}صورت

که کنید توجه است: زیر صورت به ٢x۵ + x٣y٢ + xy٢ +٣y۵ نیوتن نمودار مثال عنوان به

٢x۵ + x٣y٢ + xy٢ + ٣y۵ برای نیوتن نمودار :١.١ شͺل

گوییم. نیوتن نمودار را آمده بوجود ضلعͬ چند مͬ�گیریم. نظر در او̰ل ربع در را نمودار

گوییم. درونͬ نقاط {(m,n) : amn ̸= ٠, m, n ̸= ٠} نقاط .٧.١.١ تعریف

صورت به را f مͺلورن سری بسط اگر .٨.١.١ تعریف

am٠x
µ +

∑
m,n>٠

amnx
myn + a٠ny

ν ,

گوییم. ٢ پشتͬ یال مͬ�کند، وصل هم به را (٠, ν) و (µ,٠) نقاط که خطͬ بͽیریم، نظر در

١Maclurin Series
٢Back face
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همچنین و باشند پشتͬ یال زیر اگر ،{(m,n) : amn ̸= ٠, m, n ̸= ٠} نقاط .٩.١.١ تعریف

گوییم. نیوتن نمودار رئوس را نقاط این کنند، ایجاد نیوتن نمودار در محدّب ساختاری

او̰لین (d, d) اگر بͽیریم، نظر در e = جهت(١,١) با را مبدأ از گذرنده خط اگر تعریف١٠.١.١.

گوییم. نمودار کنترلͬ مقدار را −١/d باشد، نمودار با خط برخورد نقطۀ

مانده و گورسا - کوشͬ قضایای و کوشͬ انتگرال فرمول ۴.١.١

گرفته مثبت جهت در که C بسته سادۀ مسیر روی و درون جا همه f کنید فرض .١١.١.١ قضیه

آنگاه باشد، C درون دلخواهͬ نقطۀ z اگر باشد. تحلیلͬ است، شده

f(z) =
١

٢πi

∫
C

f(w)

w − z
dw.

. ٧.٢ قضیۀ [٢۶] ر.ک. برهان.

کوشͬ انتگرال فرمول تعمیم

u مؤلفه�ای توابع آنگاه باشد تحلیلͬ z = x + iy نقطۀ در f(z) = u(x, y) + iv(x, y) تابع اگر

مرتبه�اند. هر از پیوسته جزئͬ مشتقات دارای نقطه، این در v و

داد: نمایش زیر صورت به را f(z) تابع ام n مشتق مͬ�توان ریاضͬ استقرای از استفاده با

f (n)(z) =
n!

٢πi

∫
C

f(w)

(w − z)n+١dw, n = ٠,١,٢, · · ·

مثبت، جهت با C بسته سادۀ مسیر روی و درون f و است C درون مشخصͬ نقطۀ z آن در که

است. موسوم کوشͬ انتگرال فرمول تعمیم به و است تحلیلͬ

گورسا - کوشͬ قضیۀ

آنگاه باشد، تحلیلͬ C بسته سادۀ مسیر روی و درون نقاط همۀ در f تابع اگر .١٢.١.١ ∫قضیه
C
f(z)dz = ٠


