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 اظهارنامه
 دانشگاه فردوسي مهندسي دانشكده هوا فضا وره كارشناسي ارشد رشته دانشجوي د امين حبيبي اينجانب

 در يك الگوريتم فشار مبنا WENO با ضرايب وزني كاربرد روش ذاتاً بدون نوسان مشهد نويسنده پايان نامه
 : شوم متعهد مي دكتر محمد حسن جوارشكيان تحت راهنمايي

 . ده است و از صحت و اصالت برخوردار است تحقيقات در اين پايان نامه توسط اينجانب انجام ش •
 . در استفاده از نتايج پژوهشهاي محققان ديگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است •
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 . به چاپ خواهد رسيد » Mashhad Ferdowsi University of « و يا » دانشگاه فردوسي مشهد
 اند در مقالات حقوق معنوي تمام افرادي كه در به دست آمدن نتايج اصلي پايان نامه تأثيرگذار بوده •

 . مه رعايت شده است مستخرج از  پايان نا
 استفاده شده است ) يا بافتهاي آنها ( در كليه مراحل انجام اين پايان نامه، در مواردي كه از موجود زنده •

 . ضوابط و اصول اخلاقي رعايت شده است
 در كليه مراحل انجام اين پايان نامه، در مواردي كه به حوزه اطلاعات شخصي افراد دسترسي يافته يا •

 . ت، اصل رازداري، ضوابط و اصول اخلاق انساني رعايت شده است استفاده شده اس

 امضاي دانشجو اريخ ت
 امين حبيبي ۹۰ / ۰۷ / ۳۰

 مالكيت نتايج و حق نشر
 اي، نرم افزارهـا و مقالات مستخرج، كتاب، برنامه هاي رايانه ( كليه حقوق معنوي اين اثر و محصولات آن •

 اين مطلب بايد بـه نحـو مقتضـي در . د باش متعلق به دانشگاه فردوسي مشهد مي ) تجهيزات ساخته شده
 . توليدات علمي مربوطه ذكر شود

 . باشد استفاده از اطلاعات و نتايج موجود در پايان نامه بدون ذكر مرجع مجاز نمي •
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In  computational  fluid  dynamics  (CFD),  great  research  efforts  have  been  devoted  to  the 
development of accurate and efficient numerical algorithms suitable for solving flow in  the 
various  Reynolds  and  Mach  number  regimes.  There  are  indeed  two  pressure  and  density 
based  algorithms.  In  pressure  based  algorithms,  pressure  is  used  as  a  working  variable. 
Unlike density  variations  in  lower Mach  numbers, which  are very  low,  Pressure  variations 
are remarkable. Thus, this method can be used in all desired Mach numbers. 

The main purpose of this thesis is the development of methods for computation of flows 
at  all  Mach  numbers  by  extending  the  pressurecorrection  formulation  to  ensure  shock 
capturing properties. But this approach used up to now has also problems. The main problem 
of  this  procedure  in  PISO,  SIMPLE,  etc.  algorithms  is  their  elliptic  equation  for  pressure. 
This property is caused the propagation of results in higher Mach Numbers which the flows 
have the hyperbolic property. 

In  this  thesis,  this problem as  the main disadvantage of  the pressurebased method has 
been solved.  The characteristic Variables, together with use of a Riemann solver, which is 
proposed  in  this  thesis,  are  used.  The    Weighted  Essentially  Nonoscillating  (WENO) 
scheme  is  extended  to  the  computation  of  transient  flows  in  pressurebased  method.  A 
scheme base on Weighted Essentially NonOscillating (WENO) has been developed into an 
implicit  finite  volume  procedure.  To  achieve  higher  accuracies  in  convection  fluxes,  the 
higher order interpolations are used. Higher interpolations without boundedness criteria are 
producing  oscillations  in  discontinuities,  but  the  WENO  scheme  has  the  boundedness 
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 فصل اول

بررسي منابع



 ار مبنا ش در يك الگوريتم ف WENO برد روش كار ۲

 مقدمه - ۱ - ۱

 ل و پديده هاي همراه آن را توصيف مي كننـد بـيش از يـك معادلات ديفرانسيلي كه حركت سيا

 جريان هاي سيالات كـه اغلـب بـا انتقـال حـرارت و گـاهي بـا واكـنش . قرن است كه بدست آمده اند

 در حالي كه فقـط بـراي جريانهـاي آرام در . در مهندسي اهميت زيادي دارند ، شيميايي توأم مي باشند

 . مي تـوان حلـي تحليلـي پيـدا كـرد و مواردي از اين قبيل ... ) انالها و لوله، ك ( اشكال ساده مـثل  لوله

 براي جريانهاي پيچيده تر مهندسان تـا چنـد دهـة قبـل منحصـراً روي اطلاعـات آزمايشـگاهي تكيـه

 داشــتند، ولــي جمــع آوري اطلاعــات تجربــي نــه فقــط ســخت و زمــان بر،كــه بســيار گــران قيمــت

 بـه . گيـري و مشـاهده اي وجـود دارد ي مانند خطاهاي اندازه خطاهاي همچنين در طول آزمايش . است

 عنوان نمونه در آزمايشات تونل باد، براي ايجاد جريان توربولانس در عدد رينولـدز بحرانـي مـورد نظـر

 از سوي ديگر با ظهور كامپيوتر امكان حل عددي جريـان هـاي پيچيـده . ] ۱ [ مقداري خطا وجود دارد

 بـا افـزايش سـرعت و ظرفيـت . مسـائل مربوطـه ايجـاد شـد اي بررسـي مينة ديگري بـر ز فراهم شد و

 كامپيوترها اين بخش پيشرفت قابل توجهي كرده و امروزه به عنوان ابـزاري قـوي در كنـار روش هـاي

 در اين حالت، معادلات ديفرانسيل حاكم بر جريان سـيال بـه روش اجـزاء . آزمايشگاهي به كار مي رود

 . گسسته و حل مي شوند ... حدود و محدود، حجم محدود، تفاضل م

 . در حالت كلي براي فشار معادله اي وجود ندارد . اولين مشكل در حل معادلات جريان، فشار است

 مـي تـوان از ) يا به عبارتي جريان تـراكم پـذير ( دارند ۰ / ۳ براي سيالات تراكم پذير كه عدد ماخ بالاي

 امـا در . ها ارتباط داد و معادله اي براي فشـار بدسـت آورد طريق معادلات حالت فشار را به ديگر متغير

 در اين جريان ها بـه طـور غيـر مسـتقيم، فشـار از . جريان هاي غير قابل تراكم اين امكان وجود ندارد

 ابع جريـان، تـابع روشـهايي از قبيـل تـ . طريق معادله پيوستگي به سيستم معادلات مرتبط مـي شـود

 قريباً در همة روش هاي عددي براي حـل مشـكل فشـار مـي تـوان بـه ورتيسيتي و معادله پوآسن را ت

همچنـين كـار محاسـباتي . اما اين روش هـا كلـي نبـوده و داراي محـدوديت هـايي هسـتند . كار برد



 ار مبنا ش در يك الگوريتم ف WENO برد روش كار ۳

 يكي از مشكلاتي كه در ارتباط دادن فشـار بـه معادلـة پيوسـتگي وجـود دارد . اضافه اي را مي طلبند

 در روش اجـزاء ). nonstaggered ( بـرداري در يـك محـل اسـت ذخيره كردن متغيرهاي اسـكالر و

 محدود از نظر رياضي اثبات مي شود كه مرتبه درون يابي فشار بايد يك درجه از ساير متغيرهـا كمتـر

 در نتيجه نمـي تـوان از همـان گـره هـايي كـه بـراي سـرعت اسـتفاده مـي شـود بـراي فشـار . باشد

 ) staggered ( ه كـردن فشـار، در گـره هـاي مجـزا از سـرعت اين مشكل با ذخيـر . ] ۲ [ استفاده كرد

 شبكه جابجا شده نيست بلكـه متغيرهـا staggered در اجزاء محدود منظور از . ( ] ۳ [ برطرف مي شود

 در گره هاي متفاوتي ذخيره مي شوند براي مثال براي يك المان مربعي ساده، سرعت در گوشـه هـاي

 در روش حجـم محـدود نيـز ايـن عمـل باعـث ايجـاد .) شـود المان و فشار در مركز المان ذخيره مـي

 در روش حجم محدود اين مشكل با اسـتفاده از شـبكه جابجـا . ] ۴ [ هاي فشاري موجي مي شود ميدان

 اسـتفاده . بر طرف مي گردد كه در آن متغيرهاي فشار و سرعت جدا از هم هستند ) staggered ( شده

 مشكل شـبكه هـم محـل را . ثل اعمال شرايط مرزي است از شبكه جابجا شده داراي پيچيدگي هايي م

 در روش اجـزاء محـدود از روش پنـالتي فشـار را از معـادلات . مي توان با روش هاي ديگر برطرف كرد

 فشـار ] ۵ [ ) Chow ( و چو ) Rhie ( در روش حجم محدود با استفاده از روش رو . ] ۳ [ حذف مي كنند

 در كار حاضر كـه در . ميدان فشاري موجي حل مي شود به سرعت ارتباط داده مي شود و مشكل ايجاد

 و ) يا متغيرهاي ريمـان ( شبكه هم محل انجام شده ارتباط سرعت و فشار از طريق متغيرهاي مشخصه

 . حل مسئله ريمان انجام شده كه در فصل دوم توضيح داده خواهد شد

 ي روي وجـوه سـلول بـا دومين مشكل اصلي در گسسته سازي معادلات، تخمين جملات جابجـاي

 . در اين راستا بايد با دقت كافي، جمـلات جابجـايي را محاسـبه كـرد . استفاده از گره هاي مجاور است

 روش هاي بـا دقـت مرتبـه اول نتـايج غيـر . علاوه بر اين پايداري عددي با بالا رفتن دقت كاهش نيابد

 طرفـي روشـهاي مرتبـه بـالا اگـر از . دقيقي را درگراديان هاي شديد به دليل پخش عددي مي دهنـد

 خاصيت محدود كنندگي نداشته باشند ممكن است نوسانات غير فيزيكي در گراديان هاي شديد ايجاد

در دو دهة اخير براي مسائل تراكم پذير كه شامل ناپيوستگي هايي مثل موج ضربه اي هسـتند . نمايند
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 حجـم محـدود و تفاضـل محـدود ايجـاد و روش هاي دقت بالايي بر پاية حل ريمان ارائه شده كـه در

 . اين روش ها در اجزاء محدود كمتر توسعه داده شده اند . توسعه داده شده اند

 تحميل خواص  محدود كنندگي به اين روشها منجر به توليد روشهاي دقت بـالا مـي شـود كـه نتـايج

 ايـن روشـهاي . ي دهنـد خوبي را در گراديان هاي شديد و امواج ضربه اي، بدون توليد نوسان ارائـه مـ

 : محدود كننده عبارت است از

 (TVD) روش كاهش تغييرات كل ) ۱

 كـه از نمـوداري تحـت عنـوان نمـودار متغيـر (NVF) روش فرمولاسيون متغير بي بعد شده ) ۲

 . استفاده مي كند (NVD) بي بعد شده

 . (ENO) روش ذاتاً غير نوساني ) ۳

 (WENO) . روش ذاتاً غير نوساني با ضرايب وزني ) ۴

 هرچنـد ( براساس متغير هاي مشخصه بنا شده اسـت WENO و ENO و TVD از روش هاي بالا

 ). در متغير هاي اوليه و بقايي نيز قابل كاربرد است

 براي كنترل ترمهاي جابجايي در روش حجم محدود در يـك الگـوريتم WENO در اين مطالعه روش

 هاي غير پايا و رژيم تراكم پـذير بـا نتـايج دقيـق ايج آن در جريان نت و توسعه داده مي شود فشار مبنا

 . تحليلي مقايسه خواهد شد

 پيشينه پژوهش - ۲ - ۱

 دهه گذشته به علت توسعه در تكنولوژي كامپيوتر تعدادي شاخه جديد در علوم مهندسـي طول سه در

 ن اسـت كـه در ايـ (CFD) يكي از اين شاخه هاي جديد ديناميك سيالات محاسـباتي . ظاهر شده اند

 سختي، زمانبري و گران بـودن اطلاعـات تجربـي و آزمايشـگاهي در . دوران پيشرفت زيادي كرده است

 مطالعه جريان سيال و توجه به اين واقعيت كه كامپيوترها در انجام تعداد عمليات در ثانيـه سـريع تـر

جريـان  از تحليل شده اند و ظرفيت ذخيره سازي اطلاعات آنها در حال افزايش است، موجب شده كه
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 ولي اساساً در حـل مسـايل جريـان سـيال . طريق  ديناميك سيالات محاسباتي مورد مطالعه قرار گيرد

 سه مشكل اصلي كه بايد بـر آنهـا غلبـه شـود . هنوز با دشواري هايي براي تحليل عددي مواجه هستند

 : عبارتند از

 پيچيدگي فيزيك جريان ) ۱

 پيچيدگي هندسه جريان ) ۲

 . ي و اقتصادي بودن روش هاي حل عددي حدود دقت، پايدار ) ۳

 حتي در شـرايطي كـه مـرز مسـأله مسـتقل از زمـان . اكثر جريانهاي واقعي غير پايا و متلاطم هستند

 است، اغتشاشات به وجود آمده توسط منابع متلاطم بـراي تحليـل، احتيـاج بـه معـادلات سـه بعـدي

 مـل كـه ا بر توسعه يك روش حل عـددي ك وابسته به زمان دارند كه بايد حل شوند و در مجموع هدف

 . ت كاربرد در يك دامنه وسيعي را داشته باشد متمركز است ي قابل

 دقت عموماً . از معيارهاي يك روش عددي، دقت، پايداري و اقتصادي بودن محاسبات عددي است

 : با رعايت موارد زير افزايش مي يابد

 . بكه عددي استفاده از گره هاي محاسباتي بيشتر در ش ) ۱

 . استفاده از فرمول درون يابي با دقت مرتبه بالاتر ) ۲

 . كنترل بعضي از خواص شبكه، به طور مثال درجه و صف بندي شبكه و خطوط شبكه ) ۳

 از طرفـي بـراي بهبـود . اما انجام هر كدام از روش هاي بالا باعث افزايش هزينة محاسباتي خواهد شـد

 . تحقيقات وسيعي انجام مي شود روش هاي موجود در هر سه زمينة بالا

 در اين راستا روش هاي مختلف عددي ايجاد و توسعه داده شده اند، بخش بزرگ و مهمـي از ايـن

 فرم كلي اين روش براي معادلات ناوير اسـتوكس بـه صـورت . روش ها، روش باقيمانده هاي وزني است

 . زير است
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 : تانسور تنش است كه براي سيال نيوتني به صورت زير است ij σ نيروي حجمي و i B آن كه در
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 براي نمونـه . شكل هاي متفاوتي از روش هاي عددي حاصل مي شود W بر اساس تابع ) ۱ - ۱ ( در رابطة

 برابــر W ، روش اجـزاء محـدود گلـركين، و اگـر تـابع = N W خـاب كنـيم، را تـابع شـكل انت W اگـر

 ) ( ، انتخاب شود، روش حجم محـدود و اگـر تـابع دلتـاي دراك، W = 1 واحد، 0 x x W  r r 
− = δ انتخـاب ، 

 . شود روش نقاط محدود حاصل مي شود

 در كـار . ارضاء بقاء شده و اين مزيتي بـراي روش حجـم محـدود مـي باشـد باعث W = 1 انتخاب

ــت ــده اس ــتفاده ش ــدود اس ــم مح ــر از روش حج ــددي . حاض ــهاي ع ــم در روش ــات مه ــي از نك  يك

 فـوق ساده تـرين روش . مي باشد برون يابي مقادير متغيرها در مكانهايي كه محاسبه نشده اند درون يا

 . مي باشد كه اين روش داراي پخش عددي بالايي مـي باشـد ) Upwind ( اختلاف مرتبه اول بالادست

ــد ــا كــاهش پخــش عــددي روش هــايي ماننــد هيبري ــراي اصــلاح ي ــواني ) HYBRID ( ب ــانون ت  و ق

) POWERLAW ( هر چند پايداري عددي بالايي در ايـن روشـها وجـود دارد ]. ۶ [ و ] ۴ [ ارائه شد 

 روش . ون يابي مرتبه بالاتر مورد نياز اسـت بنابراين روشهاي در . ولي پخش عددي زيادي ديده مي شود

QUICK با دقت مرتبه سوم  توسط لئونارد بوسيله دو نقطه بالادست و يك نقطه پايين دست بدست 

 بـه نقـل از مرجـع [ روش مرتبه سوم ديگر توسط آگاروال ارائـه شـد . ] ۷ به نقل از مرجع شماره [ آمد

 ]. ۸ شماره

 روش كار مي كنند و به طور كلي نتايج دقيق تري نسبت به نتـايج اين روشها در محدوده وسيعي

 پكلـت اختلاف بالا دست مرتبه اول معمولي دارند، امـا چـون محـدود نشـده انـد در زمـاني كـه عـدد

نوسانات غير فيزيكي در حوزه حل در محل هـايي كـه . شبكه بزرگ است ) نسبت جابجايي به پخش (
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 اين بدان معنا است كه اين روشها فاقد محدود كننـدگي و پايـداري . د گراديان بالا است ايجاد مي كنن

 . هستند

 در برخورد با گراديان هاي شديد، براي جلوگيري از  نوسـانات در روش هـاي مرتبـة بـالا، يـك سـري

 : تكنيك هاي جديد معرفي شده اند كه عموماً به دو دسته طبقه بندي مي شوند كه عبارتند از

 ). Artificial Viscosity ( نوعي روش ويسكوزيته مص - ۱

 . روش هاي محدودكننده - ۲

 . كه روش مورد استفاده در اين تحقيق از نوع دوم است

 يكـي از ، در روش ويسكوزيتة مصنوعي، يك شار ضـد پخشـي بـه شـار عـددي اضـافه مـي شـود

 مرتبه اول به شـار راه هاي اعمال اين شار ضد پخشي اضافه نمودن درصدي از اختلاف شار مرتبه بالا و

 ولي اين روش ها به هنگام شبيه سازي گراديان هاي شديد، مقـداري پخـش عـددي . عددي مي باشد

 . توليد مي كنند

 راه بهتر بدست آوردن جوابهاي مطلوب استفاده از روشهايي است كه خاصيت محدود كنندگي

 شارهاي عددي در سطح , اين روشها در . دارند و مي توانند از نوسانهاي غير فيزيكي جلوگيري كنند

 ورودي به سلول محاسباتي را با به كار بردن يك محدود كننده شار كه مقداري محدوديت ايجاد

 از جمله روشهايي كه براي محدود كردن شار استفاده مي شود روش كاهش . مي كند، اصلاح مي كنند

 و ENO وش هاي ذاتاً غير نوساني و ر (NVD) و روش نمودار متغير بي بعد (TVD) تغييرات كل

WENO مي باشد . 

 از روش هاي مهمي بود كه اولـين CBC روش نمودار متغير بي بعد شده و معيار محدودكنندگي

 بار توسط لئونارد و گسكل و لو براي جريان هاي پايدار و بعـد هـا توسـط لئونـارد بـراي جريـان هـاي

 اين روش شامل تغيير روش درونيـابي در ناحيـه حـل بـر . ] ۷ ماره به نقل از مرجع ش [ ناپايدار ارائه شد

در اين روش در گراديان هاي شديد از درون يابي هـاي مرتبـة اول . اساس متغير هاي بي بعد مي باشد
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 اين روش در متغيـر هـاي اوليـه و . و در نواحي ديگر از روش هاي درونيابي مرتبة بالا استفاده مي شود

 باعث كاهش پايـداري ايـن روش ) يا گسسته سازي ( استفاده از دو نوع درونيابي . بقايي به كار مي رود

 . مي شود

 ايـن روش، در . ارائـه شـد ] Harten ( ] ۹ ( اولين بار توسط هارتن (TVD) روش كاهش تغييرات كل

 . ] ۱۰ به نقل از مرجـع [ الگوريتم هاي چگالي  مبنا كه براي جريانهاي تراكم پذير است ارائه شده است

 در روش كـاهش . در الگوريتم فشار مبنا گسـترش داده شـد ] ۱۱ [ و بعدها توسط عيسي و جوارشكيان

 در گراديان هاي شديد دقت درون يـابي بـراي جلـوگيري از نوسـان بـه مرتبـة اول (TVD) تغييركل

 ر ايـن د . در واقع در نواحي گراديان شديد از درون يابي مرتبة بالا اسـتفاده نمـي شـود . كاهش مي يابد

 اين محدوديت بوسـيلة محـدود كننـده هـايي مثـل محـدود . روش نوع گسسته سازي تغيير نمي كند

 . اعمال مي شود harmod يا minmod كننده

 كـه در TVD و NVD بـر خـلاف روشـهاي WENO و ENO ذاتاً غيـر نوسـاني هاي روش در

 ول تغيير مي كند، در ناپيوستگي هـا هـم ناپيوستگي ها، روشهاي درون يابي مرتبه بالا به روش مرتبه ا

 نيز داراي خاصـيت WENO و ENO روش هاي . از روشهاي درون يابي مرتبه بالا استفاده مي كنند

 با جزئيـات كـاربرد آن در فصـل دوم توضـيح داده ها روش اين . باشند مي ) TVD ( كاهش تغييرات كل

 : ا مي توان به اين صورت بيان كرد انجام شده ر ها روش كارهاي برجسته اي كه در اين . خواهد شد

 روش هاي دقت مرتبة بالا ] ۱۴ [ و ] ۱۳ [ ، ] ۱۲ [ و همكارانش (Harten) هارتن ۱۹۸۷ در سال

 و دقت TVD را ارائه دادند، كه در اين مقاله ها خاصيت ENO و UNO يكنواخت بدون نوسان،

 ادلات اسكالر بقايي و معادلات اولر در يكنواخت در همة ناحية حل با مرتبة بالا اثبات و  براي حل مع

 و در ۲ مرتبة ENO روش ] ۱۵ [ (Yang) يانگ ۱۹۹۰ در سال . حالت چگالي مبنا ارائه شده است

 Splitting) را با استفاده از جداسازي فلاكس ها ۳ مرتبة ۱۶ [ ENO [ (Yang) يانگ ۱۹۹۱ سال

Flux) ليو ۱۹۹۴ در سال . داد براي حل معادلات اولر در چگالي مبنا مورد استفاده قرار (Lio) و
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 مقداري متفاوت بود و از ENO را كه در نحوة محاسبه گراديان ها با WENO روش ] ۱۷ [ همكاران

 و ) Pereira ( پريرا ۱۹۹۶ در سال . مقادير وزني استفاده مي كرد در روش چگالي مبنا ارائه دادند

 بنا براي جريان هاي دائم توسعه را در يك الگوريتم فشار م Kobyashi ( ] ۱۸ [ ، ENO ( كبياشي

 . را ارائه دادند ENOPade روش ] Huang ( ] ۱۹ ( و هانگ ) (Wang وانگ ۲۰۰۲ در سال . دادند

 POWER روش ] ۲۰ [ (Maquina) و ماكينا (Serna) سرنا ۲۰۰۳ در سال ENO كه در 

 ش چگالي مبنا متفاوت بود با ارائه محدود كننده جديد در رو مقداري ENO با ها محاسبه  گراديان

 . ارائه دادند

WENO يـن انگ ي . به كار گرفته شده است ت ي با موفق ك ي نام ي رود ي در آ راً ي است و اخ ي د ي روش جد ، 

 بـال ك يـ ي از اعـداد مـاخ بـر رو ي ع ي را در گسـتره وسـ ي اولر سه بعد ان ي جر ۲۰۰۲ در سال نگ ي و چ

 خـوب ، و يـي مگرا را در داشتن ه WENO و عملكرد كردند ي ساز ه ي شب WENO به كمك ي متناه

 ي سـاز ه ي شـب ۲۰۰۵ و همكارانش در سال ولف ]. ۲۱ [ گزارش كردند ر ي ، دقت بالا چشمگ ل حا ن ي در ع

 و ENO روش با هـر دو RAE2822 را بر روي ايرفويل فوق بحراني ر ي تراكم پذ ك ي نام ي رود ي آ ان ي جر

WENO سازمان انجام دادند وگـزارش كردنـد كـه ي شبكه ب ك ي در حالت حجم محدود و WENO 

 و كـف ي چن وت ي كل ]. ۲۲ [ است ده بخش بو ت ي هم رضا ENO بهتر عمل كرده است هرچند كه عملكرد

 فوق ل ي رفو ي حول ا ا ي ناپا ي گذر صوت ان ي جر ي ساز ه ي شب ي را برا WENO روش ۲۰۰۶ بالمان در سال

 . ] ۲۳ [ را گزارش كردند ي مطلوب ج ي به كار بردند و نتا BAC311 بحراني

 ا يـ لـزج و پا ي هـا ان ي از جر ي ع ي دسته وس ي را برا WENO روش ۲۰۰۹ در سال انگ ي و ن ي ، ل هوانگ

 و بـا مـدل ه يـ اول ي رهـا يي متغ ي بـرا را اسـتوكس - ر ي امتحان كردند كه معادله ناو S809 ل ي رفو ي ا ي رو

 ي گـذر صـوت ي سه بعـد ان ي همچنين جر . كرد ي حل م ي معادله ا ك آلماراس ي – اسپالارت ي توربولنس

را مـورد HB2 مـدل ي بـر رو ي ابـر صـوت ان ي جر ن ي و همچن ONERAM6 ي بال متناه ي لزج رو


