
 

 

 

 

  

  

  :عنوان پايان نامه

  

  قضاياي حدي براي متغيرهاي تصادفي فازي

  

  ارائه شده جهت اخذ مدرك كارشناسي ارشد در رشته آمار گرايش رياضي

  

  :اساتيد راهنما
  

  دكتر حميدرضا نيلي ثاني
  

  محمد قاسم اكبريدكتر 

  

  :استاد مشاور
  

  ربيعياميد دكتر 
  

  : نگارش

 مسعود عبدالهي

 

  90تابستان 

  دانشگاه بيرجند

  دانشكده علوم

 گروه آمار
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كليه مزايا اعم از چاپ و تكثير، نسخه برداري، 

از پايان نامه كارشناسي ارشد براي ... ترجمه، اقتباس و 

نقل مطالب با ذكر منبع . باشددانشگاه بيرجند محفوظ مي

  .بلامانع است
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  تقدیم به

  همسر صبور، قانع و مهربانم

  پدر و مادر مهربان و بزرگوارم

  همواره مشوقم در دوران تحصيل بوده اند و تمام كساني كه
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  تقدير و تشكر

   

حمد و سپاس به درگاه ايزد منّان، كه از عنايتش پدري عزيز و مادري مهربان به من ارزاني فرمود 

گاري كه از رحمت خويش و بركت وجودي اين دو عزيز نعمت دكه شكر ايشان به زبان برنيايد، پرور

  .بهره مندي از محضر اساتيد گرانقدر دانشگاه بيرجند را به من عطا نمودعلم آموزي و توفيق 

آقاي  ايان خود را تقديم اساتيد بزرگوارم آقاي دكتر حميد رضا نيلي ثاني،پسپاس و تقدير بي 

در  انبزرگوار ايم كه بدون نظارت صبورانه ايننممي و آقاي دكتر اميد ربيعي دكتر محمد قاسم اكبري

  .كن بودغير ممبه پايان رساندن دوره  ،ف تحقيق و تدوين پايان نامهمراحل مختل

ان نامه را بر كه داوري پاي از اساتيد محترم جناب آقاي دكتر محمد اميني و آقاي دكتر محسن عارفي

   .ارمعهده داشتند سپاسگز

اين راه بوده  از همسر مهربانم كه در تمامي لحظات، حمايتهاي بيدريغ او همراه مطمئن من در پيمودن

  .متشكرم است

شايسته است فرصت غنيمت شمرده و از تمامي مسئولين و كاركنان محترم دانشگاه بيرجند همچنين 

دوستان گرامي و عزيزي كه مرا با راهنمايي ها و رهنمود هاي خود مورد لطف قرار دادند، كمال تشكر را 

                                                                                        .داشته باشم

  مسعود  عبدالهي                                                                                                 

  1390 تابستان                                                                                                                                                                           
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  چكيده

ران نظبسياري از صاحباخير مورد توجه قضاياي حدي براي متغيرهاي تصادفي فازي در قرن 

-مورد نياز در ساير فصول مطرح مينامه نخست تعاريف و مفاهيم پايه در اين پايان. قرار گرفته است

غيرهاي تصادفي فازي بيان ويژه قضيه همگرايي مغلوب براي مته در فصل دوم انواع همگرايي و ب. گردد

ن قوي و ضعيف اعداد بزرگ براي قواني به بررسي و چهارم به ترتيب سوم هايدر فصل سپس .شوندمي

هاي پنجم و ششم به ترتيب قوانين قوي همچنين در فصل .پردازيممجموع متغيرهاي تصادفي فازي مي

وزني متغيرهاي تصادفي مستقل همسطح فازي و متغيرهاي تصادفي  هاياعداد بزرگ براي مجموع

  .دهيممورد مطالعه قرار ميرا  هاي متنوعي از اوزانتحت دسته وابسته منفي همسطح فازي
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  پيشگفتار

مفهوم متغيرهاي تصادفي فازي به عنوان تعميم طبيعي از مجموعه هاي فازي به منظور نشان دادن         

 هايتصادفي و داده هاي فازي براي اولين بار توسط واكرناك در سالروابط بين برآمدهاي يك آزمايش 

از آن به بعد محققان زيادي كم و بيش به اين موضوع پرداخته، كه سرانجام . معرفي شد 1979و  1978

با تعريف كمي متفاوت با تعريف واكرناك، تعريفي را ارائه كردند كه  1986پوري و رالسكو در سال 

  .مبناي بيشتر مطالعات بعدي شد

 )ب.ا.ق( اعداد بزرگ ر عام و قوانيناي تصادفي فازي بطوقضاياي حدي براي متغيرهاز آنجا كه         

باشند، بسياري از صاحبنظران به تعميم و هاي اساسي در استنباط آماري مييكي از پايه به طور خاص

  .ب براي متغيرهاي تصادفي فازي اهتمام ورزيدند.ا.اثبات ق

مفهوم متغيرهاي تصادفي مستقل همسطح و همتوزيع همسطح فازي را ارائه نمود و  )1998(كيم         

-در اين پايان .اينگونه متغيرهاي تصادفي اثبات نمود مجموع را براي )ب.ا.ق.ق( قانون قوي اعداد بزرگ

 هاي وزني فازي وسطح فازي، مجموعرا به متغيرهاي تصادفي وابسته منفي هم) 1998(نامه نتايج كيم 

همچنين قانون  .دهيمهاي وزني متغيرهاي تصادفي وابسته فازي تحت شرايط متنوعي تعميم ميمجموع

بطور  هاي تصادفي فازي بطور فشرده محدب واي از متغيربراي دنباله )ب.ا.ض.ق( ضعيف اعداد بزرگ

   .گيردپذير مورد مطالعه قرار مييكنواخت انتگرال
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  كليات و مفاهيم اوليه
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بخش اول اختصاص به . دهيمساير فصول را ارائه مي در اين فصل مفاهيم و قضاياي مورد نياز :مقدمه

در بخش دوم به اختصار اندازه احتمال و خواص آن را . مروري بر اصول و مفاهيم اساسي آناليز دارد

در  .بررسي شده استسوم  در بخش ،هاي فازي و اعداد فازيمجموعهمروري بر مفاهيم  .كنيميادآوري مي

  .شده استتصادفي فازي بيان متغيرمفهوم پايان 

  

 

  :ري بر مفاهيم اساسي آناليز رياضيمرو 1-1

  .كنيماستفاده مي طبيعيبه ترتيب براي نمايش اعداد حقيقي و اعداد  � و ℛدر اين رساله از نمادهاي 

X :�تابع . يك مجموعه ناتهي باشد �فرض كنيد  :1-1-1تعريف  × X ⟶ [0, كه در سه شرط زير  (∞

  كند را يك متر گوييمصدق مي

1- ���, �) = � اگر و تنها اگر 0 = � . 

2- ���, �) = ���, ,� براي هر (� � ∈  ).تقارني( �

3- ���, �) ≤ ���, �) + ���, ,� براي هر (� �, � ∈   ).نامساوي مثلثي( �

,��را يك فضاي متري ناميده و با  �به همراه متر  �مجموعه    .دهيمنمايش مي (�

,��فرض كنيد  :2-1-1تعريف  هاي ياد شده در زير، يك فضاي متري باشد تمام نقاط و مجموعه (�

  .شوندفرض مي �هاي ها و زير مجموعهعنصر

,���كه  � چونمركب از تمام نقاطي  (���� اي است مثلمجموعه �همسايگي نقطه   -۱ �) < � 

 .شودناميده مي  (����شعاع  � عدد. باشدمي

� اي چونشامل نقطه � هرگاه هر همسايگي ،است � يك نقطه حدي مجموعه �نقطه  -۲ ∈  غير از �

 .نشان مي دهيم ′� را با � مجموعه نقاط حدي. باشد �

′� بسته است هرگاه �مجموعه  -۳ ⊂ �. 
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 طوريه ب وجود داشته باشد �مانند  �هرگاه يك همسايگي از  ،است �يك نقطه دروني  �نقطه  -۴

�  كه ⊂ �. 

 .اش باشديك نقطه دروني �هرگاه هر نقطه  ،باز است �مجموعه  -۵

�هرگاه عددي حقيقي چون  ،كراندار است �مجموعه  -۶ > �اي مثل و نقطه 0 ∈ وجود داشته  �

�هر  كه به ازاي طوريه باشند ب ∈ � ، ���, �) < �. 

′� مجموعه -۷ ∪  .دهيمنشان مي) � �يا ( ��ناميده و با  �را بست  �

��هرگاه  ،چگال است �در  �مجموعه  -۸ = �. 

,��فضاي متريك  -۹  .مجموعه چگال شمارا باشدپذير است هرگاه شامل يك زيرتفكيك (�

 $#"!مانند � هاي باز اي از زيرمجموعهگردايهيعني ،  �در فضاي متري � منظور از يك پوشش باز مجموعه 

�كه  ⊂ %  حاوي زير� هرگاه هر پوشش باز  ،را فشرده نامند� از فضاي متري � زيرمجموعه . باشد ##"

  .پوشش متناهي باشد

�زير مجموعه  :3-1-1تعريف  ⊂ ℛ&  را محدب ناميم اگر براي هر�, � ∈ 0و  � ≤ ' ≤   داشته باشيم 1

'� + �1 − ')� ∈ �. 
+شود اگر به ازاي هر كوشي ناميده مي �در  $&�!دنباله  > وجود  �چون  عددي صحيحي 0

, براي هر كه طوريه داشته باشد ب ≥ .و  � ≥ ,&���نامساوي  ، در� �/) <   . كند صدق +

+اگر به ازاي هر  ،است 0همگراي نقطه به نقطه به  �در  $&0!دنباله  :4-1-1تعريف  > �و هر  0 ∈ � 

, براي هر كه طوريه وجود داشته باشد ب � و +، وابسته به � طبيعي عددي ≥ نامساوي  در �

��0&��), 0��)) < مستقل ، در تعريف فوق �همگراست، اگر بطور يكنواخت  $&0!دنباله . كند صدق +

  .باشد � و +از 

همگرا و حد آن در  �اگر هر دنباله كوشي در  ،شودكامل ناميده مي �در  �زيرمجموعه  :5-1-1تعريف 

  .باشد �
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بر  (��0به تابع پيوسته  (��&0اگر . باشند [0,1]اي از توابع يكنوا بر بازه دنباله $&0!فرض كنيد  :6-1-1لم 

  .طور يكنواخت همگراستب (��0به  (��&0نقطه به نقطه همگرا باشد، آنگاه  [0,1]بازه 

  .ملاحظه نماييد [1] توانيد در اختراثبات را مي 

1براي (اي صعودي باشد دنباله $&2!اگر  ≤ , < ∞ ،2& ⊂ ∞→&.5  ، آنگاه)34&2
2& = % 2&∞&74 

1براي (اي نزولي باشد دنباله $&2!اگر و  ≤ , < ∞ ،2& ⊃ ∞→&.5 ، آنگاه )34&2
2& = 9 . باشدمي 74&∞&2

  .صعودي يا نزولي باشدرا يكنوا ناميم اگر  $&2!دنباله 

را با  2باشد در اينصورت كوچكترين كران بالا و بزرگترين كران پايين  ℛاي از مجموعهزير 2فرض كنيد 

:;< 5,0و  2   .دهيمنمايش مي 2

.ℛ ، 5از  $&�!براي دنباله  .5 و  >;:   دنشوبصورت زير تعريف مي 5,0

 5. :;< �& = 5,0=>4 :;<&>= �& ,             5. 5,0 �& = :;<=>4 5,0&>= �&. 
,��فرض كنيد  :7-1- 1تعريف  ,@�و  (?� �A) 0نگاشت  ،دو فضاي متري باشند: � ⟶ �در  @ ∈ � 

+اگر براي هر  ،شودپيوسته ناميده مي > Bعدد  0 >   كه طوريه وجود داشته باشد ب 0

�?��, �) < B ⟹  �AD0��), 0��)E < +. 
�اگر در هر عنصر  ،گوييمپيوسته را  0نگاشت  ∈ در تعريف پيوستگي  B اگر علاوه براين، .پيوسته باشد �

  .شودپيوسته يكنواخت ناميده مي 0باشد، نگاشت  �مستقل از 

� :� متر: [6] 8-1-1قضيه  × � ⟶ [0,   .باشديك تابع پيوسته مي (∞

&Fنماد . دو دنباله از اعداد حقيقي باشند $&G!و  $&F!فرض كنيد  :9-1-1تعريف  ≪ G&  بدين معناست

�كه ثابت  > &F، ,كه براي مقادير به اندازه كافي بزرگ وجود داشته باشد به قسمي 0 ≤ �G& باشد.  

با اين وجود رده بسيار بزرگي از توابع هستند كه در يك يا  ،باشندهرچند توابع پيوسته بسيار مفيد مي

توان به دو دسته تقسيم كرد، توابعي كه توابع ناپيوسته در يك نقطه را مي. تعدادي نقاط ناپيوسته هستند
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ي بيشتر توابع نوع براي بررس. ناپيوستگي آنها رفع شدني است و توابعي كه ناپيوستگي آنها رفع نشدني است

  .دهيموسته بالايي و پاييني را ارائه ميپيم نيماهيدوم مف

� :0تابع  :10-1-1تعريف  ⟶ ℛ براي هر  اگر ،پيوسته بالايي استنيمF ∈ ℛ، مجموعه 

!� ∈ �: 0��) < F$  درX شودپاييني بطور مشابه تعريف ميپيوسته نيمتابع  .باز باشد.  

  .دباشپاييني مي پيوستهاي از توابع نيمنمونه 2شكل  بالايي وپيوسته اي از توابع نيمنمونه 1به عنوان مثال شكل 

     

  پيوسته پايينيتوابع نيم: 1شكل 

 

  پيوسته پايينيتابع نيم: 2شكل 

- هاي آن را مورد مطالعه قرار ميتعريف آن را ارائه و بعضي از ويژگي متر هاسدروف كه متعاقباً

  .دپردازري فاصله بين دو مجموعه ميگياز جمله مترهايي است كه به اندازه ،دهيم

 &ℛاز فضاي اقليدسي  تهي فشردههاي ناانواده همه زير مجموعهخ (&I�ℛفرض كنيد  :11-1-1تعريف 

  :گرددصورت زير تعريف ميه ب (&I�ℛدر فضاي  �Jآنگاه متر هاسدروف . باشد

�J�2, K) = .F� L:;<M∈N 5,0O∈P|F − G| , :;<O∈P 5,0M∈N|F − G|R 

. |كه    ).3شكل (است  &ℛ نرم اقليدسي معمول در |
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  نمايش هندسي متر هاسدورف: 3شكل 

2 هايصورت بازهه ب Kو  2 هاياگر مجموعه = [�, Kو  [� = [S, متر هاسدروف به  باشند، آنگاه [�

  :دشوميساده  زير صورت

�J�2, K) = .F�!|� − S|, |� − �|$. 
  .را ملاحظه كنيد [4]براي اثبات متر بودن متر هاسدروف بارنسلي 

2نرم مجموعه  ∈ I�ℛ&) شودصورت زير تعريف ميه ب:  

T2T = �J�2, !0$) = :;<M∈N |F|. 
,2فرض كنيد  :12-1-1تعريف  K ∈ I�ℛ&) و ' ∈ ℛ  .و ضرب اسكالر در  سكيمينكوف جمعI�ℛ&) 

  :شودبه صورت زير تعريف مي

'2 = !'F ∶ F ∈ 2$,        2 + K = !F + G ∶ F ∈ 2, G ∈ K$. 
, (&�I�ℛ :[6] 13-1-1قضيه  �H) باشدمي پذير و كاملفضاي متري تفكيك.  

  .كنيمآهسته تغييرپذير را بيان ميبه طور در انتهاي اين بخش تعريف تابع   

,W: �0تابع  :14-1-1تعريف ∞) → �0, Fاگر براي هر  ،گوييمآهسته تغييرپذير به طور را  (∞ > 0،  

 5.X→∞

W�F�)W��) = 1. 
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  :برخي از نكات و مفاهيم اساسي احتمال 1-2

هاي كدام از تعاريف اول و دوم احتمال، تعريف احتمال براي پيشامد باشيد هرهمانگونه كه مطلع مي

اين موضوع سبب شد  .باشندهمشانس و تعريف احتمال بعنوان حد فراواني نسبي، داراي اشكالات منطقي مي

ها را براي اين منظور لازم است ابتدا پيشامد. تا كلموگروف، احتمال را به شيوه اصل موضوع تعريف نمايد

  .تري معرفي كنيم سادهبشكل 

، كه تحت اعمال مكمل و اشتراك متناهي بسته Zهاي از زير مجموعه Yكلاس غير تهي  :1-2-1تعريف 

  .را يك سيگما ميدان ناميم ،كه تحت عمل اشتراك شمارا بسته باشد  Yميدان . گوييمباشند را ميدان مي

]، #Yفرض كنيد  :2-2-1تعريف  ∈ اي از سيگما خانواده) هر مجموعه انديس دار دلخواه باشد 2( 2

9در اينصورت . باشند) است Zهاي كلاسي غير تهي از زيرمجموعه \(  \هاي شامل ميدان Y##∈N  را

هاي به ما ميدان مينيمال شامل تمام بازهسيگ. دهندنمايش مي D\E[گويند و با  \سيگما ميدان مينيمال شامل 

,�Fشكل  G) ،F < G  وF, G ∈ ℛ  را بهℬ نمايش و آن را ميدان بورل ناميم.  

را Y باشد، هر عضو  Z يك سيگما ميدان از عناصر Y، فضاي نمونه آزمايش تصادفي و Zدر صورتي كه 

  .را فضاي پيشامدها مي نامندY يك پيشامد و 

:_تابع  :3-2-1تعريف  Y ⟶ ℛ احتمال ) تابع(را يك اندازه  ،زير صدق كند كه در اصول موضوعه

  .ناميم

�براي هر   -1 ∈ Y ،_��) ≥ 0. 

D∀5دنباله دو به دو مجزا  �ab`اگر   -2 ≠ e ∶  �f ∩ �a = ∅E  درY باشند، آنگاه          

_D% �aa E = ∑ _D�aEa. 

3- _�Z) = 1 .  
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,DZسه تايي Y, _E  ا مدل احتمال ورا فضاي احتمال يDZ, YE  اصل پيوستگي . پذير ناميمرا فضاي اندازه

باشد،  هاي يكنوااي از پيشامددنباله �ab`بر طبق اين اصل اگر . مي باشد _يك ويژگي جالب براي اندازه 

∞→a.5 آنگاه  _D�aE = _ j 5.a→∞
�ak.  

Z :�تابع : 4-2-1تعريف  ⟶ ℛ&  يعني ،پذير باشداگر اندازه ،گوييمرا يك متغير تصادفي:  

∀K ∈ ℬ ∶ �l4�K) = !m ∈ Z: ��m) ∈ K$ ∈ Y. 
نمايش داده و با  (���را با  �باشد، اميد رياضي متغير تصادفي  �تابع توزيع متغيرتصادفي  nفرض كنيد 

���) = o �pn��)∞l∞
پذير گوييم را انتگرال �متغير تصادفي همچنين  .شودتعريف مي، در صورت وجود 

|�|�اگر  <   .باشد ∞

  ��, ميدان سيگماي توليد  همچنين. دنتصادفي باش هايمتغير @و  �اگر  ،را بردار تصادفي گوييم (@

q بردار تصادفي شده توسط = ��,   :شودنشان داده و به صورت زير تعريف مي (�q[را با  (@

]�q) = ]`!m ∈ Z: q�m) ≤ �$, � ∈ ℛrb. 
,qs!ميدان سيگماي توليد شده توسط  ' ∈ Λ$  شودتعريف مي زيربصورت نيز:  

]!qs, ' ∈ Λ$ = ] uv ]�qs)s∈w x. 
  اگر ،پذير گوييمرا بطور يكنواخت انتگرال $&�!دنباله متغيرهاي تصادفي : 5-2-1تعريف 

∀,:  5.M→∞
�|�&| y!|?z|{M$ = 0. 

,&�!متغيرهاي تصادفي : [12] 6-2-1قضيه  , ≥  و تنها اگر اگر ،پذير هستندبطور يكنواخت انتگرال 1$

  :روابط زير بر قرار باشند

1- :;<&>4 �|�&| < ∞. 

+براي هر  -2 > 0 ،B >  ،2كه براي هر مجموعه  طوريه وجود دارد ب 0

_�2) < B ⟹ ∀,: �|�&|y!?z∉N$ < +. 
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- آنها را بيان ميمورد از  چهار دارد كه در ادامهين مفهوم همگرايي وجود در تئوري احتمال چند

,&�!فرض كنيد . كنيم , ≥   .متغيرهاي تصادفي باشنداي از دنباله 1$

&�( �همگرا در احتمال به متغير تصادفي  &�: 7-2-1تعريف  ~→ +براي هر   اگر ،گوييم ) � > 0،  

_�|�& − �| > +) ⟶ 0. 
.Fهمگراي  &� :8-2-1تعريف  &�( �به متغير تصادفي  .: M.�.��   گوييم اگر ) �

_�!m ∶ �&�m) ⟶ ��m)$) = 1. 
&�( �همگراي كامل به متغير تصادفي  &� :9-2-1 تعريف �.�.�� + گوييم اگر براي هر ) � > 0،  

� _�|�& − �| > +) < ∞.∞

&74  

,&�!و  �فرض كنيد  :[12] 10-2-1قضيه  , ≥   آنگاه. متغيرهاي تصادفي باشند 1$

�& �.�.�� � ⇒ �& M.�.�� � ⇒ �& ~→ �.  
|&�|، ,فرض كنيد كه براي هر   :[5] )همگرايي مغلوبقضيه ( 11-2-1قضيه  < باشد و همچنين  @

&�متناهي و  |@|� M.�.��   باشد آنگاه �

��& ⟶ �X. 
&�( �ميانگين به متغير تصادفي -�را همگرا در  &�: 12-2-1تعريف  �→   گوييم اگر)  �

�|�& − �|� → 0. 
,&�!و  �فرض كنيد  :[12] 13-2-1قضيه  , ≥ &�كه متغيرهاي تصادفي باشند به قسمي  1$ ~→ باشد  �

�در اينصورت براي  >  :هاي زير هم ارزندرابطه 0

,�|&�|!) الف , ≥   .پذير باشندبطور يكنواخت انتگرال 1$

&�) ب �→ �. 

�|&�|�) ج → �|�|�.  
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,&�! دو بعدي تصادفي بردارهايدنباله  :14-2-1تعريف  , ≥ 1$ = !��&4, �&r), , ≥ را وابسته منفي  1$

)���&��اگر براي هر زيردنباله متناهي  ،گوييم)    e = 1, … , �aو بردارهاي  $&�!از  �� = D�a4, �arE  ،

e >   داشته باشيم 0

_ �� ��&� ≤ �a�=
a74 � ≤ � _ ��&� ≤ �a�&

a74 , _ �� ��&� > �a�=
a74 � ≤ � _ ��&� > �a�&

a74 . 
,&�!تصادفي  بردارهايدنباله  :15-2-1تعريف  , ≥ 1$ = !��&4, �&r), , ≥ ��(را وابسته مثبت  1$ (

�&��زيردنباله متناهي اگر براي هر  ،گوييم   e = 1, … , �aو بردارهاي  $&�!از  �� = D�a4, �arE ،e > 0 

 داشته باشيم

_ �� ��&� ≤ �a�=
a74 � ≥ � _ ��&� ≤ �a�&

a74 , _ �� ��&� > �a�=
a74 � ≥ � _ ��&� > �a�&

a74 . 
 .را مستقل گوييم اگر وابسته منفي و مثبت باشد $&�!تصادفي  بردارهايدنباله  :16-2-1تعريف 

.دنباله بردارهاي تصادفي    > بعدي وابسته منفي، وابسته مثبت و مستقل به طور مشابه تعريف  2

  .شوندمي

&�اگر  :[5] )لم فاتو( 17-2-1 لم ≥ 0 F.   باشد آنگاه .:

�  5.5,0&→∞

�& ≤  5.5,0&→∞

��&. 
قضيه . اي برخوردار استهايي از دنباله متغيرهاي تصادفي از اهميت ويژهبررسي رفتار حدي آماره  

- ها را توصيف ميگونه آمارهاين برخي از حدي ي از قضاياي مهمي است كه رفتارمشهور حد مركزي يك

قبل از . دهيممشهورند را مورد كنكاش قرار مي ب.ا.قكه به  رفتارهاي حديز نوع ديگر ادر اينجا دو . كند

  .پردازيميد است ميفآن به بيان لم كرونكر كه در اثبات قوانين فوق بسيار م

,&�!فرض كنيد  :[5]18-2-1لم  , ≥ ,&F!اي از اعداد حقيقي و دنباله 1$ , ≥ اي از مقادير دنباله 1$

∞→&.5 به قسمي كه  باشند، نامنفي F& = ∑اگر  ،∞ XzMz�&74 4آنگاه  ،همگرا باشدMz ∑ �a&a74 → 0.  


