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پیشگفتار

کند. می توصیف دقیق و کمی صورت به شیوع زمان در را بیماري رفتار مسري بیماري یک ریاضی مدل
واقع در اند. کرده پیدا واگیر هاي بیماري کنترل در زیادي اهمیت ریاضی مدلهاي دلیل همین به

اعمال به منجر تواند می کشورها و جوامع در واگیر هاي بیماري شیوع و انتقال هاي مشخصه دانستن
شود. ها بیماري این به ابتلا کاهش براي هایی روش

تعداد سال هر در که است پرندگان و انسان بین مشترك مسري هاي بیماري از یکی مرغی آنفولانزاي
منبع بیمار طیور با مستقیم تماس که دهد می نشان مطالعات شوند. می مبتلا آن به مردم از زیادي

دچار زمان گذر با بیماري این است. نشده پیدا فرد به فرد از ویروس گسترش از شواهدي و است عفونت
شود. می منتقل انسان به انسان از آن یافته جهش نوع و است شده جهش

در است. یافته اختصاص مقدمات و مفاهیم بیان به اول فصل که است فصل 4 داراي نامه پایان این
آنفولانزاي ریاضی مدل سوم، فصل در ایم. قرارداده بررسی مورد را SIR و SI هاي مدل دوم فصل

نمونه و ایم کرده بررسی را پایداري و تعادل نقاط ما فصل این در ایم. داده قرار بررسی مورد را مرغی
آنفولانزاي اپیدمی مدل به نیز چهارم فصل اند. شده محاسبه عددي صورت به دستگاه مدار از هایی

ایم. پرداخته سازي شبیه و ها مدل به که دارد اختصاص انسان مرغی-



1 فصل

مقدمات و مفاهیم

دیفرانسیل معادلات در جواب وجود 1 - 1

کنیدIیک فرض همچنین باشد، پیوسته تابعی f : D → ℜdو باشد ℜd+۱ از بازي Dمجموعه کنید فرض
ي معادله جواب یک را ϕ : I → ℜd برداري تابع صورت این در باشد. باز بازه

ẋ = f(t, x) (1 - 1)

و باشد پذیر مشتق ϕ(t) هرگاه نامیم

ϕ̇(t) = f(t, ϕ(t)), (t ∈ I)

. (t, x(t)) ∈ D ،t ∈ I براي که طوري به باشد I بازه بر پیوسته تابع x(t) کنید فرض .1 . 1 - 1 قضیه
اگر فقط و اگر است (۱ − ۱) جواب x(t) صورت این در بگیرید. نظر در را τ ∈ I همچنین

x(t) = x(τ) +
∫ t

τ
f(s, x(s))ds

است. بدیهی برهان.

1
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باشد. پیوسته D بر f(t, x) و باشد باز D کنید فرض بگیرید، نظر در را (۱− ۱) دستگاه .2 . 1 - 1 قضیه
(τ, ξ) نقطه از گذرنده جواب یک حداقل داراي (۱ − ۱) مسئله ،(τ, ζ) ∈ D هر براي صورت این در

است.

[19] از (1.9) قضیه به شود رجوع برهان.

یکتایی شرایط 2 - 1
لیپشیتزي D بر را f(t, x) صورت این در باشد. پیوسته D بر f(t, x) تابع کنید فرض .1 . 2 - 1 تعریف

: D در (t, y) و (t, x) براي که طوري به باشد، داشته وجود L > ◦ ثابت هرگاه نامیم می

| f(t, x)− f(t, y) |≤ L | x− y |

z ∈ D ي نقطه هر هرگاه نامیم موضعی لیپشیتزي D بر را f .2 . 2 - 1 تعریف
لیپشیتزي D در f کنید فرض باشد. لیپشیتزي U بر f باشدکه z ∈ U ⊂ D همسایگی یک داراي
باشند، شده تعریف I ي بازه بر دو هر و باشند D بر ẋ = f(t, x) از هایی جواب ϕ۲(t) و ϕ۱(t) باشدو

. ϕ۱(t) = ϕ۲(t) ، t ∈ I هر براي صورت این در .ϕ۱(τ) = ϕ۲(τ) که باشد موجود τ ∈ I همچنین

بر دو هر و باشند D ناحیه بر (۱ − ۱) ي معادله از هایی جواب ϕ۲(t) و ϕ۱(t) اگر .3 . 2 - 1 قضیه
که باشد موجود τ ∈ I و باشد موضعی لیپشیتزي D بر f همچنین باشند، شده تعریف I ي بازه یک

.∀t ∈ I;ϕ۱(t) = ϕ۲(t) گاه آن ،ϕ۱(τ) = ϕ۲(τ)

[19] از (1.11) قضیه به شود رجوع برهان.

جواب توسیع 3 - 1
را x۱(t) جواب بگیرید، نظر در (۱−۱)را معادله از I = (a, b) تعریف دامنه با x(t) جواب .1 . 3 - 1 تعریف
∀t ∈ I;x(t) = x۱(t) و I ⫋ I۱که باشد I۱ مانند اي بازه ، x۱(t) تعریف ي بازه هرگاه نامیم x(t) توسیع
و b۱ > b که باشد شده تعریف I۱ = (a, b۱) بر هرگاه گوییم راست به x(t) توسیع را x۱(t) همچنین .

I۱ = (a۱, b) شود. می تعریف مشابه طور به چپ به توسیع ∀t ∈ I;x(t) = x۱(t)
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دادن توسیع قابل هرگاه نامیم ماکزیمال جواب یک را (۱−۱) ي معادله از x(t) جواب .2 . 3 - 1 تعریف
نامیم چپ ماکزیمال و نباشد دادن توسیع قابل راست از هرگاه نامیم راست ماکزیمال را x(t) نباشد،

نباشد. دادن توسیع قابل چپ از هرگاه

x(t) باشد، b < ∞ با I = (a, b) بر (۱ − ۱) ي معادله از جوابی x(t) کنید فرض .3 . 3 - 1 گزاره
.(b, ψ) ∈ D و limt→b− x(t) = ψ اگر فقط و اگر دارد راست به توسیعی

[19] از (1.17) قضیه به شود رجوع برهان.

این در باشد. b < ∞ با I = (a, b) بر (۱ − ۱) ي معادله از جوابی x(t) کنید فرض .4 . 3 - 1 قضیه
است. موجود راست به x(t) از ماکزیمالی توسیع صورت

[19] از (1.20) قضیه به شود رجوع برهان.

شار 4 - 1
شار یک زیر شرایط با را ϕ : ℜ × Ω → Ω تابع بگیرید، نظر در را Ω ⊆ ℜdباز مجموعه .1 . 4 - 1 تعریف

نامیم می

باشد؛ پیوسته ℜ× Ω بر ϕ الف)

∀ζ ∈ Ω : ϕ(◦, ζ) = ζ ب)

∀ζ ∈ Ω, ∀t, s ∈ ℜ;ϕ(t, ϕ(s, ζ)) = ϕ(t+ s, ζ) ج)

لیپشیتزي و پیوسته h : Ω → ℜ+ و باشد موضعی لیپشیتزي Ω بر f(x)کنید فرض .2 . 4 - 1 گزاره
دارند. یکسانی مدارهاي ẋ = h(x)f(x) و ẋ = f(x) صورت این در باشد. موضعی

پایداري 5 - 1
نقاط ي مجموعه را {x; f(x) = ◦} ي مجموعه ،x ∈ D و f : D → ℜd کنید فرض .1 . 5 - 1 تعریف

نامیم. ẋ = f(x) معادله ساکن) (نقاط ثابت
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نامیم. دستگاه فاز فضاي را Ω است، شده تعریف Ω بر f که ẋ = f(x) ي معادله در .2 . 5 - 1 تعریف
نامیم. دستگاه فاز تصویر را Ω از گذرنده جواب و دستگاه فاز فضاي

هرگاه: نامیم پایا (۱ − دستگاه(۱ تحت را E ⊆ ℜk ي مجموعه زیر .3 . 5 - 1 تعریف

∀x ∈ X, ∀t ∈ ℜ;ϕ(t, x) ∈ E

به δ > ◦ ، ε > ◦ هر براي هرگاه نامیم پایدار را dx
dt

= f(x) دستگاه از ζ ساکن نقطه .4 . 5 - 1 تعریف
که: باشد موجود اي گونه

∥ x− ζ ∥< δ ⇒∥ ϕ(t, x)− ζ ∥< ε

نامیم. ناپایدار را آن صورت این غیر در
داریم: را زیر تعاریف همچنین

،limt→∞ ϕ(t, x) = ζ باشیم داشته ، ∥ x−ζ ∥< γ که x هر براي که بطوري باشد اي γ > ◦ اگر (1
. نامیم جاذب نقطه را ξ گاه آن

نامیم. سرتاسري جاذب را ζ ، γ = ∞ اگر (2

نامیم. مجانبی پایدار را آن باشد جاذب و پایدار ζ نقطه اگر (3

نامیده مثبت معین x∗در V : Ω◦ → ℜ تابع باشد. x∗ باز همسایگی Ω◦ کنید فرض .5 . 5 - 1 تعریف
هرگاه: شود می

V (x) ≥ ◦ ،x ∈ Ω◦ براي الف)

.x = x∗ اگر فقط و اگر V (x) = ◦ ب)

فرض بگیرید، نظر در را f ∈ C۱(E) ،E ⊆ ℜn و dx
dt

= f(x) دستگاه لیاپانوف) (روش .6 . 5 - 1 قضیه
مثبت معین x∗ در V و V ∈ C۱(E) که طوري به باشد موجود V : E → ℜ مقدار حقیقی تابع کنیم

صورت: این باشد.در

است. پایدار x∗ گاه آن ،V̇ (x) =
d

dt
V (ϕ(t, x)) ≤ اگر◦ الف)

است. مجانبی پایدار x∗ گاه آن ،V̇ (x) < ◦ ،x ̸= x∗ براي ب)اگر
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[19] از (5.1) قضیه به شود رجوع برهان.

باشد. p ساکن نقطه یک با Ωبر هموار برداري میدان یک f (x) کنید فرض سازي) (خطی .7 . 5 - 1 قضیه
نقطه یک p آنگاه باشند منفی حقیقی بخش داراي Df (p) ژاکوبی ماتریس از ویژه مقادیر تمامی اگر

است. مثبت مجانبی پایدار ثابت

[19] از (7.14) قضیه به شود رجوع برهان.

کنید فرض است، مفروض Ω روي Ẋ = f(X) دستگاه لاسال) پایایی (اصل .8 . 5 - 1 نکته
اگر است. Ω◦ روي پیوسته اول مرتبه جزئی مشتقات داراي که طوري به باشد موجود V : Ω◦ −→ R

در باشد (X ∈ K) ،V̇ ≤ ◦ و بوده فشرده اي مجموعه K = {X : V (X) ≤ r} ، r ∈ R یک براي
داریم: V (ξ) < r اگر صورت این

است. شده تعریف t ≥ ◦ تمام ,X(tبراي ξ) الف)

است. ثابت ω(ξ) Vروي ب)

ω(ξ) V̇روي (X) = ◦ ج)

ω(ξ) ⊂M = {q ∈ K; V̇ (x(t, q)) = ◦∀t ∈ R} د)

O
+
(ξ)∩F = ϕ و Ω از فشرده مجموعه زیر یک O+

(ξ)اگر بندیکسون) پوانکاره (قضیه .9 . 5 - 1 قضیه
است. اي دوره مدار یک شامل ω(ξ) صورت این در ،

[19] از (6.12) قضیه به شود رجوع برهان.



2 فصل

SIRو SI هاي مدل

SIمدل 1 - 2
قسمت در تنها جمعیت در آن تمایز وجه باشد. می اپیدمیک1 هاي مدل ترین ساده از یکی SI مدل

باشد. می I (t) آلوده قسمت و S (t)2مستعد
در مستعد افراد با ها زمان تمام در آلوده افراد ترتیب این به باشد، بوده واگیردار بیماري کنیم می فرض

هستند. تماس
S (t) + I (t) = N با را جمعیت کل اندازه یابد، گسترش اپیدمی مرحله تا بیماریها پخش کنید فرض

است. شده داده نشان باشد می جمعیت از مخلوطی که
شود: می نوشته زیر صورت به و باشد می آلوده افراد تعداد با متناسب ابتلا نرخ

β = rλ I

باشند: می زیر صورت به دیفرانسیل هاي معادله مدل این براي

dS (t)

dt
= −rλI (t)S (t) (1 - 2)

dI (t)

dt
= rλI (t)S (t) (2 - 2)

1Epidemic
2Susceptible

6
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به توجه با که

N = S (t) + I (t)

S (t) = N − I (t)

آید: می بدست

dI (t)

dt
= rλI (t) [N − I (t)] (3 - 2)

شود. می شناخته رشد1 لجستیک معادله نام به که

SIمدل :1 - 2 شکل

شود: می حل زیر صورت وبه باشد می پذیر2 جدایی دیفرانسیل معادله یک معادله این
۱

I (t) (N − I (t))

dI

dt
= rλ

∫ t

۰

۱

I (t) (N − I (t))

dI

dt
dt =

∫ t

۰

rλdt

∫ I(t)

I(۰)

۱

u (N − u)
du =

∫ t

۰

rλdt

۱

N

∫ I(t)

I(۰)

[
۱

u
+

۱

N − u
]du =

∫ t

۰

rλdt

[ln (u)− ln (N − u)]
I(t)
u=I(۰) = rλNt

1Logistic growth equation
2Separable differential equation
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[ln I (t)− ln (N − I (t))]− [lnI (۰)− ln (N − I (۰))] = rλNt

ln
I (t)

N − I (t)

N − I (۰)

I (۰)
= rλNt

erλNt =
I (t) (N − I (۰))

I (۰) (N − I (t))
=
NI (t)− I (t) I (۰)

NI (۰)− I (t) I (۰)

erλNt[NI (۰)− I (t) I (۰)] = NI (t)− I (t) I (۰)

I (t) =
−NerλNtI (۰)

I (۰)−N − I (۰) erλNt

I (t) =
I (۰)N

I (۰) + (N − I (۰)) e−rλNt
(4 - 2)

شوند. می آلوده نهایت در مستعد افراد تمام بنابراین کند. می میل N به I ، t −→ ∞ براي نتیجه در
است. اپیدمی پایان معناي به ریاضی لحاظ از شود می آلوده فرد هر اینکه

کنیم: می تعریف را زیر کمیت . I (t) ≥ ۰ و S (t) ≥ داریم۰ t متناهی و مثبت مقادیر تمام براي

T۱ = inf {t : I (t) > N − ۱}

می بدست I (T۱) = N − از۱ را T۱بنابراین و است صعودي لذا ، است مثبت مشتق داراي I (t) تابع
آوریم:

I (۰)N

I (۰) + (N − I (۰)) e−rλNT۱
= N − ۱

I (۰)N − I (۰)N − I (۰)

(N − ۱) (N − I (۰))
= −rλNT۱

T۱ =
۱

rλN
ln

(N − ۱) (N − I (۰))

I (۰)
(5 - 2)

رسد. می آخر مرحله به اپیدمی زمانی لحظه این در



9 SIRو SI هاي مدل .2 فصل

SI یافته تغییر مدل 2 - 2
می مشاهده هرحال به است. عفونی1 بیماریهاي هاي رفتار بررسی در ها مدل ترین ساده از یکی SIمدل
روي هارا داده ندارند. اگر باهم کاملی خوانی هم مدل از حاصل هاي داده و آماري هاي داده که کنیم
بین در دارد، مناسبی خوانی هم زمان انتهاي و ابتدا در لجستیک مدل که بینیم می دهیم قرار نمودار

است. زیر معادله درنظرگرفتن مدل بهبود راههاي از یکی نیست. مناسب چندان دو این

dI

dt
= kI[۱ − [

I

N
]p] (6 - 2)

: آنگاه کنیم جاگذاري معادله رادر u =

(
I

N

)p

اگر اند. ثابت pو k که

I = (uNp)

۱

p = u

۱

pN

و
du =

pIp−۱

Np
dI

du =
p[u

۱

pN ]p−۱

Np
dI

du =
pu

(p− ۱)

pNp−۱

Np
dI

du = pu

(p− ۱)

p N−۱dI

داریم: (۶ − از(۲ بنابراین

۱

pu

(p− ۱)

p N−۱

du = ku

۱

pN [۱ − u]dt

۱

u

(p− ۱)

p u

۱

p [۱ − u]

du = kNpN−۱dt

1Infectious diseases



10 SIRو SI هاي مدل .2 فصل

۱

u[۱ − u]
du = kpdt

کنیم: می محاسبه قبلی، معادله از مشابه بطور

∫ t

۰

۱

u
+

۱

u− ۱
du =

∫ t

۰

kpdt

[lnu (t)− ln (۱ − u (t))]t۰ = pkt

lnu (t)− ln[۱ − u (t)]− lnu (۰) + ln[۱ − u (۰)] = pkt

lnu[
u (t) ln[۱ − u (t)]

u (۰) [۱ − u (t)]
= pkt

epkt =
u (t) [۱ − u (۰)]

u (۰) [۱ − u (t)]

epkt =
u (t)− u (۰)u (t)

u (۰)− u (t)u (۰)

epkt[u (۰)− u (۰)u (t)] = u (t)− u (۰)u (t)

u (t) = [
I (t)

N
]p =

epktu (۰)

۱ + u (۰) [epkt − ۱]

I (t) =
N

[
۱

u (۰) epkt
+ [۱ − ۱

epkt
]]

۱

p

I (t) =
N

[۱ +Ke−pkt]

۱

p

داریم: Iباشد (۰) = I۰اگر

I (t) =
N

[۱ + [

(
N

I۰

)p

− ۱]e−pkt]

۱

p
(7 - 2)

اند. ثابت pو k که
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(-) ساده مدل جواب و (+) داده شیوع :2 - 2 شکل

(-) یافته بهبود مدل جواب و (+) داده شیوع :3 - 2 شکل
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SIRمدل 3 - 2
شود. می استفاده آن از شناسی1 گیر همه در که دارد وجود SIRمدل از نمونه دو

مدل نمونه یک و شود می استفاده آن از سریع پخش با بیماریهایی در که است اپیدمیک مدل نمونه یک
می ماند(بومی می باقی طولانی زمان مدت در منطقه یک در که بیماریهایی مورد در که اندمیک(بومی)2

دارد. کاربرد شود)
شود. می استفاده آن از عمل در هم هنوز و آمده بوجود مدرن ریاضی اپیدمیولوژي براي مدل دو این

SIRمدل :4 - 2 شکل

SIR اپیدمیک مدل 1 - 3 - 2
باشد. همگن کاملا طور به زمانها تمام در و باشد وبزرگ ثابت جمعیت اندازه کنید فرض

بسیار نقاهت4 دوره و کند می پیدا دائمی3 مصونیت یابد بهبود بیماري از کامل طور به که هرشخصی
است. کوتاه

کنیم: می تقسیم قسمت سه به را جمعیت
بیماري به ابتلاء مستعد جمعیت :S (t)

عفونی بیماري به مبتلا جمعیت :I (t)
بیماري از بهبودیافته5 جمعیت :R (t)

با: برابراست که بیماران تعداد با است متناسب بودن آلوده نرخ
1Epidemiology
2Endemic
3Permanent immunity
4Convalescence
5Recovered


