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Abstract 



In this thesis, using finite element method, parapolic equations solution like heat 
equation and  integro‐differential equation has been presented. Some problems 
are  presented,  and  variational  formulation  is  done  on  them.  Then  variational 
formulation  problem  solution  using  continuous  piecewise  linear  functions  on 
domain triangulation has been approximated. Also error estimation for presented 
problems solution is studied. 

Key  Words:  Finite  Element  Method,  Parapolic  Equations,  Heat  Equation, 
Variational  Formulation,  Domain  Triangulation,  Continuous  Piecewise  Linear 
Functions. 

  چكيده

از روش عناصر متناهي به حل معادلات سهموي از جمله معادله گرما و معادله نامه با استفاده  در اين پايان
ي  دهيم، سپس جواب مسئله معادلاتي را مطرح كرده و تغيير فرموله مي .پردازيم ديفرانسيل سهموي مي- انتگرال

شوند تقريب  مي بندي دامنه مسئله تعريف اي خطي كه روي مثلث تغيير يافته را با استفاده از توابع پيوسته قطعه
 .دهيم همچنين پايداري و تخمين خطا را براي جواب مسائل مطرح شده، مورد بررسي قرار مي. زنيم مي

بندي دامنه، توابع  روش عناصر متناهي، معادلات سهموي، معادله گرما، تغيير فرموله، مثلث: هاي كليدي واژه
  .اي خطي پيوسته قطعه



چ΄یده
گرما معادله جمله از سهموی معادلات حل به متناهͬ عناصر روش از استفاده با پایان�نامه این در
سپس و داده فرموله تغییر را شده مطرح معادلات مͬ�پردازیم. سهموی انتگرال-دیفرانسیل معادله و
مثلث�بندی روی که قطعه�ایخطͬ پیوسته توابع از استفاده با را استفاده با را یافته تغییر مسأله�ی جواب
مطرح مسائل جواب برای را خطا نخمین و پایداری سپس مͬ�زنیم. تقریب مͬ�شوند تعریف مسأله دامنه

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد شده

متناهͬ عناصر روش خطͬ، قطعه�ای پیوسته توابع مثلث�بندی، گرما، معادله کلیدی: واژه�های



مطالب فهرست

ب



١ فصل

مقدمه

روش�های کرد، بیان معادلاتحاویمشتقاتجزئͬ با مͬ�توان را یمتغیر بیشاز شامل فیزی΄ͬ مسائل

وجود مͬ�شوند، معرفͬ (PDE) جزئ١ͬ دیفرانسیل معادلات عنوان به که معادلات این حل برای زیادی

کرد. اشاره (FDM) متناه٣ͬ تفاضلات و (FEM) متناه٢ͬ عناصر روش�های به مͬ�توان جمله از دارد،

معادلات صورت به (PDE)تقریبی جواب�های کردن پیدا برای تکنیعددی ی متناهͬ روشعناصر

دیفرانسیل معادلات تقریب دستگاه به (PDE) دادن انتقال اساس بر جواب روی΄رد مͬ�باشد. انتگرال

در آن نسبی سادگͬ متناهͬ تفاضلات روش به نسبت متناهͬ عناصر روش مزیت مͬ�باشد. معمولͬ

شامل که هستند مرزی شرایط دارای فیزی΄ͬ مسائل از بسیاری است. مسئله مرزی شرایط به پرداختن

به پرداختن دارد. نامنظم ش΄لͬ آنها شده تعریف ناحیه مرز کلͬ حالت در و مͬ�باشند جزئͬ مشتقات

شامل مرزی شرط هر زیرا است، مش΄ل بسیار متناهͬ تفاضلات تکنی�های از استفاده با مرزی شرایط

نامنظم ش΄ل و شود، زده تقریب شب΄ه�ای نقاط در تفاضلͬ قسمت خارج ی وسیله به باید مشتق، ی

صورت به مرزی شرایط متناهͬ، عناصر روش در اما مͬ�کند، مش΄ل را شب΄ه�ای نقاط دادن جا مرز

مستقل روند، اساسساخت پس مͬ�گردد، مینیمم تابع این که مͬ�شوند، بیان تابع ی در انتگرال�های

١Partial differential equations
٢Finite element method
٣Finite defference method

١



است. مسئله خاص مرزی شرایط از

در ساختمانͬ محاسبات طرح و پیچیده ( (الاستیسیته۴ کشسانͬ مسائل برایحل متناهͬ روشعناصر

هرینکوف۵ ال΄ساندر کارهای در را روش این استفاده است. آمده وجود به فضانوردی و عمران مهندسͬ

بردن کار به در پیش·امان این روی΄رد [؟]. دید ١٩۴٢ سال در را کارنت۶ ریچارد و ١٩۴١ سال در

دامنه� شب΄ه��ای گسسته�سازی در آنها مشترک ویژگͬ اما است، متفاوت چشم·یری طور به روش، این

دهه در مͬ�شود. نامیده عناصر اغلب که است، گسسته زیردامنه�های از مجموعه ی داخل پیوسته،

ساختمانͬ محاسبات طرح و هواپیما بدنه از شده ناشͬ مسائل برای متناهͬ عناصر روش توسعه ١٩۵٠

[؟]. دید ستوتگارت٩ دانش·اه در برکل٨ͬ و ارگریس٧ جان کارهای در مͬ�توان را عمران مهندسͬ در

عناصر روش�های ١١ سترانگ و فی΄س١٠ توسط ١٩٧٣ سال در متناهͬ» عناصر روش «آنالیز کتاب

[؟]. داد توسعه را متناهͬ

از استفاده با زمان، و م΄ان روی گسسته�سازی پایه�ی بر را متناهͬ عناصر روش پایان�نامه این در

عبارت ی با تدریجͬ معادله و گرما معادله جمله از سهموی، معادلات حل برای دامنه، مثلث�بندی

مͬ�بریم. کار به مثبت نوع از حافظه

مͬ�باشد. پایان�نامه این در نیاز مورد مقدمات و تعاریف شامل دوم، فصل

سپس مͬ�آوریم، دست به آن ضعیف١٢ فرم و مͬ�کنیم معرفͬ را نمونه مسئله ی ابتدا سوم، فصل در

جواب و مͬ�کنیم اعمال مسئله دامنه روی مثلث�بندی اساس بر زمان و م΄ان روی را گسسته�سازی

همچنین مͬ�زنیم. تقریب مثلث�بندی روی شده تعریف متناهͬ عناصر از استفاده با را نمونه مسئله

مͬ�آوریم. قضایای صورت به را خطا تخمین

آن شده ضعیف فرم و مͬ�کنیم معرفͬ نمونه مسئله ی صوت به را گرما معادله ابتدا چهارم، فصل در
۴Elasticity
۵Alexander Hrennikoff
۶Richard Courant
٧John Argyris
٨Berkeley
٩Stuttgart
١٠Fix
١١Strang
١٢Weak form

٢



همچنین مͬ�آوریم. قضایای در آن برای را خطا سپستخمین مͬ�زنیم، تقریب را آن و مͬ�آوریم دست به

مͬ�کنیم. معرفͬ اختصار به زمان بعد در را گسسته�سازی

نمونه مسئله ی صوت به را مثبت نوع از حافظه عبارت ی با تدریجͬ معادله ابتدا چهارم، فصل در

زمان و م΄ان بعد در را گسسته�سازی و مͬ�آوریم دست به را آن شده ضعیف فرم و مͬ�کنیم معرفͬ

همچنین مͬ�آوریم. قضایای در آن برای را خطا تخمین سپس مͬ�زنیم تقریب را آن و مͬ�دهیم انجام

مͬ�کنیم. ارائه اختصار به را رگیولاریت١٣ͬ

١٣Regularity

٣



٢ فصل

مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم

فضایهیلبرت، باناخ، فضای نرم�دار، فضای فضایضربداخلͬ، مقدماتͬ مفاهیم تعاریفو اینفصل در

مͬ�کنیم. بیان اختصار به را سوبولوف فضای و خطͬ عمل·رهای ریس، نمایش قضیه دوخطͬ، فرمهای

است. شده استفاده [؟] و [؟] ͽمراج از فصل این نوشتن برای

باناخ فضاهای ١.٢

هرگاه مͬ�نامیم نرم ی را ∥ · ∥ : V 7−→ [٠,+∞) تابع است، مفروض V برداری فضای� .١ تعریف

باشد داشته را زیر ویژگͬ�های

u = ٠ اگر فقط و اگر ∥u∥ = ٠ ،u ∈ V هر ازای به (١

∥αu∥ = |α| · ∥u∥ ،α ∈ R هر و u ∈ V هر ازای به (٢

.∥u+ v∥ ≤ ∥u∥ + ∥v∥ ،u, v ∈ V هر ازای به (٣

۴



هم و دارد نام نامساوی�مثلثͬ (٣) ویژگͬ گوئیم. نیم�نرم١ ی را ∥ · ∥ آنگاه نباشد برقرار (١) ویژگͬ اگر

u, v, w ∈ V هر ازای به که است گزاره این با ارز

∥u− v∥ ≤ ∥u− w∥ + ∥w − v∥.

�نامیم. نرم�دار فضای ی اختصار، به یا نرم�دار برداری فضای ی را ∥ · ∥ نرم با همراه V برداری فضای

به باشند موجود C و c مثبت ثابت�های هرگاه هم�ارزند V برداری فضای روی ∥ · ∥b و ∥ · ∥a نرم دو

که طوری

c∥ · ∥b ≤ ∥ · ∥a ≤ C∥ · ∥b.

هم�ارزند. V روی نرم�های همه باشد متناهͬ-البعد برداری فضای ی V اگر

یا است، v ∈ V به هم·را V برداری فضای از {vi}∞i=١ مانند نامتناهͬ دنباله�ی ی .٢ تعریف

اگر limi→∞ vi = v

lim
i→∞

∥vi − v∥ = ٠,

هرگاه مͬ�نامیم کوش٢ͬ دنباله�ی ی را V برداری فضای از {vi}∞i=١ دنباله�ی و

lim
i,j→∞

∥vi − vj∥ = ٠.

گوئیم. کامل برداری فضای ی را آن باشد، هم·را V نرم�دار فضای در کوشͬ دنباله�ی هر هرگاه

باشد. کامل هرگاه گوئیم باناخ٣ فضای ی را V نرم�دار برداری فضای .٣ تعریف

١Seminorm
٢Cauchy sequence
٣Banach space

۵



هیلبرت فضاهای ٢.٢

طوری به است L : V 7−→ R تابع ،V برداری فضای روی L خطͬ) (فرم خطͬ تابعک ی .۴ تعریف

باشیم داشته λ, µ ∈ R و u, v ∈ V هر برای که

L
(
λu+ µv

)
= λL(u) + µL(v).

نسبت هرگاه است، a : V ×V 7−→ R تابع V برداری فضای روی a
(
·, ·

) خط۴ͬ دو فرم ی تعریف۵.

باشیم داشته λ, µ ∈ R و u, v ∈ V ازای به دی·ر عبارت به باشد.� خطͬ مولفه هر به

a
(
λu+ µv, w

)
= λa

(
u,w

)
+ µa

(
v, w

)
,

a
(
w, λu+ µv

)
= λa

(
w, u

)
+ µa

(
w, v

)
.

باشیم داشته v, w ∈ V هر ازای به هرگاه گوئیم، متقارن را a
(
·, ·

)
دوخطͬ فرم

a
(
v, w

)
= a

(
w, v

)
,

باشیم داشته v ̸= ٠ که v ∈ V هر ازای به هرگاه است، مثبت معین و

a
(
v, v

)
> ٠.

فضای هر باشد. متقارن و مثبت معین هرگاه است داخلͬ ضرب V روی a
(
·, ·

)
دوخطͬ فرم تعریف۶.

ضرب به که وقتͬ مͬ�شود. نامیده داخلͬ ضرب فضای ی آن، روی داخلͬ ضرب با همراه برداری

در که ،∥ · ∥V و (·, ·)V مͬ�نویسیم حالت این در مͬ�کنیم، اشاره V مانند برداری فضا ی نرم یا داخلͬ

۴Bilinear form

۶



مͬ�بریم. کار به را ∥ · ∥ و (·, ·) نماد کار راحتͬ برای موارد بیشتر

صورت به v ∈ V هر برای آن با متناظر نرم مفروضاست، (·, ·) داخلͬ ضرب با همراه V برداری فضای

مͬ�شود تعریف زیر

∥v∥V =
(
v, v

) ١
٢
V
. (١.٢)

هرگاه عمودند هم بر V داخلͬ ضرب فضای از v و u بردار دو

(u, v) = ٠.

داریم u, v ∈ V هر ازای به آنگاه باشد، داخلͬ ضرب فضای ی V کنیم فرض .١.٢.٢ قضیه

|(u, v)| ≤ ∥u∥ ∥v∥,

آن در که ،u = λv اگر تنها و اگر است برقرار مساوی و است معروف کوشͬ-شوارتز۵ نامساوی به که

.λ ∈ R

داریم ،α ∈ R و u, v ∈ V هر برای اثبات.

٠ ≤ ∥u− αv∥٢ =
(
u− αv, u− αv

)
=

(
u, u

)
− α

(
u, v

)
− α

(
v, u

)
+ α٢

(
v, v

)
.

داشت خواهیم بنابراین α = (u,v)

∥v∥٢ دهیم قرار اگر

∥u− αv∥٢ = ∥u∥٢ −
(
u, v

)٢
∥v∥٢

−
(
u, v

)٢
∥v∥٢

+

(
u, v

)٢
∥v∥٢

.

۵Cauchy-Schwarz

٧



داریم پس

٠ ≤ ∥u− αv∥٢ =
∥u∥٢∥v∥٢ −

(
u, v

)٢
∥v∥٢

.

مͬ�شود. کامل اثبات پس است، بدیهͬ دوم قسمت اثبات و |(u, v)| ≤ ∥u∥ ∥v∥ بنابراین

هم·را آن در کوشͬ دنباله�ی هر هرگاه گوئیم هیلبرت۶ فضای ی را V داخلͬ ضرب فضای .٧ تعریف

بسته زیرفضای ی V٠ گوئیم باشد، V فضای زیر ی V٠ و هیلبرت فضای ی V کنید فرض باشد.

باشد {vj}∞j=١ ⊂ V٠ اگر دی·ر عبارت به یا باشد، {vj}∞j=١ ⊂ V٠ دنباله�های تمام حد شامل هرگاه است

ضرب با هیلبرت فضای ی V٠ بنابراین است. v٠ ∈ V٠ مͬ�کند ایجاب این که limj→∞ vj = v٠ و

است. V روی شده تعریف داخلͬ

منحصر ش΄ل به مͬ�توان را v ∈ V هر اینصورت در باشد، V بسته زیرفضای ی V٠ مͬ�کنیم فرص

v٠ همچنین است، عمود V٠ بر w ∈ V و v٠ ∈ V٠ آن در که نوشت، v = v٠ + w صورت به بفردی

یعنͬ است، v به V٠ در عضو نزدی�ترین

∥v − v٠∥ = min
u∈V٠

∥v − u∥,

تصویر را v٠ مͬ�باشد. هیلبرت فضای نظریه در اساسͬ نتیجه ی و است معروف تصویر٧ قضیه به که

مͬ�شود. داده نشان PV٠v نماد با و مͬ�نامیم V٠ در v متعامد

نگاشت ی ،B مانند خطͬ عمل·ر ی باشند. برداری فضای دو W و V که فرضکنید تعریف٨.

باشیم داشته λ ∈ F و f, g ∈ V هر ازای به که طوری به است W به V از

B
(
λf + g

)
= λB(f) +B(g),

باشد. C و R مͬ�تواند F آن در که
۶Hilbert space
٧Projection theorem

٨



را B : V 7−→ W عمل·ر اینصورت در باشند، هیلبرت فضای دو W و V کنید فرض .٩ تعریف

که طوری به ،٠ < C <∞ و C ∈ R ثابت باشد داشته وجود هرگاه گوئیم کراندار

∥Bv∥W ≤ C∥v∥V , ∀ v ∈ V. (٢.٢)

مͬ�شود تعریف زیر صورت به B کراندار خطͬ عمل·ر نرم

∥B∥ = sup
v∈V −{٠}

∥Bv∥W

∥v∥V

, (٣.٢)

خطͬ تابعک به B عمل·ر آنگاه Wباشد، = R اگر .∥Bv∥W ≤ ∥B∥ ∥v∥V ،v ∈ V هر برای نتیجه در

مͬ�شود. داده تقلیل

V ∗ نماد با و مͬ�نامیم V دوگان٨ فضای را V روی کراندار خطͬ تابعک�های تمام مجموعه .١٠ تعریف

است زیر صورت به L ∈ V ∗ هر برای V ∗ در نرم ( (؟؟ از استفاده با مͬ�دهیم. نشان

∥L∥V ∗ = sup
v∈V −{٠}

|L(v)|
∥v∥V

. (۴.٢)

داریم λ, µ ∈ R و L,M ∈ V ∗ هر زیرابرای است، خطͬ فضای ی خود V ∗ که داریم توجه

(λL+ µM)(v) = λL(v) + µM(v).

نتیجه در و کامل V ∗ برداری فضای است. نرم�دار خطͬ فضای ( (؟؟ در شده تعریف نرم از استفاده با

[؟]. است باناخ فضای

٨Dual space

٩



که طوری به باشد داشته وجود C ثابت هرگاه است کراندار V روی a(·, ·) دوخطͬ فرم مشابه طور به

باشیم داشته v, w ∈ V هر ازای به

|a(v, w)| ≤ C ∥v∥ ∥w∥. (۵.٢)

مͬ�کنیم. بیان را آن زیر قضیه در که است مهمͬ خاصیت دارای هیلبرت فضای

در باشد، (·, ·) داخلͬ ضرب با هیلبرت فضای ی V کنیم فرض ریس٩) نمایش (قضیه .٢.٢.٢ قضیه

که طوری به دارد وجود بفردی منحصر u ∈ V عضو V روی L کران�دار خطͬ تابعک هر برای اینصورت

L(v) = (v, u), ∀ v ∈ V.

داریم علاوه به

∥L∥V ∗ = ∥u∥V . (۶.٢)

هر برای که طوری به باشند داشته وجود u١, u٢ ∈ V اگر چون است، واض ی΄تایی اثبات اثبات.

داریم v = u١ − u٢ دادن قرار با اینصورت در ،
(
v, u١

)
=

(
v, u٢

)
باشیم داشته v ∈ V

∥u١ − u٢∥ =
(
u١ − u٢, u١ − u٢

)
= ٠.

v ∈ V عضو مͬ�کنیم فرض دهیم. قرار u = ٠ مͬ�توان باشد، L(v) = ٠ ،v ∈ V هر برای اگر حال

مͬ�گیریم نظر در را V٠ = {v ∈ V : L(v) = ٠} مجموعه ،L(v) ̸= ٠ که طوری به باشد داشته وجود

٩Riesz represertation theorem

١٠


