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چکیده
یک S−انحنا و باشد، می ریمانی هندسه در برشی انحناي از طبیعی تعمیم یک پرچمی انحناي
(نا غیرریمانی فینسلري مترهاي شود. می صفر ریمانی مترهاي براي که است ریمانی غیر کمیت
در دارند. وجود ثابت S−انحناي و منفی پرچمی انحناي با Rn از بازي زیرمجموعه روي کامل)
S−انحناي و منفی پرچمی انحناي با فینسلري متر هر که دهیم نشان خواهیم می نامه، پایان این
خواهیم بررسی را نامثبت پرچمی انحناي حالت چنین هم باشد. فشرده که اگر است ریمانی ثابت،

باشد. می [21] مقاله از برگرفته نامه، پایان این مطالب است ذکر به لازم کرد.
کلیدي: کلمات
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1 فصل

مقدماتی تعاریف و مفاهیم



ریمانی هندسه از مقدماتی 1.1
توپولوژیک منیفلد 1.1.1

منیفلد یک Mرا باشد. توپولوژیک فضاي Mیک کنید فرض توپولوژیک1). (منیفلد 1.1.1 تعریف
کند: صدق زیر شرایط در هرگاه گویند n بعد به توپولوژیک

باشد. هاسدورف2 فضاي Mیک .1

باشد. دوم نوع Mشماراي .2

یکزیرمجموعه� با همئومورف یکهمسایگی نقطه (هر باشد. اقلیدسیn−بعدي Mموضعاً .3
باشد). داشته Rn از باز

یک φ : U → Ũ Mو در باز ا�ي مجموعه U آن در که را (U,φ) مرتب زوج .2.1.1 تعریف
منیفلد روي مختصاتی کارت یک باشد، می Rn از Ũ باز مجموعه� زیر به U از همئومورفیسم3

1topological manifold
2 Hausdorff
3homeomorphism
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Mگویند.

−C∞ را ،M بعدي −n توپولوژیک منیفلد از (V, ψ) و (U,φ) 4هاي کارت .3.1.1 تعریف
نامیم می کارت تغییر نگاشت را آن که زیر 5 نگاشت هرگاه نامیم، مرتبط

ψ ◦ φ−۱ : φ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V )

باشد. دیفئومورفیسم6

توپولوژیک منیفلد مختصاتی هاي کارت از اي گردایه از است عبارت اطلس7 یک .4.1.1 تعریف
از کارت هردو هرگاه نامند هموار اطلس را اطلس یک بپوشاند. را M آنها تعریف حوزه� که M
زیر هرگاه گویند هموار ساختار یک Mرا روي هموار اطلس یک باشند. مرتبط −C∞ هم با آن

نباشد. تر بزرگ هموار اطلس یک از سره اي مجموعه

منیفلد Mیک آن در که (M,A) زوج از است عبارت بعدي −n هموار منیفلد .5.1.1 تعریف
باشد. Mمی روي هموار ساختار یک A و بعدي −nتوپولوژیک

،p ∈M نقطه هر ازاي به که Hnگوییم موضعاً صورتی در Mرا توپولوژي فضاي .6.1.1 تعریف
که باشد Hnهمئومورف از باز اي مجموعه زیر با که باشد داشته وجود p از U باز همسایگی یک

آن در
Hn = {(x۱, · · · , xn) ∈ Rn|xn ≥ ۰}.

از است عبارت ،M بعدي n مرزدار توپولوژي منیفلد .(8 مرزدار توپولوژي (منیفلد 7.1.1 تعریف
.Hn موضعاً و هاسدورف دوم، نوع شماراي توپولوژي فضاي یک

4chart
5mapping
6diffeomorphism
7atlas
8with boundary
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توپولوژي منیفلد یک از است عبارت هموار، مرزدار منیفلد هموار). مرزدار (منیفلد 8.1.1 تعریف
ماکسیمال. هموار اطلس یک همراه به مرزدار

داخلی ضرب 2.1.1

داخلی ضرب یک باشد. F میدان روي n−بعدي برداري فضاي یک V کنیم فرض .9.1.1 تعریف
است زیر صورت به دوخطی تابع یک ،V روي

ϕ : V × V −→ F

کند: می صدق زیر شرایط در که

است: متقارن ϕ .1

ϕ(x, y) = ϕ(y, x), ∀x, y ∈ V

است: مثبت−معین ϕ .2

ϕ(x, x) > ۰, ∀x ̸= ۰ ∈ V

گیریم: می نظر در V روي دلخواه پایه یک ،V روي داخلی ضرب نمایش براي

B = {e۱, · · · , en}

خطی ترکیب با فرد به منحصر صورت به توان می را V در y و x دلخواه بردارهاي صورت این در
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داد: نمایش زیر صورت به B اعضاي

x =
n∑

i=۱
xiei, y =

n∑
i=۱

yiei

کنیم: می تعریف زیر صورت به را ϕ تابع هستند. حقیقی اعداد yi و xi آن در که

ϕ : V × V −→ F

ϕ(x, y) = Σxiyi

یک ϕ بنابراین کند. می صدق (2) و (1) شرایط در و است دوخطی تابع یک ϕ که است واضح
پایه اعضاي کانونی داخلی ضرب توان می را V روي ϕ داخلی ضرب است. V روي داخلی ضرب

نامید. V روي B
g(V ) صورت این در دهیم. می نمایش g(V ) با را V روي داخلی هاي ضرب همه مجموعه
روي مقدار حقیقی دوخطی توابع همه مجموعه ،L ۲(V ) خطی فضاي از ناتهی زیرمجموعه یک
ضرب یک V ×V روي صفر تابع زیرا نیست، L ۲(V ) خطی زیرفضاي g(V ) است. V ×V

نیست. V روي داخلی
است: بدیهی زیر لم داخلی ضرب هاي ویژگی به توجه با

روي ψ و ϕ دلخواه داخلی ضرب دو ازاي به یعنی است؛ بسته جمع تحت g(V ) .1 .1.1.1 لم
است. V روي داخلی ضرب یک ϕ+ ψ دوخطی تابع ،V

روي ϕ داخلی ضرب هر ازاي به یعنی است؛ بسته مثبت اسکالرهاي با ضرب تحت g(V ) .2
است. V روي داخلی ضرب یک aϕ دوخطی تابع ،a حقیقی مثبت عدد هر و V

به یعنی باشد، L ۲(V ) خطی فضاي از محدب زیرمجموعه یک g(V ) کنیم فرض .1.1.1 قضیه
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داخلی هاي ضرب از متناهی مجموعه هر ازاي

{ϕ۱, · · · , ϕn}

دوخطی n∑تابع
i=۱ ai = ۱ صورت به a۱, · · · , an مقدار حقیقی غیرمنفی عدد n و V روي

زیر

ϕ =
k∑

i=۱
aiϕi

است. V روي داخلی ضرب یک

ضرب هر صورت این در باشد، V دلخواه پایه یک B = {e۱, · · · , en} کنیم فرض
صورت به حقیقی اعداد آن هاي درایه که دهد Mϕمی ،n× nماتریس یک V روي ϕ داخلی
مثبت−معین و متقارن فوق ماتریس داخلی، ضرب شرایط به توجه با است. cij = ϕ(ei, ej)

است.
B∗ اعضاي باشد. V فضاي دوگان ،V ∗ فضاي پایه ،B∗ = {e∗۱, · · · , e∗n} کنیم می فرض

داریم: را زیر قضیه صورت این در است. B اعضاي دوگان

،V در y و x بردار دو هر ازاي به .2.1.1 قضیه

ϕ(x, y) =
n∑

i,j=۱
cije

∗
i (x)e

∗
j(y)

است. jام ستون و iام سطر ،Mϕ ماتریس هاي مولفه cij آن در که

این در باشد. V روي دلخواه داخلی ضرب یک ϕ : V × V −→ R کنیم می فرض
بردارهاي داخلی ضرب و داد >نمایش x, y > نماد با توان می را ϕ(x, y) حقیقی عدد صورت

نامید. y و x
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کنیم: می تعریف زیر صورت به را x ∈ V بردار طول مفهوم داخلی، ضرب از استفاده با

| x |۲=< x, x >

گفته عمود y و x بردار دو بود. خواهد | x |> ۰ ،x ̸= ۰ ازاي به و است | ۰ |= ۰ بنابراین
.< x, y >= ۰ هرگاه شوند می

به است. عمود V در بردار هر بر صفر، بردار گرفت نتیجه توان می داخلی، ضرب بودن دوخطی از
کنیم: می تعریف زیر صورت به را نرم یک ،V روي g داخلی ضرب هر ازاي

v : V −→ R

x 7−→| x |

است: زیر صورت به نرم اصلی خواص v, w ∈ V ، هر ازاي به .3.1.1 قضیه

.a ∈ R آن در که | av |= |a| | v | .1

.| v + w |≤| v | + | w | .2

ریمانی منیفلد 3.1.1
است عبارت M پذیر دیفرانسیل منیفلد یک روي ریمانی متر یک ریمانی). (متریک 10.1.1 تعریف
نقطه هر ازاي به که g : χ(M) × χ(M) −→ C∞(M) صورت به

(۰
۲
)
تانسور یک از

باشد: زیر شرایط داراي gp : TpM × TpM −→ R ،p ∈M

باشد: متقارن gp .1

∀x, y ∈ TpM gp(x, y) = gp(y, x)
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باشد: مثبت−معین gp .2

∀x ̸= ۰ gp(x, x) > ۰

.x = ۰ ⇐⇒ gp(x, x) = ۰ عبارتی: به یا

منیفلد ،g ریمانی متریک همراه به Mرا پذیر دیفرانسیل منیفلد ریمانی). (منیفلد 11.1.1 تعریف
دهیم. می نمایش (M, g) نماد با را آن و نامیده ریمانی

یک f :M −→ M̄ و ریمانی منیفلد دو (M̄, ḡ) و (M, g) کنیم می فرض .12.1.1 تعریف
هرگاه نامیم می ایزومتري یک را f باشد. M̄ Mو منیفلد دو بین دیفئومورفیسم

∀p ∈M, ∀x, y ∈ TpM gp(x, y) = ḡf(p)
(
(f∗)px, (f∗)py

)
آن در که

ḡf(p) : Tf(p)M̄ × Tf(p)M̄ −→ R, (f∗)p : TpM −→ Tf(p)M̄

می ایزومتر را M̄ و M منیفلد دو باشد، موجود منیفلد دو بین ایزومتري چنین که صورتی در
نامیم.

نمود. تعریف ریمانی متریک یک توان می ،M پذیر دیفرانسیل منیفلد هر روي .4.1.1 قضیه

الصاق 4.1.1
گیري مشتق از خاصی نوع است لازم داد، تعمیم ریمانی فضاي در را شتاب مفهوم بتوان اینکه براي
انتخاب از مستقل و بوده تعریف قابل منیفلدها روي که نمود معرفی را همورد گیري مشتق نام به

است. کارت
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نگاشت باشد. هموار منیفلد Mیک کنیم فرض (الصاق). 13.1.1 تعریف

∇ : χ(M)× χ(M) −→ χ(M)

نامیم: Mمی منیفلد روي الصاق یک زیر، شرایط با را

∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ .1

∇Y fX = f∇YX + (Y · f)X .2
∀X, Y, Z ∈ χ(M), f, g ∈ C∞(M) آن در که

و بوده سویی مشتق از تري کلی حالت الصاق است. سویی مشتق همانی، توابع روي ∇ واقع در
مشتق X∇را و الصاق ∇را آورد. دست به آن از استفاده با توان می نیز را ها فرم تغییرات میزان

نامیم. می X به نسبت کواریان

منیفلد روي مختصات کارت یک (x, U) فرضکنیم .(∇XY موضعی (مختصات 14.1.1 تعریف
صورت به توان می مختصات این در را ∇XY صورت این در باشد. ∇ خطی الصاق با Mهمراه

نوشت: زیر
∇XY = (X · Y i + Γi

jkX
jY k)

∂

∂xi

Mمی روي حقیقی توابعی که نامند می کریستوفل ضرایب ∇را ∂

∂xj

∂
∂xi := Γk

ij
∂

∂xk آن در که
باشند.

گاه آن باشد. M روي کواریان مشتق ∇ و منیفلد یک M کنیم می فرض .15.1.1 تعریف
می تعریف زیر صورت به را آن و نامیم می الصاق تاب را T : χ(M) × χ(M) → χ(M)

کنیم:

∀X, Y ∈ χ(M), T (X,Y ) := ∇XY −∇YX − [X,Y ]
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باشد. صفر (T ) آن تاب هرگاه نامیم می تاب−آزاد ،M روي را ∇ الصاق

هرگاه: نامیم می متریک با سازگار را ∇ الصاق .16.1.1 تعریف

X < Y,Z >=< ∇XY, Z > + < Y,∇XZ >, X, Y ∈ χ(M)

ریمانی منیفلد روي خطی الصاق یک ∇ کنیم فرض ویتا). لوي−چی (الصاق 17.1.1 تعریف
را آن صورت این در کند، صدق تاب−آزادي و متریک با سازگاري شرایط در که باشد (M, g)

نامیم. می ویتا لوي−چی الصاق

الصاق یک فقط (M, g) ریمانی منیفلد هر روي ریمانی). هندسه اساسی (قضیه 5.1.1 قضیه
است. موجود ریمانی

ژئودزي 2.1
نرمال) همسایگی (در M فضاي در نقطه دو بین مسیر کوتاهترین که گفت توان می تسامح با
می راست خطوط همان ها ژئودزي R حقیقی فضاي در نامیم. می نقطه دو آن بین ژئودزي را
فوق، خط معادله به توجه با باشد. می C(t) = at + b صورت به آنها کلی معادله که باشند
را ژئودزي مفهوم رابطه، این از استفاده با خواهیم می حال باشد. می برقرار همواره C ′′

(t) = ۰
دهیم. تعمیم پذیر دیفرانسیل منیفلدهاي براي

در ژئودزي یک را γ گیریم. می نظر در را γ : I →M هموار منحنی (ژئودزي). 1.2.1 تعریف
مولفه نباید مماسی راستاي در γ′ : TI → TM عبارتی به .∇γ′

γ′ = ۰ هرگاه نامیم Mمی
باشد. صفر باید γ شتاب مماسی مولفه عبارتی به یا باشد داشته اي
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انحنا 3.1

ریمان انحناي 1.3.1
را آن دوم گیري مشتق ترتیب توان می ،C۲ کلاس از تابع یک براي Rn فضاي در دانیم می
مشتق ،Rn در راست خط دوم مشتق بودن صفر خاصیت از استفاده براي واقع در کنیم. عوض
در نمود. تعویض را گیري مشتق ترتیب توان نمی ریمانی فضاي در اما کنیم. می انتخاب را دوم
و کند می تعیین بودن مسطح از Mرا انحراف میزان گیري، مشتق ترتیب تعویض در تفاوت واقع

است. Rn اقلیدسی فضاي Mبا منیفلد یک بین تفاوت براي معیاري

لوي−چی الصاق ∇ و ریمانی منیفلد یک (M, g) کنید فرض ریمان). (انحناي 1.3.1 تعریف
نگاشت Mباشد. روي ویتا

R : χ(M)× χ(M)× χ(M) −→ χ(M)

R(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z

نامیم. می ریمان انحناي تانسور را

است.
(۱
۳
)
تانسوري میدان یک ریمان انحناي وضوح به .1 تذکر

M روي برداري میدان یک W و ریمانی منیفلد یک (M, g) کنیم می فرض .2.3.1 تعریف
صورت به را آن و داده نمایش Rm با را ریمان انحناي تانسور Wدر داخلی ضرب حاصل باشد.

دهیم: می نمایش زیر

∀X,Y, Z,W ∈ χ(M), Rm(X,Y, Z,W ) =< R(X,Y )Z,W >

گوییم. می ریمان انحناي تر، ساده صورت به یا دوم نوع ریمان انحناي تانسور را Rm
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