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چͺیده
برای معادلͬ شرایط و گیریم مͬ نظر در را گسسته ارزیابͬ های حلقه و ارزیابͬ نامه پایان این در

دهیم. مͬ ارائه گسسته ارزیابͬ حلقه و ارزیابͬ حلقه

گسسته ارزیابͬ حلقه پایا- ارزیابͬ حلقه ارزیابͬ- کلیدی: واژگان
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به تقدیم

(عج) موعود مهدی انتظار، شب بخش فروغ

عزیزم پدر به تقدیم

شود. مͬ آب مهربانش دستان سخاوت برابر در دریا که آن

عزیزم مادر به تقدیم

بازد. مͬ رن دعایش های دست در اش سرسبزی تمام با جنͽل که آن

تشͺر و تقدیر

و خود، رحمت و فضل فزونͬ سبب و خویش، یاد کلید را حمد که سزاست را خداوندی ستایش
(١۵٧ خطبه البلاغه، (نهج است. داده قرار عظمتش و ها نعمت راهنمای

دریغ بͬ و ارزنده های راهنمایͬ و ها تلاش از دانم مͬ لازم خود بر پایان ͷی آغاز در ͷاین و
درگاه از و کنم تشͺر صمیمانه حسینͬ حسین محمد دکتر آقای جناب ارجمندم، راهنمای استاد

دارم. افزون روز توفیق و سلامتͬ آرزوی ایشان برای متعال خداوند
حسین دکتر آقای جناب مشاور، استاد مقیمͬ، فضائلͬ حسین دکتر آقای جناب گرانقدر اساتید از
تصحیح و بازنͽری در که داور، محترم اساتید آبادی، نصر مهدی محمد دکتر آقای جناب و اقدامͬ

نمایم. مͬ قدردانͬ و تشͺر رساندند یاری مرا نامه پایان این
صمیمانه ام نموده استفاده محضرشان از دوره این در که ربیعͬ دکتر آقای جناب از همچنین

سپاسͽزارم.



೯دایا١
حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بͬ�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به
اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و نخورم

مͬ�داری. دوست تو که آنچنان
به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو
رهایͬ امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها تو پای
را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان در امید برق که توست
ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و
نͽاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانͽیختن از من،
آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

بͬ�پاداش، کار بͬ�سلاح، جهاد بͬ�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به
خوبͬ بͬ�ریا، ایمان بͬ�نان، خدمت بͬ�نام، عظمت بͬ�عوام، مذهب بͬ�دنیا، دین سͺوت، در فداکاری
دوست و جمعیت، انبوه در تنهایͬ بͬ�هوس، عشق بͬ�غرور، قناعت بͬ�خامͬ، گستاخͬ بͬ�نمود،

کن. روزی بداند، دوست بͬ�آنͺه داشتن

ଌୃنඛھاॴوم،باز೯داࡣت اඛඟ໋ھا�
اوجاඎিنૡঙه৯داಶඍن�॥ت...

شریعتͬ. علͬ دکتر از ١مناجاتͬ



ণپاسච໋اری...
نمایید. وارد مͺان این در را خود جداگانه سپاسͽزاری

భوৗنیاری૮ࣹ۱۳۹۲ورෙ७
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گفتار پیش
حلقه و ارزیابͬ تئوری بود. مرتبط جابجایͬ های میدان با تنها ابتدا در ارزیابͬ های حلقه تئوری
اولین ارزیابͬ های حوزه و ها میدان از ارزیابͬ مفاهیم شدند. مطرح ٢٠ قرن اوایل از ارزیابͬ های
حلقه ͷی مقاله این در شدند. معرفͬ ([۶]) معروفش مقاله در ٢ کرول توسط ١٩٣٢ سال در بار
شمول رابطه به نسبت آلها ایده آن در که است شده تعریف صحیح حوزه ͷی صورت به ارزیابͬ
بین ی رابطه او چنین هم زنجیری، ͷت جابجایͬ های حوزه یعنͬ هستند، مرتب) (کلا کلͬ مرتب

داد. نشان را ها میدان از ارزیابͬ های حلقه و ارزیابͬ های حوزه مفاهیم
متفاوتͬ های تعمیم ناجابجایͬ مورد در دارد. وجود تئوری این از ناجابجایͬ حالت ͷی حال، این با
توسط بخشͬ های حلقه از ارزیابͬ های حلقه برای تعمیم اولین دارد. وجود ارزیابͬ های حلقه از
و کرد معرفͬ را پایا ارزیابͬ های حلقه کلاس که بود کسͬ وی گردید، معرفͬ ([١٠])٣ شیلین
از پایا ارزیابͬ های حلقه گرفتن نظر در با پرداخت. ([١١]) آنها (اصولͬ) ͬͺسیستماتی مطالعه به

هست. ۴ موروثͬ نیمه حلقه ͷی پایا، ارزیابͬ حلقه هر که شود مͬ نتیجه بخشͬ های حلقه
حلقه برای ۵ پروفر های حوزه از های تعمیم صورت به توانند مͬ موروثͬ نیمه های حلقه رو این از
ارزیابͬ های حلقه پایا ارزیابͬ های حلقه از خاص مثال ͷی شوند. گرفته نظر در ناجابجایͬ های
ها حلقه این از رده ترین ساده بخشͬ های حلقه و ها میدان تنها این بر علاوه که هستند، گسسته

کنند. مͬ بازی جبری هندسه و اعداد نظریه جبر، در مهم نقش ͷی آنها وجود، این با هستند.
قرار مطالعه مورد و معرفͬ ([٣]) ۶ دوبروین توسط ناجابجایͬ، ارزیابͬ های حلقه از دیͽری تعمیم
درباره بیشتر اطلاعات برای شد. نامͽذاری دوبروین ارزیابͬ های حلقه او، از بعد حلقه این گرفت.
کرد. جستجو [٩] در توان مͬ ساده آرتینͬ های حلقه در موروثͬ نیمه های ترتیب و ها حلقه این
و ناجابجایͬ پایا ارزیابͬ های حلقه اساسͬ نتایج از مختصری بحث و معرفͬ به نامه پایان این در
شرکت نامه، پایان این در ها حلقه همه پردازیم. مͬ بخشͬ های حلقه از گسسته ارزیابͬ های حلقه
یͺه گروه برای را U(A) هستند. یͺانͬ مدولها همه و شوند مͬ گرفته نظر در بدیهͬ غیر و پذیر
روی بیشتر مطالعه برای نویسیم. مͬ D بخشͬ حلقه ͷی ضربͬ گروه را D∗ و A ی حلقه های

کرد. رجوع [۵] و [٢] ،[١] به توان مͬ مدولها و ها حلقه تئوری
٢Krull
٣Schilling
۴Semihereditary
۵Prufer
۶N.I.Dubrovin



٢ مطالب فهرست

: شود مͬ بیان زیر شͺل به فصل سه در نامه پایان مباحث
ایم. پرداخته اولیه مفاهیم تعاریف، بیان به اول بخش در که باشد مͬ بخش سه شامل اول فصل
را ارزیابͬ حلقه سوم بخش در نهایت در و کرده مطرح را آن از مثالهایͬ و ارزیابͬ دوم بخش در

کنیم. مͬ بیان را آن از مثالهایͬ و مطرح
سازی موضعͬ در را کسرها حلقه اول بخش در است. شده تنظیم بخش سه در هم دوم فصل
مطرح ناجابجایͬ سازی موضعͬ در را کسرها حلقه ابتدا دوم بخش در ایم. کرده بیان جابجایͬ
در و ایم کرده بیان را آن به مربوط قضایای و معرفͬ را ͷکلاسی راست کسرهای حلقه سپس و
قضایایͬ و معرفͬ اند شده گرفته کار به نامه پایان در که خاص های حلقه پایانͬ، بخش در نهایت

است. استفاده مورد سوم فصل در که کرده مطرح را
ارزیابͬ حلقه و (جابجایͬ) ارزیابͬ حلقه اساسͬ های ویژگͬ باشد، مͬ فصل آخرین که سوم فصل
اساسͬ قضایای فصل همین راستای در و کنیم مͬ مطرح را آن به مربوط قضایای و بیان را گسسته

کنیم. مͬ اثبات و بیان را شیلین



١ فصل

ارزیابͬ های حلقه و ها ارزیابͬ

٣



۴ ارزیابͬ های حلقه و ها ارزیابͬ .١

.

مقدماتͬ مفاهیم ١.١

خلاف که آن مͽر شود، مͬ گرفته نظر در ناجابجایͬ حلقه ͷی بعنوان R ی حلقه نامه پایان تمام در
نسبت S هرگاه است حلقه زیر ͷی R حلقه از S مجموعه زیر که شویم مͬ آور یاد شود. تصریح آن

.١S = ١R و باشد حلقه ͷی خود R ی حلقه ضرب و جمع به

چپ آل ایده ͷی را R از I ناتهͬ زیرمجموعه باشد. حلقه ͷی R کنید فرض .١.١.١ تعریف
هرگاه نامند، مͬ (راست)

−x؛ y ∈ I ،x, y ∈ I هر ازای به (١
.(xr ∈ I) rx ∈ I ،r ∈ R و x ∈ I هر ازای به (٢

طرفه) (دو آل ایده ͷی را I کنید توجه دهیم. مͬ نمایش ⊴ نماد با را R از I بودن آل ایده
باشد. R حلقه راست و چپ آل ایده ͷی I هرگاه نامند مͬ R حلقه

وجود I مانند R از آلͬ ایده هرگاه نامیم R در بیشین آل ایده را M ⫋ R آل ایده .٢.١.١ تعریف
.M ⫋ I ⫋ R بطوریͺه باشد نداشته

و باشد صحیح حوزه R حلقه هرگاه نامیم مͬ اصلͬ آل ایده حوزه ͷی را R حلقه .٣.١.١ تعریف
شوند. تولید عنصر ͷی توسط یعنͬ باشند، اصلͬ آن راست و چپ آلهای ایده همه



۵ مقدماتͬ مفاهیم .١.١

اصلͬ آل ایده آن، راست آلهای ایده همه هرگاه گوییم اصلͬ آل ایده حلقه را R حلقه تعریف١.١.۴.
باشد. چپ اصلͬ آل ایده آن، چپ آلهای ایده همه و باشد راست

با (R⧸I,+, ·) صورت این در باشد، آن از آلͬ ایده I و حلقه ͷی R کنید فرض .۵.١.١ تعریف
زیر صورت به شده تعریف ضرب و جمع

(x+ I) · (y + I) = xy + I و (x+ I) + (y + I) = (x+ y) + I

نامند. مͬ I وسیله به R قسمتͬ خارج ی حلقه را آن )که x, y ∈ R) دهد مͬ حلقه ͷی تشͺیل

قسمتͬ خارج حلقه گاه آن باشد، R جابجایͬ ی حلقه از بیشین آل ایده ͷیM اگر .۶.١.١ تبصره
است. میدان ͷی R⧸M

عنصر اگر گوییم (راست) چپ صفر علیه مقسوم ͷی را R حلقه از x ناصفر عنصر تعریف٧.١.١.
از عنصری صفر علیه مقسوم .(yx = ◦R) xy = ◦R بطوریͺه باشد موجود y ∈ R مانند ناصفری

باشد. راست صفر علیه مقسوم هم و چپ صفر علیه مقسوم هم که است R

صورت به های ماتریس از R ی حلقه .٨.١.١ )مثال
x y
◦ z

)
(١.١)

کنیم فرض بͽیرید.اگر نظر در را y ∈ Z٢ و x, z ∈ Z آن در که ماتریسͬ ضرب عمل با

a =

(
٢ ◦
◦ ١

)
b =

(
◦ ١̄
◦ ◦

)
(٢.١)

نیست، راست صفر علیه مقسوم ولͬ است چپ صفر علیه مقسوم a بنابراین ،ab = ◦ ∈ R گاه آن
چون

◦ =

(
x y
◦ z

)(
٢ ◦
◦ ١

)
=

(
٢x y
◦ z

)
(٣.١)

بطوریͺه باشد داشته وجود m ∈ N گاه هر نامیم مͬ توان پوچ را x ∈ R عنصر .٩.١.١ تعریف
.xm = ◦



۶ ارزیابͬ های حلقه و ها ارزیابͬ .١

زیرا نیست، برقرار آن عͺس اما است صفر علیه مقسوم ͷی توان پوچ عنصر هر .١٠.١.١ تبصره
نیست. توان پوچ ولͬ است صفر علیه مقسوم ٢̄ ،Z۶ در

بیشین آل ایده ͷی تنها که شود مͬ تعریف صفری غیر حلقه موضعͬ، حلقه جابجایͬ، جبر در
دارد.

است. متفاوت کمͬ ناجابجایͬ جبر در موضعͬ حلقه ͷی تعریف اما

ͷی تنها و باشد صفر غیر ای حلقه هرگاه گوییم موضعͬ را R ناجابجایͬ حلقه .١١.١.١ تعریف
باشد. داشته بیشین) راست آل ایده ͷی معادلا (یا بیشین چپ آل ایده

دارند. بیشین چپ آل ایده ͷی تنها زیرا اند، موضعͬ حلقه ها میدان .١٢.١.١ مثال

آل ایده این دهند. مͬ آل ایده ͷی تشͺیل یͺه غیر عناصر R موضعͬ حلقه هر در .١٣.١.١ تبصره
را آل ایده این است. بفرد منحصر آل ایده این است موضعͬ حلقه چون و است بیشین آل ایده ͷی

دهیم. مͬ نشان (R,m) با را موضعͬ حلقه این و m با

صورت این در باشد، M بیشین آل ایده تنها با موضعͬ حلقه ͷی R کنید فرض .١۴.١.١ تعریف
شود. مͬ نامیده R مانده میدان و است میدان ͷی R⧸M

است Z۴ بیشین آل ایده تنها
{
◦̄, ٢̄

}
صورت این در گیریم. مͬ نظر در را Z۴ حلقه .١۵.١.١ مثال

باشد. مͬ موضعͬ حلقه ͷی لذا و

نامند. مͬ موضعͬ نیمه ی حلقه را بیشین چپ آل ایده متناهͬ تعداد با حلقه ͷی .١۶.١.١ تعریف

است. R
⊕

◦ و ◦
⊕

R بصورت بیشین آل ایده دو دارای R
⊕

R .١٧.١.١ مثال

آلهای ایده تمام مقطع صورت این در باشد. دلخواه ی حلقه ͷی R کنید فرض .١٨.١.١ تعریف
داده نمایش rad(R) یا و J(R) نماد با که شود مͬ نامیده R رادیͺال جاکبسون ،R بیشین چپ

شود. مͬ

وجود b ∈ R اگر نامیم، (چپ) راست پذیر معͺوس را R حلقه در a عنصر .١٩.١.١ تعریف
.(ba = ١) ab = ١ بطوریͺه باشد، داشته

: معادلند زیر احͺام y ∈ R برای .٢٠.١.١ لم
y؛ ∈ J(R) (١

است؛ چپ پذیر معͺوس ١− xy ،x ∈ R هر برای (٢
.M ساده چپ مدول −R هر برای ،yM = ◦ (٣
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پذیر معͺوس ١ − xy که باشد داشته وجود ای x و y ∈ J(R) کنید فرض : ٢ ⇐= ١ برهان.
مͬ R از m مثلا بیشین چپ آل ایده ͷی در مشمول R(١− xy) ⊂ R صورت این در نباشد. چپ
m بودن بیشین با متناقض که ١ ∈ m نتیجه در .xy ∈ mپس .y ∈ m و ١− xy ∈ m اما شود.

است. چپ پذیر معͺوس ١− xy لذا است.
فرض خلف برهان به باشد. چپ پذیر معͺوس ١− xy ،x ∈ R هر برای کنید فرض : ٣ ⇐= ٢
.Rym =M داریم M بودن ساده به بنا پس .ym ̸= ◦ بطوریͺه باشد داشته وجود m ∈M کنیم
به توجه با حال ،(١ − xy)m = ◦ صورت این در .xym = m که دارد وجود x ∈ R بالاخص
بنابراین است. تناقض این و m = ◦ داریم پس است چپ پذیر معͺوس ١ − xy چون (٢ فرض

است. yM = ◦ و باطل خلف فرض
بنابراین است. ساده چپ مدول −Rͷی R⧸m ،R از m بیشین چپ آل ایده هر برای : ١⇐= ٣

□ .y ∈ J(R) لذا .y ∈ m که کند مͬ ایجاب (٣ فرض و yR⧸m = ◦

رادیͺال جاکبسون J(R) و R های یͺه U(R) صفر، غیر حلقه ͷی R کنید فرض .٢١.١.١ قضیه
: معادلند زیر عبارات صورت این در باشد. R حلقه
دارد؛ فرد به منحصر بیشین چپ آل ایده ͷی R (١

دارد؛ فرد به منحصر بیشین راست آل ایده ͷی R (٢
است؛ بخشͬ حلقه R⧸J(R) (٣

است؛ R از آل ایده ͷی R⧹U(R) (۴
است؛ جمعͬ گروه زیر ͷی R⧹U(R) (۵

ai؛ ∈ U(R) که دارد وجود ای i که دهد مͬ نتیجه a١ + . . . an ∈ U(R) ،n هر برای (۵′

.b ∈ U(R) یا a ∈ U(R) که دهد مͬ نتیجه a+ b ∈ U(R) (۵′′

گوییم. موضعͬ حلقه را R حلقه باشد، برقرار شرایط این از ͷی هر اگر

□ شود. رجوع ١١ صفحه [١٣] به برهان.

توان پوچ R از یͺه غیر عنصر هر و R های یͺه U(R) و R ̸= ◦ کنید فرض (١ .٢٢.١.١ قضیه
است. موضعͬ R صورت این در باشد.

d ∈ D∗ = D − {◦} هر برای بطوریͺه باشد D بخشͬ حلقه در مشمول R کنید فرض (٢
است. موضعͬ R صورت این در بͽیرند. قرار R در d−١ یا d

.R⧹U(R) ⊆ J(R) دهیم مͬ نشان (١ قسمت برای برهان.
است. توان پوچ a فرض طبق پس .a /∈ U(R) صورت این در .a ∈ R⧹U(R) کنیم فرض ابتدا
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غیر در زیرا ،Ra ⊆ R⧹U(R) رو این از .ak = ◦ که باشد مثبتͬ عدد کوچͺترین k کنید فرض
داریم یعنͬ ،raak−١ = ◦ بنابراین .rak = ◦ داریم ak = ◦ چون ،ra ∈ U(R) اگر صورت این

است. تناقض در k بودن کوچͺترین با که ak−١ = ◦

از .Ra ⊆ J(R) اما است. توان پوچ عناصر شامل R⧹U(R) یعنͬ ،Ra ⊆ R⧹U(R) بنابراین
است. موضعͬ R ،٢١.١.١ به بنا .R⧹U(R) ⊆ J(R) رو این

عنصر دو a, b چنانچه دهیم مͬ نشان باشد. شده گفته خاصیت با ای حلقه R ⊆ D کنیم فرض (٢
.b ∈ U(R) یا a ∈ U(R) گاه آن a+ b ∈ U(R) اگر باشند، R از صفر غیر

بوضوح .c = a−١b کنیم فرض .a+ b = ١ که فرضکرد گونه این توان مͬ ،a+ b ∈ U(R) چون
: داریم گاه آن ،c ∈ R اگر حال .c ∈ D داریم

a−١ = a−١ · ١ = a−١(a+ b) = a−١b+ ١ = c−١ + ١ ∈ R

.a ∈ U(R) داریم پس
: داریم گاه آن ،c−١ ∈ R اگر چنین هم

b−١ = b−١ · ١ = b−١(a+ b) = b−١a+ ١ = c−١ + ١

□ .b ∈ U(R) بنابراین

که است ۶̄ و ٣̄ و ◦̄ ،Z٩ در یͺه غیر عناصر تنها بͽیرید. نظر در را Z٩ حلقه .٢٣.١.١ مثال
است. موضعͬ Z٩ فوق، گزاره (١ قسمت به بنا لذا .۶̄٢ = ◦̄ و ٣̄٢ = ◦̄

{ei|i ⩾ ١} نامتناهͬ شمارا پایه با K هیات روی برداری فضای V کنید فرض .٢۴.١.١ مثال
باشد. R = EndK(V ) و باشد

: شود تعریف زیر صورت به a, b ∈ R اگر

b(ei) = ei+١ i ⩾ ١ هر برای
a(e١) = ◦, a(ei) = ei−١ i ⩾ ٢ هر برای

معͺوس ولͬ است راست پذیر معͺوس a بنابراین .ab = ١ ̸= ba شود مͬ دیده وضوح به گاه آن
نیست. چپ پذیر

صورت این در باشند. a چپ و راست معͺوس ترتیب به b′ و b ،R حلقه در چنانچه
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b′ = b′(ab) = (b′a)b = b

نامیم. مͬ aوسͺمع را b = b′ و پذیر معͺوس R ی حلقه در a گوییم مͬ حالت این در

x̄ ∈ R̄ = R⧸J(R) اگر تنها و اگر است چپ پذیر معͺوس x ∈ R عنصر .٢۵.١.١ قضیه
باشد. چپ پذیر معͺوس

باشد داشته وجود ȳ ∈ R̄ یعنͬ باشد، چپ پذیر معͺوس x̄ = x + J(R) کنیم فرض برهان.
پس .ȳx̄ = ١̄ ∈ R̄ بطوریͺه

yx+ J(R) = ١+ J(R)

بنابراین .١− yx ∈ J(R) پس

yx ∈ ١+ J(R) ⊆ U(R)

است. چپ پذیر معͺوس x ∈ R لذا
.yx = ١ بطوریͺه دارد وجود y ∈ R پس باشد. چپ پذیر معͺوس x ∈ R کنیم فرض بعͺس،

بنابراین

yx+ J(R) = ١+ J(R)

یعنͬ

(y + J(R))(x+ J(R)) = ١+ J(R)

□ است. چپ پذیر معͺوس x̄ ∈ R̄ لذا .ȳx̄ = ١̄ دیͽر عبارتͬ به
شود. رجوع [٧] به پذیری معͺوس ی زمینه در بیشتر اطلاعات برای

ناپذیر تحویل را P (x) ∈ F [x] ای جمله چند باشد، میدان ͷی F کنیم فرض .٢۶.١.١ تعریف
جمله چند g(x) و f(x) آن در که نوشت P (x) = f(x)g(x) بصورت را آن نتوان هرگاه گوییم

باشند. F [x] از ثابت غیر ایهای
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اگر مثال، بعنوان دارد. ͬͽبست مربوطه میدان به ای جمله چند ͷی ناپذیری تحویل .٢٧.١.١ مثال
تحویل حقیقͬ) (اعداد R روی بͽیریم، نظر در R[x] از ای جمله چند ͷی را f(x) = x٢ + ١
ͷی بعنوان اگر را f(x) = x١+٢ داریم توجه ولͬ ندارد ریشه R میدان در f(x) زیرا است، ناپذیر

زیرا است، پذیر تحویل گاه آن بͽیریم نظر در مختلط میدان روی ای جمله چند

f(x) = (x− i)(x+ i)

R از S مانند است ای مجموعه زیر R از (m.c.s) ضربͬ بسته مجموعه زیر ͷی .٢٨.١.١ تعریف
.xy ∈ S باشیم داشته x, y ∈ S هر برای و ١R ∈ S بطوریͺه

است. (m.c.s) ͷی
{
١, x, x٢, . . .

}
مجموعه x ∈ R هر برای .٢٩.١.١ مثال

است. (m.c.s) نیز {١} بویژه است. (m.c.s) ،R حلقه های یͺه مجموعه .٣٠.١.١ مثال

است. ضربͬ بسته مجموعه صحیح، حوزه ͷی از ناصفر عناصر تمام مجموعه .٣١.١.١ مثال

است، ضربͬ بسته مجموعه S گاه آن بͽیریم. نظر در S = {١̄, ٣̄} و R = Z۶ اگر .٣٢.١.١ مثال
چنین هم و ١̄ ∈ S زیرا

١̄× ٣̄ = ٣̄ ∈ S

٣̄× ٣̄ = ٣̄ ∈ S

١̄× ١̄ = ١̄ ∈ S.

برای و P ̸= R اگر شود مͬ نامیده ١ اول آل ایده ،R حلقه از P طرفه دو آل ایده .٣٣.١.١ تعریف
. b ∈ P یا a ∈ P که کند ایجاب ،ab ∈ P ،a, b ∈ R هر

: معادلند زیر احͺام صورت این در محض) آل (ایده P ◁R کنیم فرض .٣۴.١.١ قضیه
است. اول آل ایده P (١

.( I, J ⊴R هر (برای J ⊆ P یا I ⊆ P گاه آن ،IJ ⊆ P اگر (٢
است. صحیح حوزه R⧸P (٣

: داشت خواهیم صورت این در .J ⊈ P و I ⊈ P خلف) (فرض کنیم فرض : ٢⇐= ١ برهان.

∃a ∈ I, b ∈ J, s.t, a /∈ P, b /∈ P

١Prime ideal
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خواهیم است، اول آل ایده P اینͺه به توجه با .ab ∈ P بنابراین .ab ∈ IJ ⊆ P داریم فرض از
صادق حͺم و باطل خلف فرض بنابراین است. تناقض حالت دو هر که b ∈ P یا a ∈ P داشت

است.
داریم J = (b) و I = (a) فرض با صورت این در .ab ∈ P و a, b ∈ R کنیم فرض : ١⇐= ٢

IJ = (a)(b) = (ab) ⊆ P.

است. اول آل ایده P صورت این در .b ∈ P یا a ∈ P پس (b) ⊆ P یا (a) ⊆ P لذا
،a, b ∈ R هر برای صورت این در باشد. اول آل ایده P کنید فرض : ٣⇐= ١

ab ∈ P =⇒ a ∈ P یا b ∈ P

(a + P )(b + P ) = ◦R⧸P اگر دهیم مͬ نشان معادلا است، صحیح حوزه R⧸P دهیم مͬ نشان
.b+ P = ◦R⧸P یا a+ P = ◦R⧸P گاه آن

اول آل ایده از .ab ∈ P دیͽر عبارتͬ به .ab+P = P داریم (a+P )(b+P ) = ◦R⧸P که این از
بنابراین .b ∈ P یا a ∈ P داریم P بودن

b+ P = ◦R⧸P یا a+ P = ◦R⧸P

که این از است. اول آل ایده P دهیم مͬ نشان باشد. صحیح حوزه R⧸P کنید فرض : ١⇐= ٣
: داریم ،ab ∈ P

ab+ P = P = ◦R⧸P

□ شد. تͺمیل قضیه برهان بنابراین .b ∈ P یا a ∈ P لذا .(a+ P )(b+ P ) = ◦R⧸P پس

بسته S = R⧹P گاه آن باشد. R جابجایͬ حلقه در اول آل ایده ͷی P گاه هر .٣۵.١.١ مثال
است. ضربͬ

S تعریف به بنا صورت این در باشد. x, y ∈ S کنید فرض حال .١ ∈ R⧹P بنابراین P ̸= R زیرا
بنابراین .xy /∈ P اول آل ایده تعریف طبق باشد، مͬ R از اول آل ایده P چون و x, y /∈ P داریم

است. ضربͬ بسته مجموعه ͷی S پس .xy ∈ S یعنͬ این و xy ∈ R⧹P

باشد داشته وجود e ∈ R هرگاه نامیم منظم آل ایده را R حلقه در J چپ آل ایده .٣۶.١.١ تعریف
.r − re ∈ J ،r ∈ R هر برای که

و ay ̸= ◦ ،a ∈ R ناصفر عنصر هر برای اگر نامیم، منظم را y ∈ R عنصر ͷی .٣٧.١.١ تعریف
.ya ̸= ◦
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در خوانیم مدول −R ͷی را M ناتهͬ مجموعه باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .٣٨.١.١ تعریف
عنصری m ∈ M هر و r ∈ R هر ازای به و باشد + عمل تحت آبلͬ گروه ͷی M که صورتͬ

r١, r٢ ∈ R هر و m١,m٢ ∈M هر ازای به که بقسمͬ باشد M در rm چون
r١)؛ + r٢)m = r١m+ r٢m (١
r(m١؛ +m٢) = rm١ + rm٢ (٢

(r٢m)r١؛ = (r١r٢)m (٣
.١ ·m = m (۴

شود. مͬ تعریف نیز راست مدول −R مشابه طریق به باشد. مͬ R حلقه یͺه عنصر ١ آن در که

فضای هر چنین هم است. مدول −R حلقه، ͷی بعنوان R که داد نشان توان مͬ راحتͬ به
مدول −R ͷی I صورت این در ،I ⊴ R چنانچه است. مدول −F ͷی ،F هیات روی برداری

است.

زیر ،M مدول) زیر −R (یا مدول زیر باشد. مدول −R ͷی M کنیم فرض .٣٩.١.١ تعریف
: باشند برقرار زیر شرایط بطوریͺه M از N مانند است ای مجموعه

است؛ M جمعͬ گروه زیر N (١
.rn ∈ N باشیم داشته n ∈ N و r ∈ R هر ازای به (٢

باشد. (چپ) مدول −R ͷی M و حلقه ͷی R کنید فرض .۴٠.١.١ تعریف
باشد. نداشته بدیهͬ غیر مدول زیر −R ،M و M ̸= ◦ گاه هر خوانیم ساده مدول −R را M (١
باشد M از مستقیم جمعوند ،M از مدول زیر −R هر اگر خوانیم ساده نیم مدول −R را M (٢

.(M = N
⊕

P بطوریͺه باشد موجود M از P مدول زیر ،N مدول زیر هر برای (یعنͬ

نیست. ساده ولͬ است ساده نیم صفر، مدول .۴١.١.١ مثال

−R ͷی بعنوان گاه هر گوییم چپ (ساده) ساده نیم حلقه ͷی را R ی حلقه .۴٢.١.١ تعریف
باشد. (ساده) ساده نیم چپ مدول

ساده حلقه هر که است واضح است. ساده حلقه ͷی میدان هر و بخشͬ حلقه هر .۴٣.١.١ مثال
است. ساده نیم

.J(R) = ◦ گاه هر شود مͬ نامیده ٢ جاکبسون ساده نیم ،R ی حلقه .۴۴.١.١ تعریف
٢Jacobson
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زیرا است، جاکبسون ساده نیم R⧸J(R) حلقه ،R حلقه هر برای .۴۵.١.١ مثال

J(R⧸J(R)) = J(R)⧸J(R) = ◦

تجزیه گاه آن ،◦ ̸= a ∈ J(Z) اگر زیرا است، جاکبسون ساده نیم حلقه ،Z ی حلقه .۴۶.١.١ مثال
این گیرد. مͬ قرار (بیشین) اول آل ایده متناهͬ تعداد در تنها a که دهد مͬ نشان اولش عوامل به a
و گیرد نمͬ قرار J(Z) در a بنابراین دارد. (بیشین) اول آل ایده نامتناهͬ تعداد Z که حالیست در

.J(Z) = ◦ لذا

زیر بصورت M زیرمدولهای از زنجیر ͷی باشد. مدول −RͷیM کنید فرض .۴٧.١.١ تعریف

M =M◦ ⫌M١ ⫌ . . . ⫌Mn = ◦

است بیشین زنجیر ͷی M از ترکیبͬ سری ͷی است. n برابر زنجیر این طول که بͽیرید نظر در
قسمت خارج هر گوییم مͬ معادل بطور یا شود جایͽزین تواند نمͬ اضافͬ زیرمدول آن در که

است. ساده (١ ⩽ i ⩽ n) برای Mi−١⧸Mi

باشند. زنجیر ͷی بصورت آن مدولهای زیر اگر نامیم ٣ زنجیری ͷت را مدول ͷی .۴٨.١.١ تعریف

آن آلهای ایده مجموعه هرگاه شود، مͬ گفته زنجیری ͷت جابجایͬ حلقه ͷی .۴٩.١.١ تعریف
باشد. زنجیر ͷی یعنͬ باشد خطͬ مرتب

فرض نیز و باشد K میدان روی توانͬ های سری فرم به ای K[[x]]حلقه فرضکنید .۵٠.١.١ مثال
ͷی K[[x]]⧸M قسمتͬ خارج حلقه بنابراین است. K[[x]] در بیشین آل Mایده .M = (x) کنید
چنین هم است. موضعͬ حلقه K[[x]] صورت این در است. یͺریخت K میدان با که است میدان

: است زیر زنجیر صورت به K[[x]] آلهای ایده همه

K[[x]] ⊃ (x) ⊃ (x٢) ⊃ (x٣) ⊃ . . . ⊃ (xn) ⊃ . . .

است. زنجیری ͷت موضعͬ حلقه K[[x]] فوق، تعریف به بنا
٣uniserial



١۴ ارزیابͬ های حلقه و ها ارزیابͬ .١

باشد. صحیح P اعداد حلقه Z(P ) کنید فرض و باشد اول صحیح P کنید فرض .۵١.١.١ مثال
: است زیر زنجیر بصورت Z(P ) در آلهای ایده همه و دارد (P ) فرم به بیشین آل ایده ͷی تنها Z(P )

Z(P ) ⊃ (P ) ⊃ (P ٢) ⊃ . . . (P n) ⊃ . . .

است. موضعͬ زنجیری ͷت حلقه Z(P ) بنابراین

K[[x]]صورت این در Kباشد. میدان روی توانͬ های سری K[[x]]حلقه فرضکنید .۵٢.١.١ لم
است. زنجیری ͷت بالاخص است. اصلͬ آل ایده حلقه

f = Σanx
n و I ̸= ◦ کنید فرض است. اصلͬ K[[x]] در I آل ایده هر که دهیم مͬ نشان برهان.

آن در که f = xkξ فرم به تواند مͬ عنصر این .ak ̸= ◦ و I در عنصر ͷی ، n ⩾ k برای
معͺوس ξ عنصر که شود مͬ نتیجه ak ̸= ◦ که این از شود. نوشته n ⩾ k برای ξ = Σanx

n−k

.I ⊆ (xk) دهیم مͬ نشان .(xk) ⊆ I پس xk ∈ I بنابراین است، پذیر
ξ آن در که g = xmξ صورت این در .n ⩾ m برای bm ̸= ◦ و g = Σbnx

n ∈ I کنید فرض
آل ایده هر بنابراین .I ⊆ (xk) یعنͬ g = xkxm−kξ ∈ (xk) لذا است. m ⩾ k و پذیر معͺوس
حلقه K[[x]] صورت این در باشد. مͬ نامنفͬ صحیح k برای (xk) فرم به و است اصلͬ ،I ناصفر

داریم زیر بصورت K[[x]] آلهای ایده از زنجیری و است اصلͬ آل ایده

k[[x]] ⊃ (x) ⊃ (x٢) ⊃ . . . ⊃ (xn) ⊃ . . .

.N = ∩Mn و Mn = (xn) دهیم مͬ قرار
N چون .N ̸= ◦ یعنͬ نباشد طور این که خلف) (فرض کنید فرض .N = ◦ که دهیم مͬ نشان
k > ◦ دارد وجود دارد، Mn صورت به فرمͬ K[[x]] در ناصفر آل ایده هر و است K[[x]] آل ایده

بطوریͺه صحیح،

N =Mk

لذا است، تناقض ͷی این است. N = Mk ⊂ Mn ،n > k برای بالاخص و n هر برای نتیجه در
□ شد. تͺمیل لم برهان بنابراین .N = ◦


