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ج پیش�گفتار

پیش�گفتار
طول در تحقیقات از توجهی قابل بخش گراف�ها، ویژگی از استفاده با جبري ساختار�هاي مطالعه
به وابسته صفر مقسوم�علیه گراف ،[8] در لوینگستون2 و اندرسون1 می�باشد. گذشته سال بیست
مجموعه کردند. بررسی و معرفی را می�شود داده نشان Γ(R) نماد با که R جابه�جایی حلقه
و x متمایز راس دو و می�باشد صفر از �غیر R حلقه صفر مقسوم�علیه�هاي گراف، این راس�هاي
مقسوم�علیه گراف دوگان ،[2] در خشیارمنش4 و افخمی3 .xy = ٠ اگر تنها و اگر مجاورند y
کردند. بررسی و معرفی را می�شود داده نشان Γ′(R) نماد با Rکه جابه�جایی حلقه به وابسته صفر
و x متمایز راس دو و می�باشد صفر از غیر R حلقه نایکال عناصر گراف، این راس�هاي مجموعه

.y /∈ Rx و x /∈ Ry اگر تنها و اگر مجاورند y
[20-21] و [18] ،[13-15] ،[9-11] ،[1] منابع از برگرفته که پایان�نامه این اول فصل در
این بر ما فرض البته می�پردازیم. گراف و جبر ابتدایی تعاریف و مفاهیم برخی بیان به می�باشد،

می�باشد. آشنا گراف و جبر ابتدایی تعاریف و مفاهیم با خواننده که است
جابه�جایی حلقه صفر مقسوم�علیه گراف مطالعه و معرفی به است، [8] از برگرفته که دوم فصل در

می�کنیم. بررسی را آن گرافی خواص برخی و می�پردازیم
-7] منابع از برگرفته آن مطالب و است پایان�نامه این اصلی فصل واقع در که سوم فصل در
حلقه صفر مقسوم�علیه گراف دوگان مطالعه و معرفی به می�باشد، [19] و ،[16-17] ،[12] ،[2
عدد نظیر گراف این ابتدایی خواص بررسی به فصل این دوم بخش در می�پردازیم. جابه�جایی

1Anderson
2Livingston
3Afkhami
4Khashyarmanesh



د پیش�گفتار

که می�کنیم مشخص را حلقه�هایی سوم، بخش در می�پردازیم. غیره و همبندي قطر، خوشه�اي،
و باشد دور گراف�هاي از اجتماعی و تک�دور گراف دوستاره، گراف ستاره، گراف جنگل، Γ′(R)

ارتباط چهارم، بخش در می�پردازیم. Γ′(R) \J(R)زیرگراف خواص برخی بررسی به همچنین
و گراف این ارتباط نیز پنجم بخش در می�کنیم. بررسی را صفر مقسوم�علیه گراف و گراف این
در می�پردازیم. Γ′(R) مکمل مطالعه به ششم، بخش در می�کنیم. بررسی را هم�ماکسیمال گراف
می�پردازیم. حلقه�ها برخی به�روي گراف این ویژگی�هاي بررسی به نه، و هشت هفت، بخش�هاي

باشد. مسطح آن�ها به وابسته گراف که می�کنیم مشخص را حلقه�هایی فصل این دهم بخش در
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R حلقه ژاکوبسون رادیکال J(R)
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ابتدایی مفاهیم و تعاریف
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2 ابتدایی مفاهیم و تعاریف .1 فصل

گراف نظریه ابتدایی مفاهیم و تعاریف 1.1

از شده تشکیل که است (V (G), E(G),ΨG) مرتب تایی سه یک ،G گراف .1.1.1 تعریف
که ΨG وقوع تابع یک و یال�ها از E(G) مجموعه�ي یک راس�ها، از V (G) ناتهی مجموعه یک

می�دهد. نسبت را G راس�هاي از نامرتب زوج یک ،G یال هر به

گفته صورت این در ،ΨG(e) = uv به�طوري�که باشند راس دو v و u و یال یک e اگر
e یال سر دو ،v و u راس�هاي و است کرده وصل یکدیگر به را v و u راس�هاي ،e که می�شود
نماد با که می��باشد v به متصل یال�هاي تعداد برابر ،G گراف در v راس درجه می�شوند. نامیده

.deg(v) = هرگاه٠ گوییم، تنها را v راس می�شود. داده نشان deg(v)
می�نامند. متناهی را مزبور گراف باشند، متناهی گراف، یک یال�هاي و راس�ها مجموعه اگر
یک دیگر، طرف از می�نامیم. غیربدیهی را گراف�ها سایر و بدیهی باشد، داشته راس یک که گرافی
تعداد دادن نشان براي |G| نماد از باشد. نداشته یالی هیچ هرگاه است ناهمبند کلی طور به گراف

می�کنیم. استفاده G گراف راس�هاي
یک که یال دو ترتیب همین به می�شود. نامیده مجاور واقعند، مشترکی یال روي بر که راس دو
u − v نماد ،Gدر v و u متمایز راس دو براي می�شوند. نامیده مجاور نیز دارند، مشترك راس
راس همسایه�هاي می�باشند مجاور v راس با که راس�هایی مجموعه مجاورند. v و u می�دهد نشان

می�شود. داده نشان N(v) نماد با و نامیده v
یک می�شود. نامیده پیوندي یال متمایز، سر دو با یال یک و طوقه یکسان، سر دو با یال یک
نباشد. یال یک از بیش آن، راس دو هر بین و باشد نداشته طوقه�اي هیچ اگر است، ساده گراف،
گراف می�شود. نامیده کامل گراف مجاورند، یکدیگر با آن متمایز راس دو هر که ساده�اي گراف
گراف می�شود، داده Gنشان با که ،G ساده گراف مکمل می�دهیم. Knنشان با را راس n با کامل
راس�ها آن اگر تنها و اگر مجاورند، راس دو آن در که ،V (G) راس�هاي مجموعه با است ساده�اي
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نباشند. مجاور G در
صورت این در ،V (G) ∩ V (H) = ∅ به�طوري�که باشند گراف دو G و H کنید فرض
راس�هاي مجموعه با است گرافی می�شود، داده G∪Hنشان نماد با Gکه Hو گراف دو اجتماع

.E(G) ∪ E(H) یال�هاي و V (G) ∪ V (H)

توابع اگر ،G ∼= H می�شود نوشته و می�شوند نامیده Gیکریخت Hو گراف دو .2.1.1 تعریف
به�طوري�که باشند، داشته وجود ϕ : E(G) → E(H)و θ : V (G) → V (H) دوسویی
یک توابع، از (θ, ϕ) زوج این .ΨH(ϕ(e)) = θ(u)θ(v) اگر تنها و اگر ΨG(e) = uv

می�شود. نامیده H و G بین یکریختی

V (H) ⊆ اگر ،H ⊆ G می�شود نوشته و زیرگرافGاست ،H گراف می�گوییم تعریف3.1.1.
باشد. شده حاصل E(H) به ΨG تحدید از ΨH و E(H) ⊆ E(G) ،V (G)

زیرگراف Hیک می�گوییم Hو ⊂ G می�نویسیم ،H ̸= G باشیم داشته ولی ،H ⊆ G اگر
آن کند، صدق V (H) = V (G) شرط در G از H زیرگراف که صورتی در است. G از سره

می�نامیم. G از فراگیر زیرگراف یک را
،E(H) ⊆ E(G) و V (G) = V (H) به�طوري�که باشند گراف دو G و H کنید فرض

است. H گراف تظریف G می�گوییم صورت این در
راس�هاي مجموعه که ،G از زیرگرافی باشد. V (G) از ناتهی زیرمجموعه یک ،V ′ فرضکنید
واقع V ′ در آن�ها راس دو هر که باشد G از یال�هایی مجموعه برابر یال�هایش مجموعه و V ′ آن
همچنین می�شود. داده نمایش < V ′ > نماد با و نامیده V ′ توسط شده القا زیرگراف است،
با که < V (G) \ V ′ > القایی زیرگراف می�باشد. G القایی زیرگراف یک < V ′ > می�گوییم
آن�ها، بر واقع یال�هاي و V ′ راس�هاي حذف با که است زیرگرافی می�شود، داده نمایش G \ V ′

می�آید. دست به G از
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مستقل مجموعه یک نیستند، مجاور G در آن راس دو هیچ که را V (G) از S مجموعه زیر
شرط با S ′ مستقل مجموعه هیچ اگر است ماکزیمم ،S مستقل مجموعه می�گوییم می�نامیم. G از
،G از ماکزیمم مستقل مجموعه یک در راس�ها تعداد باشد. نداشته وجود G در |S| < |S ′|

می�شود. داده نمایش α(G) با و شده نامیده G استقلال عدد
< S > به�طوري�که است V (G) از S مانند زیرمجموعه�اي ،G ساده گراف از خوشه یک
داده نشان ω(G) با و می�باشد G خوشه بزرگترین راس�هاي تعداد ،G خوشه�اي عدد باشد. کامل

می�شود.

زیرمجموعه، r به را آن راس�هاي مجموعه می�توان که است گرافی گرافr-بخشی، .4.1.1 تعریف
نباشد. زیرمجموعه یک در یالی هیچ سر دو آن، در که کرد افراز طوري

راس�هایی تمام به راس هر آن، در که است r-بخشی ساده گراف یک r-بخشی، کامل گراف
با دوبخشی، کامل گراف است. شده وصل دارند، قرار آن با غیر�یکسان زیرمجموعه�اي در که
K١,n با یکریخت گراف همچنین می�دهیم. نشان Km,n با را n و m اندازه�هاي به بخش�هایی
می�شود. نامیده مرکزي راس است، مجاور دیگر راس�هاي با که راسی و می�نامیم ستاره گراف را
و x مرکز به ستاره گراف یک G اگر می�نامیم. ستاره گراف نیز را راس فاقد گراف که کنید توجه
به دوستاره گراف آنگاه باشند)، راس فاقد Hمی�توانند یا G) باشد y مرکز به ستاره گراف Hنیز

مجاورند. y و x که می�باشد G ∪H صورت

W = v٠e١v١e٢v٢ . . . ejvj متناهی و ناتهی دنباله ،G گراف در گشت یک .5.1.1 تعریف
vi−١ ،١ 6 i 6 j هر براي و بوده یال�ها و راس�ها از میان در یک آن جملات به�طوري�که است
هاي راس� است. vj تا v٠ از گشت یک ،W می�گوییم صورت این در باشند. ei سر دو vi و
می�شود. نامیده آن داخلی راس�هاي vj−١، . . . ،v٢،v١ و W انتهاي و ابتدا ترتیب به vj و v٠
مثبت آن طول اگر است، بسته گشت، یک می�گوییم Wمی�نامیم. طول را j صحیح عدد همچنین

باشند. یکسان آن انتهاي و ابتدا بوده،



5 ابتدایی مفاهیم و تعاریف .1 فصل

این در می�شود. نامیده گذر یک W باشند، متمایز W گشت در ej ، . . . ،e٢،e١ یال�هاي اگر
نیز vj ، . . . ،v١،v٠ راس�هاي یال�ها، بر علاوه اگر می�باشد. یال�ها تعداد با برابر W طول حالت،
با را v٠e١v١e٢v٢ . . . ejvjمسیر نامه، پایان این در می�شود. نامیده مسیر یک W باشند، متمایز
جایگزین و یال برداشتن گراف، یک از مشتق یک می�دهیم. نشان v٠ − v١ − · · · − vj نماد
راس�هاي و شده حذف یال سر دو مسیر این انتهاي و ابتدا به�طوري�که است آن جاي به مسیر کردن

باشند. گراف راس�هاي از متمایز آن داخلی
یک همبندي، باشد. موجود مسیري آن متمایز راس دو هر بین هرگاه است، همبند G گراف
V (G) از افرازي بنابراین می�دهد. تشکیل G گراف راس�هاي مجموعه روي به ارزي هم رابطه
v و u راس دو بین آن در که دارد وجود Vj(G)، . . . ،V٢(G)،V١(G) ناتهی مجموعه�هاي به

باشند. یکسانی Vi(G) مجموعه به متعلق دو هر v و u اگر تنها و اگر است موجود مسیر
طول از است عبارت می�شود، داده نشان d(u, v) نماد با که v و u متمایز راس دو میان فاصله
.d(u, v) := صورت∞ این غیر در باشد. موجود مسیري چنین اگر ،v و u بین مسیر کوتاهترین
Gمی�باشد. از راس دو بین فاصله بیشترین می�شود، داده نشان diam(G) نماد با گرافGکه قطر
اویلري تور می�کند. عبور بار یک حداقل G یال هر از که است بسته�اي گشت ،G از تور یک
شامل اگر است، اویلري گراف، یک می�گوییم می�کند. عبور بار یک دقیقاّ یال هر از که است توري
می�کنیم. بیان را گراف�ها بودن اویلري براي کافی و لازم شرط زیر قضیه در باشد. اویلري تور یک

زوج عددي راس هر درجه اگر تنها و اگر است اویلري ،G یالدار و همبند گراف .6.1.1 قضیه
باشد.

.[26.2.1 قضیه ،20] برهان.

طول به دور می�شود. نامیده دور باشند، متمایز آن داخلی راس�هاي و ابتدا که بسته، گذر یک
از است عبارت می�شود، داده نشان g(G) نماد با که ،G گراف کمر می�دهیم. نشان Cn با را n
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.g(G) := ∞ صورت این غیر در باشد، موجود G در دوري اگر ،G در دور کوتاهترین طول
استفاده با اکنون کند. عبور راس�ها همه از که باشد دوري داراي هرگاه نامیم همیلتونی گرافGرا

بپردازیم. دوبخشی هاي گراف از اصلی ویژگی یک بررسی به می�توانیم دور، مفهوم از

نباشد. فرد طول به دوري هیچ شامل اگر تنها و اگر است دوبخشی گراف، یک .7.1.1 قضیه

.[18.2.1 قضیه ،20] برهان.

گراف می�نامیم. درخت را همبند جنگل و نباشد دوري هیچ شامل که است گرافی جنگل،
گرافی �دور، گراف همچنین می�شود. نامیده تک�دور گراف باشد، دور یک شامل فقط که همبندي

باشد. شده تشکیل دور یک از فقط که است

با که a راس مرکز از گریز .a ∈ V (G) و باشد همبند گرافی G کنید فرض .8.1.1 تعریف
.G گراف راس�هاي سایر از a راس فاصله بیشترین با است برابر می�شود، داده نشان e(a) نماد
گراف راس�هاي مرکز از گریز مقدار کمترین می�شود، داده نشان r(G) نماد با که G گراف شعاع

می�باشد. G

کمترین با است برابر می�شود، داده نشان χ(G) نماد با که ،G گراف رنگی عدد .9.1.1 تعریف
داراي مجاور راس دو هر به�طوري�که داد نسبت G گراف راس�هاي به می�توان که رنگ�هایی تعداد

باشند. متفاوتی رنگ�هاي

یال�ها که کرد رسم گونه�اي به صفحه در را آن بتوان هرگاه است گرافGمسطح .10.1.1 تعریف
باشند. متقاطع خود دوسر راس�هاي در تنها

این است. شده بیان کوراتوفسکی1 توسط که دارند ساده�اي بسیار مشخصه مسطح گراف�هاي
می�رسانیم. پایان به کوراتوفسکی قضیه� با را بخش

1Kuratowski
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K٣,٣ K۵یا گراف�هاي از مشتقی هیچ شامل اگر تنها و اگر است گرافGمسطح .11.1.1 قضیه
نباشد.

.[2.2.6 قضیه ،20] برهان.

جبر ابتدایی مفاهیم و تعاریف 2.1

مجموعه می�باشد. ناصفر همانی با جابه�جایی حلقه یک R همواره پایان�نامه، این سراسر در
می�دهیم. نشان Max(R) و Spec(R) نمادهاي با ترتیب به را R ماکسیمال و اول ایده�آل�هاي
عضو q با متناهی میدان و n پیمانه به صحیح اعداد حلقه ترتیب به Fq و Zn نماد�هاي همچنین،

می�باشد. R یکال عناصر مجموعه نماد U(R) علاوه، به می�باشند.
(a) یا Ra با a وسیله به شده تولید اصلی ایده�آل صورت این در .a ∈ R کنید فرض
در و می�دهیم نشان |Ω| با را Ω چون متناهی مجموعه�اي عضوهاي تعداد می�شود. داده نشان
صورت این در باشد. R از ناتهی زیرمجموعه�اي S کنید فرض .|Ω| := ∞ نامتناهی حالت

.S∗ := S \ {٠}

|Max(R)| > ١ می�باشد، ناصفر همانی با جابه�جایی حلقه Rیک چون کنید توجه .1.2.1 نکته
نتیجه و 9.3 گزاره ،[18] به کنید (رجوع می�باشد ماکسیمال ایده�آل یک در مشمول R ایده�آل هر و

.(10.3

چون عضوي آن به�ازاي که است x ∈ R چون عضوي ،R صفر مقسوم�علیه .2.2.1 تعریف
نماد با R صفر مقسوم�علیه�هاي مجموعه .xy = ٠ به�طوري�که باشد داشته وجود ٠ ̸= y ∈ R

می�شود. داده نشان Z(R)

می�کنیم. بررسی را R حلقه صفر مقسوم�علیه�هاي مجموعه مهم ویژگی بعد، قضیه� در

است. اول ایده�آل�هاي از اجتماعی همواره Z(R) .3.2.1 قضیه
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.x ∈ Z(R) کنید فرض می�باشد. ضربی�بسته مجموعه�اي S = R \ Z(R) وضوح به برهان.
،[18] در 44.3 قضیه به توجه با .Rx ∩ S = ∅ درنتیجه و Rx ⊆ Z(R) صورت این در
تکرار با بنابراین .P ∩ S = ∅ و Rx ⊆ P به�طوري�که است موجود P مانند اولی ایده�آل

می�آید. بدست نظر مورد حکم Z(R) عناصر تمام براي قبل روش

می�شود: تعریف زیر صورت به x پوچ�ساز .x ∈ R کنید فرض .4.2.1 تعریف
Ann(x) = {y ∈ R : xy = ٠}

می�شود: تعریف زیر صورت به پوچ�سازش باشد، R از ایده�آلی I اگر همچنین،
Ann(I) = {y ∈ R : yI = ٠}

داریم صورت این در .Z(R) ̸= {٠} و باشد متناهی حلقه�اي R کنید فرض .5.2.1 قضیه
.|R| 6 |Z(R)|٢

Ann(x) ̸= به�طوري�که است Rموجود xدر مانند ناصفر عضوي ،Z(R) ̸= {٠} چون برهان.
،[13] در لاگرانژ قضیه به توجه با .Ann(x) ⊆ Z(R) و Rx ⊆ Z(R) وضوح به .{٠}
داریم R-مدول، عنوان به R

Ann(x)
∼= Rx چون ازطرفی .|R| = |Ann(x)|| R

Ann(x)| داریم
.|R| 6 |Z(R)|٢ بنابراین .| R

Ann(x)| = |Rx|

که باشد داشته وجود x ∈ R اگر است، R به وابسته اول ایده�آل P که می�گوییم .6.2.1 تعریف
می�شود. داده نشان Ass(R) با R به وابسته اول ایده�آل�هاي تمام مجموعه .Ann(x) = P

بدهند. را آن ایده�آل یک Rتشکیل نایکال عناصر هرگاه گوییم، موضعی Rرا حلقه .7.2.1 تعریف
حلقه باشد. داشته فرد به منحصر ماکسیمال ایده�آل هرگاه است، موضعی R حلقه معادل، طور به

می�شود. داده نشان (R,m) نماد با m ماکسیمال ایده�آل با R موضعی

J(R) نماد با که Rاست ماکسیمال ایده�آل�هاي همه اشتراك ،R ژاکوبسون رادیکال .8.2.1 تعریف
می�شود. داده نشان
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می�سازد. مشخص را جابه�جایی حلقه�هاي ژاکوبسون رادیکال زیر قضیه

،y ∈ R هر به�ازاي اگر تنها و اگر x ∈ J(R)صورت این در .x ∈ R فرضکنید .9.2.1 قضیه
باشد. R یکال عضو ١− xy

.[17.3 لم ،18] برهان.

داشته وجود n ∈ N چون عددي هرگاه گوییم، پوچ�توان را x ∈ R عضو .10.2.1 تعریف
هرگاه می�شود. داده نشان Nil(R) نماد با R پوچ�توان اعضاي تمام مجموعه .xn = ٠ که باشد

می�نامیم. یافته تحویل را R حلقه ،Nil(R) = {٠}

داریم: را زیر قضیه R حلقه پوچ�توان عناصر مورد در

.Nil(R) =
∩

P∈Spec(R)

P .11.2.1 قضیه

.[54.3 نتیجه ،18] برهان.

.I + J = R هرگاه می�باشند، هم�ماکسیمال R از J و I ایده�آل�هاي .12.2.1 تعریف

می�پردازیم. اول ایده�آل�هاي ویژگی�هاي بررسی به بعد، قضیه�هاي در

این در باشند. R از ایده�آل�هایی In، . . . ،I١ و P ∈ Spec(R) کنید فرض .13.2.1 قضیه
هم�ارزند: زیر گزاره�هاي صورت

.P ⊇ Ij ،١ 6 j 6 n که jاي به�ازاي الف)
.P ⊇

n∩
i=١

Ii ب)

.P ⊇
n∏

i=١

Ii ج)

.[55.3 لم ،18] برهان.
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n > ٢ که Pn، . . . ،P١ کنید فرض اول) ایده�آل�هاي از اجتناب (قضیه .14.2.1 قضیه
گروه از زیرگروهی S کنید فرض نباشند. اول آن�ها از تا دو حداکثر و باشند R از ایده�آل�هایی
،١ 6 j 6 n که jاي به�ازاي صورت این در .S ⊆

n∪
i=١

Pi کنید فرض باشد. R جمعی

.S ⊆ Pj

.[61.3 قضیه ،18] برهان.

از زیرگروهی S کنید فرض اول) ایده�آل�هاي از اجتناب قضیه دیگر (صورت .15.2.1 ملاحظه
تا دو حداکثر و باشند R از ایده�آل�هایی Pn، . . . ،P١ ،n > ٢ به�ازاي اگر باشد. R جمعی گروه
مانند عضوي آنگاه ،S * Pi باشیم داشته ،١ 6 i 6 n هر به�ازاي اگر و نباشند اول ها آن از

است. موجود c ∈ S \
n∪

i=١

Pi

کند: صدق زیر معادل شرایط در هرگاه گوییم نوتري را M R-مدول .16.2.1 تعریف

شود؛ متوقف سرانجام M زیرمدول�هاي از صعودي زنجیر هر .1

ماکسیمال عضو داراي مشمولیت رابطه به نسبت M زیرمدول�هاي از ناتهی مجموعه هر .2
باشد؛

باشد. مولد متناهی M زیرمدول هر .3

باشد. نوتري R-مدول عنوان به هرگاه گوییم، نوتري را Rحلقه

و ١ 6 |Ass(R)| < ∞ صورت این در باشد. نوتري حلقه�اي R کنید فرض .17.2.1 قضیه
.Z(R) =

∪
P∈Ass(R)

P

.[18] به کنید رجوع برهان.


