
ت��ع��ال��ی ب��س��م��ه

ارش��د ک��ارش��ن��اس��ی پ��ای��ان�ن��ام��ه از دف��اع ج��ل��س��ه

ل��ی��ی��ن��ارد ک��لاس��ی��ک م��ع��ادلات در ح��دی س��ی��ک��ل�ه��ای ت��ع��داد

ح��اج��ی�ل��ری ه��ادی س��خ��ن��ران:

۱۳ : ۳۰ س��اع��ت ۹۲/ ۶/ ۲۷ چ��ه��ارش��ن��ب��ه زم��ان:
ی��اض��ی ر ع��ل��وم دان��ش��ک��ده خ��وارزم��ی س��ال��ن م��ک��ان:

داوران ه��ی��ئ��ت

زن��گ��ن��ه ظ��ه��وری ح��م��ی��د�رض��ا دک��ت��ر −۱

ع��اش��ق��ی رس��ول دک��ت��ر −۲

گ��ازر م��ج��ی��د دک��ت��ر −۳

م��زروع��ی رض��ا دک��ت��ر −۴

چ��ک��ی��ده
�م. ی� آور �ت �دس� ب� را �ارد �ن� �ی� �ی� ل� �ک �ی� �لاس� ک� �ادلات �ع� م� �دی ح� �ای �ل�ه� �ک� �ی� س� �داد �ع� ت� �م ی� دار �د �ص� ق� �ه �ام� ن� �ان �ای� پ� �ن ای� در

ه��س��ت��ن��د زی��ر ش��ک��ل ب��ه م��ع��ادلات��ی ل��ی��ی��ن��ارد ک��لاس��ی��ک }م��ع��ادلات
ẋ = y − F (x)
ẏ = −x,

اس��ت. F (x) چ��ن��دج��م��ل��ه�ای درج��ه ل��ی��ی��ن��ارد، ک��لاس��ی��ک م��ع��ادلات درج��ه اس��ت. چ��ن��دج��م��ل��ه�ای ی��ک F (x) آن در ک��ه
از ل��ی��ی��ن��ارد ک��لاس��ی��ک م��ع��ادلات ح��دی س��ی��ک��ل�ه��ای ت��ع��داد ک��ه زدن��د ح��دس پ��و و دم��ل��و ل��ی��ن��ز، م��ی��لادی ١٩٧۶ س��ال در
�رای ب� �ود خ� �دس ح� و �ت اس� ( n−۱

۲ �اوی �س� م� �ا ی� �ر �ک�ت� �وچ� ک� �ح �ی� �ح� ص� �دد ع� �ن �ری� �زرگ�ت� (ب�
[
n−۱
۲
]
�ا ب� �ر �راب� ب� n �ه درج�

م��رت��ب��ه از ل��ی��ی��ن��ارد م��ع��ادلات در ه��ذل��ول��وی ح��دی س��ی��ک��ل ۴ وج��ود اب��ت��دا ن��ام��ه پ��ای��ان ای��ن در ک��ردن��د. ث��اب��ت را n = ۳
�د �ن� ت� �د �ن� ک� �ادلات �ع� م� �ان �م� ه� �ا ی� �ی �دس� �ن� ه� �ن �ی� �ک� ت� �لال �ت� اخ� �ه �ری� �ظ� ن� �ر ب� �ی �ن� �ت� �ب� م� �ات �ب� اث� روش �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ات �ب� اث� را ۶
n ≥ ۶ �ه درج� از �ارد �ن� �ی� �ی� ل� �ی��ک �لاس� ک� �ادلات �ع� م� �ه ک� �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� و داده �ع �ی� �وس� ت� را �ات �ب� اث� �ن ای� �ه ادام� در اس��ت.
و ل��ی��ن��ز ت��وس��ط ش��ده ارائ��ه ح��دس م��ی�ده��د ن��ش��ان اث��ب��ات ای��ن ک��ه ب��اش��ن��د، داش��ت��ه ح��دی س��ی��ک��ل

[
n−۱
۲
]
+ ۲ م��ی�ت��وان��ن��د

اس��ت. ن��ادرس��ت n ≥ ۶ درم��ورد ه��م��ک��اران��ش
س��ی��ک��ل ی��ک ک��ث��ر ح��دا ۴ درج��ه از ل��ی��ی��ن��ارد ک��لاس��ی��ک م��ع��ادلات ک��ه م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان ن��ام��ه پ��ای��ان ای��ن پ��ای��ان��ی ف��ص��ل در
درم��ورد ه��م��ک��اران��ش و �ن��ز �ی� ل� ح��دس �ب��ات اث� ای��ن ب��ا �ت��اس��ت. ی��ک� وج��ود ص��ورت در ح��دی �ی��ک��ل س� ای��ن ک��ه دارد ح��دی

م��ی�ش��ود. اث��ب��ات n = ۴ ب��رای ح��دی س��ی��ک��ل�ه��ای ت��ع��داد



اص��ف��ه��ان ص��ن��ع��ت��ی دان��ش��گ��اه
ری��اض��ی ع��ل��وم دان��ش��ک��ده

ل��ی��ی��ن��ارد ک��لاس��ی��ک م��ع��ادلات در ح��دی س��ی��ک��ل�ه��ای ت��ع��داد

ک��ارب��ردی ری��اض��ی ارش��د ک��ارش��ن��اس��ی ن��ام��ه ھ��ادیح��اج��ی�ل��ریپ��ای��ان
راه��ن��م��ا ظ��ھ��وریزن��گ��ن��هاس��ت��اد دک��ت��رح��م��ی��د�رض��ا

١٣٩٢ ش��ه��ری��ور



اص��ف��ه��ان ص��ن��ع��ت��ی دان��ش��گ��اه
ری��اض��ی ع��ل��وم دان��ش��ک��ده

ح��اج��ی�ل��ری ه��ادی آق��ای ک��ارب��ردی ری��اض��ی ارش��د ک��ارش��ن��اس��ی ن��ام��ه پ��ای��ان
ع��ن��وان ت��ح��ت

ک��لاس��ی��ک م��ع��ادلات در ح��دی س��ی��ک��ل�ه��ای ت��ع��داد
ل��ی��ی��ن��ارد

گ��رف��ت. ق��رار ن��ه��ای��ی ت��أی��ی��د و ب��ررس��ی م��ورد زی��ر ت��خ��ص��ص��ی ک��م��ی��ت��ه ت��وس��ط ۹۲/ ۶/ ۲۷ ت��اری��خ در

زن��گ��ن��ه ظ��ه��وری ح��م��ی��د�رض��ا دک��ت��ر راه��ن��م��ا اس��ت��اد −۱

ع��اش��ق��ی رس��ول دک��ت��ر م��ش��اور اس��ت��اد −۲

گ��ازر م��ج��ی��د دک��ت��ر داور١ اس��ت��اد −۳

م��زروع��ی رض��ا دک��ت��ر داور٢ اس��ت��اد −۴

زن��گ��ن��ه ظ��ه��وری ح��م��ی��د�رض��ا دک��ت��ر دان��ش��ک��ده ت��ک��م��ی��ل��ی ت��ح��ص��ی��لات س��رپ��رس��ت



ق��ل��ب در را ع��ل��م ن��ور و ب��خ��ش��ی��د ره��ای��ی ن��ادان��ی ظ��ل��م��ات از را ب��ن��دگ��ان��ش رح��م��ت، ن��ور ب��ه ک��ه راس��ت خ��دای��ی س��پ��اس و ح��م��د

ظ��ه��وری دک��ت��ر ج��ن��اب گ��رام��ی راه��ن��م��ای اس��ت��اد زح��م��ات از ک��ه م��ی�دان��م لازم خ��ود ب��ر داد. ق��رار خ��واس��ت، ک��ه ب��ن��دگ��ان��ش از ی��ک ه��ر

ت��ش��ک��ر �ت��م، گ��رف� م��ی درس ای��ش��ان �ی��ک��وی ن� اخ��لاق از و ب��ودم �ن��د ب��ه��ره�م� ای��ش��ان �ن��م��ای��ی�ه��ای راه� از پ��روژه ان��ج��ام ط��ول در ک��ه �ن��ه زن��گ�

ق��دردان��ی گ��ردی��د �ر �م��وارت� ه� پ��روژه ان��ج��ام ای��ش��ان راه��گ��ش��ای م��ش��اوره�ه��ای �ا ب� �ه ک� �ق��ی ع��اش� �ت��ر دک� �ن��اب ج� �م��ات زح� از �ع��لاوه ب� �ای��م. �م� ن�

م��ی�ن��م��ای��م.

�١٣٩٢ ش��ه��ری��ور



..
اب��ت��ک��ارات م��ط��ال��ع��ات، ن��ت��ای��ج ب��ر م��ت��رتّ��ب م��ادی ح��ق��وق ک��ل��ی��ه

پ��ای��ان�ن��ام��ه ای��ن م��وض��وع ت��ح��ق��ی��ق از ن��اش��ی ن��وآوری�ه��ای و

اس��ت. اص��ف��ه��ان ص��ن��ع��ت��ی دان��ش��گ��اه ب��ه م��ت��ع��لّ��ق



م��ط��ال��ب ف��ه��رس��ت

ه��ش��ت ت��ص��اوی��ر ف��ه��رس��ت

١ م��ق��دم��ه ١ ف��ص��ل

٨ پ��ای��ه م��ف��اه��ی��م ٢ ف��ص��ل

٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دی��ن��ام��ی��ک��ی س��ی��س��ت��م�ه��ای از م��ف��اه��ی��م��ی ١.٢

١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ح��دی س��ی��ک��ل�ه��ای ١.١.٢

١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ان��ش��ع��اب��ات ٢.٢

١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گ��ره-زی��ن��ی ان��ش��ع��اب ١.٢.٢

١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ه��اپ��ف ان��ش��ع��اب ٢.٢.٢

١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ک��ن��د-ت��ن��د دس��ت��گ��اه�ه��ای ٣.٢

١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت��ن��د و ک��ن��د زی��ر-س��ی��س��ت��م�ه��ای ١.٣.٢

١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ک��ن��د م��ن��ی��ف��ل��د ٢.٣.٢

١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت��ک��ی��ن اخ��ت��لال ن��ظ��ری��ه از ت��ع��ری��ف چ��ن��د ٣.٣.٢

١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ک��ان��ارد ۴.٣.٢

١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ک��ن��د دی��ورژان��س ان��ت��گ��رال ۵.٣.٢

١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ی��اب��ی ی��ش��ه ر ۴.٢

٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ی��اف��ت��ه دوران ب��رداری م��ی��دان�ه��ای ۵.٢

٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پ��وان��ک��اره-ل��ی��اپ��ان��وف ف��ش��رده�س��ازی ۶.٢

ش��ش



٢۶ A ق��ض��ی��ه اث��ب��ات ٣ ف��ص��ل

٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ف��ش��رده ط��وق ی��ک در م��ط��ال��ع��ه ١.٣

٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت��ک��ی��ن اخ��ت��لال ن��ظ��ری��ه از اص��ل��ی اج��زای ١.١.٣

٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ص��ف��ر ٣ ب��ا ک��ن��د دی��ورژان��س ان��ت��گ��رال ٢.١.٣

٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب��ی��ن��ه��ای��ت ن��زدی��ک و ب��ازگ��ش��ت ن��ق��ط��ه ن��زدی��ک دی��ن��ام��ی��ک�ه��ا ٢.٣

٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب��ازگ��ش��ت ن��ق��ط��ه ن��زدی��ک دی��ن��ام��ی��ک�ه��ا ١.٢.٣

٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب��ی�ن��ه��ای��ت ن��زدی��ک دی��ن��ام��ی��ک�ه��ا ٢.٢.٣

٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ع��ددی. ط��ور ب��ه ک��ان��ارد س��ی��ک��ل ی��اف��ت��ن ٣.٣

۴٢ ۴ م��رت��ب��ه از ل��ی��ی��ن��ارد م��ع��ادل��ه ۴ ف��ص��ل

۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��ق��دم��ات. ١.۴

۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢.٠.۴ ق��ض��ی��ه اث��ب��ات ٢.۴

٧۵ م��راج��ع

٧۶ ن��م��ای��ه و ان��گ��ل��ی��س��ی ب��ه ف��ارس��ی واژه�ن��ام��ه

٨٠ ف��ارس��ی ب��ه ان��گ��ل��ی��س��ی واژه�ن��ام��ه

ه��ف��ت



ت��ص��اوی��ر ف��ه��رس��ت

ب��ا ه��م��راه ت��ن��د، دی��ن��ام��ی��ک راس��ت: س��م��ت FSTS. س��ی��ک��ل ی��ک و لای��ه�ای م��س��ال��ه دی��ن��ام��ی��ک چ��پ: س��م��ت ١.١

۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ک��ن��د. م��ن��ح��ن��ی روی ک��ن��د دی��ن��ام��ی��ک

١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��ع��م��ول��ی ک��ن��د-ت��ن��د س��ی��ک��ل ی��ک ب��رای م��ث��ال ی��ک ١.٢

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . ε = ۰٫ ۰۰۱ و a = ۰٫ ۵ ازای ب��ه وان�درپ��ل م��ع��ادل��ه ح��دی س��ی��ک��ل ٢.٢

٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . پ��وان��ک��اره ک��ره از k = ۱, ۲,۳ ب��رای (Uk, ϕk) م��وض��ع��ی چ��ارت�ه��ای ٣.٢

٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . f(x, ۰, ۰, b∗۱ , b∗۲)ن��م��ودار ١.٣

در −I(x, c) اول �ب��ه م��رت� �ل��ور �ی� ت� ض��ری��ب ک��ه ۲
۳۴۵x

۳(۱− x۲)(۱۱۵− ۲۳۱x۲ + ۸۴x۴) ت��اب��ع ن��م��ودار ٢.٣

٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اس��ت. c = (x, a۰,−۴a۰, b∗۱ , b∗۲) ط��ول

٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ک��ن��د-ت��ن��د ه��اپ��ف ن��ق��ط��ه ٣.٣

٣٨ . . . م��ی�ش��ود. داده ن��م��ای��ش {u = ۰} ب��ا ب��ی��ن��ه��ای��ت در خ��ط .ε > ۰ و ε = ۰ ب��رای ب��ی��ن��ه��ای��ت، در رف��ت��ار ۴.٣

۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . CF م��خ��ت��ل��ف اش��ک��ال ١.۴

۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . F+
λ ب��ا F−

λ م��ق��ای��س��ه ٢.۴

۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دارد U-ک��م��ان ی��ک CE م��ن��ح��ن��ی ٣.۴

۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(B) و (A) ح��الات ۴.۴

۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . η(x) ت��اب��ع م��خ��ت��ل��ف رف��ت��اره��ای ۵.۴

۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . λ ∈ (− b
۳ , ۰) ب��ا (C) ح��ال��ت ۶.۴

۶٢ . . . . . . . . . . . .x ∈ (xU , xZ) و λ ∈ (xm, xM ) ش��رط ب��ا (C) ح��ال��ت ب��رای ام��ک��ان س��ه ٧.۴

۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . x۰ < γ و x۰ > γ ب��رای ت��رت��ی��ب ب��ه م��ط��ال��ع��ه ٨.۴

٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xP > λ و λ ∈ (xm, xM ) ب��ا (C) ح��ال��ت ٩.۴

٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . λ ∈ (− b
۳ , ۰) ب��ا (D) ح��ال��ت ١٠.۴

ه��ش��ت



چ��ک��ی��ده
�ادلات �ع� م� �م. ی� آور �ت �دس� ب� را �ارد �ن� �ی� �ی� ل� �ک �ی� �لاس� ک� �ادلات �ع� م� �دی ح� �ای �ل�ه� �ک� �ی� س� �داد �ع� ت� �م ی� دار �د �ص� ق� �ه �ام� ن� �ان �ای� پ� �ن ای� در

ه��س��ت��ن��د زی��ر ش��ک��ل ب��ه م��ع��ادلات��ی ل��ی��ی��ن��ارد ک��لاس��ی��ک

 ẋ = y − F (x)

ẏ = −x,

اس��ت. F (x) چ��ن��دج��م��ل��ه�ای درج��ه ل��ی��ی��ن��ارد، ک��لاس��ی��ک م��ع��ادلات درج��ه اس��ت. چ��ن��دج��م��ل��ه�ای ی��ک F (x) آن در ک��ه

درج��ه از �ن��ارد �ی� �ی� ل� ک��لاس��ی��ک م��ع��ادلات ح��دی س��ی��ک��ل�ه��ای ت��ع��داد ک��ه زدن��د ح��دس پ��و و �ل��و دم� �ی��ن��ز، ل� م��ی��لادی ١٩٧۶ س��ال در

�ت �اب� ث� را n = ۳ �رای ب� �ود خ� �دس ح� و �ت اس� ( n−۱
۲ �اوی �س� م� �ا ی� �ر �ک�ت� �وچ� ک� �ح �ی� �ح� ص� �دد ع� �ن �ری� �زرگ�ت� (ب�

[
n−۱
۲
]
�ا ب� �ر �راب� ب� n

روش م��ی�ک��ن��ی��م. اث��ب��ات را ۶ م��رت��ب��ه از ل��ی��ی��ن��ارد م��ع��ادلات در ه��ذل��ول��وی ح��دی س��ی��ک��ل ۴ وج��ود اب��ت��دا ن��ام��ه پ��ای��ان ای��ن در ک��ردن��د.

و داده �ع �ی� �وس� ت� را �ات �ب� اث� �ن ای� �ه ادام� در اس��ت. �د �ن� ت� �د �ن� ک� �ادلات �ع� م� �ان �م� ه� �ا ی� �ی �دس� �ن� ه� �ن �ی� �ک� ت� �لال �ت� اخ� �ه �ری� �ظ� ن� �ر ب� �ی �ن� �ت� �ب� م� �ات �ب� اث�

ای��ن ک��ه �ن��د، ب��اش� �ت��ه داش� ح��دی �ی��ک��ل س�
[
n−۱
۲
]
+ ۲ م��ی�ت��وان��ن��د n ≥ ۶ درج��ه از �ن��ارد �ی� �ی� ل� ک��لاس��ی��ک م��ع��ادلات ک��ه م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان

اس��ت. ن��ادرس��ت n ≥ ۶ درم��ورد ه��م��ک��اران��ش و ل��ی��ن��ز ت��وس��ط ش��ده ارائ��ه ح��دس م��ی�ده��د ن��ش��ان اث��ب��ات

ح��دی �ی��ک��ل س� ی��ک �ث��ر ک� ح��دا ۴ درج��ه از �ن��ارد �ی� �ی� ل� �ی��ک ک��لاس� �ع��ادلات م� ک��ه �ی��م م��ی�ده� ن��ش��ان �ه �ام� ن� �ای��ان پ� ای��ن �ان��ی �ای� پ� ف��ص��ل در

�ی��ک��ل�ه��ای س� ت��ع��داد درم��ورد ه��م��ک��اران��ش و �ن��ز �ی� ل� ح��دس �ب��ات اث� ای��ن ب��ا �ت��اس��ت. ی��ک� وج��ود ص��ورت در ح��دی �ی��ک��ل س� ای��ن ک��ه دارد

م��ی�ش��ود. اث��ب��ات n = ۴ ب��رای ح��دی



١ ف��ص��ل

م��ق��دم��ه

�ل��ه �ئ� م��س� ب��ه �ف��ح��ه ص� در �ل��ه�ای �م� �ن��دج� چ� ب��رداری �ی��دان�ه��ای م� ب��رای ح��دی �ی��ک��ل�ه��ای س� �ان��ی م��ک� �ی��ت �ع� م��وق� و ت��ع��داد ک��ردن �ی��دا پ� �ل��ه �ئ� م��س�

در ب��از �ائ��ل م��س� �ت��ری��ن �م� �ه� م� از ی��ک��ی ک��ه ش��د م��ط��رح �ب��رت �ل� �ی� ه� ت��وس��ط �ی��لادی م� ١٩٠٠ س��ال در ک��ه گ��ردد ب��رم��ی �ب��رت �ل� �ی� ه� �ان��زده��م ش�

ح��دی �ی��ک��ل�ه��ای س� ت��ع��داد ک��زی��م��م �ا م� �ی��ن �ی� �ع� ت� �ل��ه �ئ� م��س� ای��ن در �ل��ی اص� ه��دف اس��ت. �ف��ح��ه ص� در �ی��ل �ف��ران��س� دی� م��ع��ادلات �ی��ف��ی ک� ن��ظ��ری��ه

ق��رن ی��ک از ب��ی��ش گ��ذش��ت ب��ا �ل��ه �ئ� م��س� ای��ن اس��ت. ای �ل��ه چ��ن��دج��م� درج��ه ب��رح��س��ب n م��رت��ب��ه از �ل��ه�ای ج��م� چ��ن��د دس��ت��گ��اه ی��ک ب��رای

�ت��ی ح� �ن��وز ه� آن �ی��رام��ون پ� �ال��ه �ق� م� ص��ده��ا چ��اپ و خ��اص �ت��گ��اه�ه��ای دس� از �ل��ف �ت� م��خ� ان��واع ب��ررس��ی و ف��راوان �ی��ق��ات �ق� ت��ح� رغ��م �ل��ی ع�

�ا ب� �ه ک� �ی �ای� ه� �وش��ش ک� �زرگ، ب� �ل �ائ� �س� ”م� �وان �ن� ع� �ت �ح� ت� �ی �ران� �ن� �خ� س� دو در ١ �ی��ل �م� اس� �ل، �ی� دل� �ن �ی� �م� ه� �ه ب� �ت. اس� �از ب� n = ۲ �رای ب�

�ن �دی� �ن� چ� آن در و داد �ه ارائ� ٢١ �رن ق� �رای ب� را �ی �ل� �ائ� �س� م� �ه �وع� �م� �ج� م� ” �ده �ن� آی� �رن ق� �ی �اض� ی� ر �ل �ائ� �س� ”م� و �د” ش� �رو روب� �ت �س� �ک� ش�

م��ی آن��ه��ا م��ی��ان در ک��ه ک��رد م��ط��رح را ب��ود ش��ده ط��رح �ت��ل��ف م��خ� م��ح��ق��ق��ی��ن ت��وس��ط ک��ه �ل��ه م��س��ئ� ای��ن از ش��ده م��ح��دود و س��اده ص��ورت

ک��رد. اش��اره آب��ل و ل��ی��ی��ن��ارد م��ع��ادلات ه��ی��ل��ب��رت-آرن��ول��د، م��س��ال��ه ه��ی��ل��ب��رت، م��م��اس��ی م��س��ئ��ل��ه ب��ه ت��وان

ح��دی �ای �ل�ه� �ک� �ی� س� �داد �ع� ت� �ردن ک� �دا �ی� پ� �ه ب� �ی��ل �م� �ب��رت-اس� �ل� �ی� ه� �ه �ال� �س� م� �ا ی� �ارد �ن� �ی� �ی� ل� �ادلات �ع� م� �رای ب� �ب��رت �ل� �ی� ه� �م �زده� �ان� ش� �ه �ل� �ئ� �س� م�

م��ی�ی��اب��د. ک��اه��ش م��ع��ادلات از ن��وع ای��ن ب��رای

[٢] و [۵] �ه �ال� �ق� م� دو �ر ب� �ی �ن� �ت� �ب� م� �ل �ی� �م� �رت-اس� �ب� �ل� �ی� ه� �روف �ع� م� �ه �ال� �س� م� از �ی �اص� خ� �ت �ال� ح� �ی �ررس� ب� �ه ب� �ه �ام� ن� �ان �ای� پ� �ن ای� در

م��ی�پ��ردازی��م.

در ٢ ل��ی��ی��ن��ارد ن��ام ب��ه ف��ران��س��وی ف��ی��زی��ک�دان ی��ک ت��وس��ط ب��ار اول��ی��ن ک��ه ب��گ��ی��ری��د درن��ظ��ر را زی��ر دوم م��رت��ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادل��ه

ش��د: م��ط��رح م��ی��لادی ١٩٢٨ س��ال

ẍ+ f(x)ẋ+ x = ۰

اس��ت. م��ع��روف ل��ی��ی��ن��ارد م��ع��ادل��ه ب��ه م��ع��ادل��ه ای��ن دل��ی��ل ای��ن ب��ه

١Smale ٢Lineard



م��ق��دم��ه .١ ٢ف��ص��ل

م��ع��ادلات دس��ت��گ��اه ش��ک��ل ب��ه ت��وان م��ی را م��ع��ادل��ه ای��ن

 ẋ = y,

ẏ = −x− f(x)y,
(١.١)

ی��ا و

 ẋ = y − F (x),

ẏ = −x,
(٢.١)

آن در ک��ه ک��رد ب��ازن��وی��س��ی

F (x) =

∫ x

۰
f(s)ds

ش��ون��د. م��ی ن��ام��ی��ده ل��ی��ی��ن��ارد ک��لاس��ی��ک م��ع��ادلات دو ه��ر و ه��س��ت��ن��د م��زدوج ت��ح��ل��ی��ل��ی ط��ور ب��ه (٢.١) و (١.١) م��ع��ادلات دس��ت��گ��اه

ف��رم دو ه��ر در ت��وان��ن��د م��ی ل��ی��ی��ن��ارد م��ع��ادلات ح��دی س��ی��ک��ل��ه��ای ت��ع��داد ش��ود. م��ی داده F (x) درج��ه ب��وس��ی��ل��ه ل��ی��ی��ن��ارد م��ع��ادل��ه درج��ه

ش��ون��د. م��ط��ال��ع��ه (٢.١) و (١.١)

: ک��ردن��د ارائ��ه را زی��ر ح��دس ٣ پ��و و ٢ دم��ل��و ،١ ل��ی��ن��ز م��ی��لادی ١٩٧۶ س��ال در

ص��ح��ی��ح ع��دد (ب��زرگ�ت��ری��ن [n−۱
۲ ] ب��ا ب��راب��ر n درج��ه از ل��ی��ی��ن��ارد م��ع��ادلات ح��دی س��ی��ک��ل�ه��ای ت��ع��داد ب��الای ک��ران ١.٠.١ ح��دس

اس��ت. ( n−۱
۲ م��س��اوی ی��ا ب��زرگ�ت��ر

در �ان زم� �ت �ه� ج� �ر �ی� �ی� �غ� ت� �ل �ام� ش� �ن �ی� آف� �ر �ی� �غ� �ت� م� �ر �ی� �ی� �غ� ت� ی��ک �ا ب� �ع درواق� �ود. �ب� ن� �ت �خ� س� �اد زی� �دس، ح� �ن ای� �ودن ب� �ی �ق� �ط� �ن� م� درک

ص��ورت ب��ه را (٢.١) دس��ت��گ��اه در F (x) چ��ن��دج��م��ل��ه�ای ت��وان م��ی n = ۲l ح��ال��ت

F (x) = x۲l +
۲l−۱∑
i=۱

aix
i (٣.١)

ص��ورت ب��ه n = ۲l + ۱ ح��ال��ت در و

F (x) = x۲l+۱ +
۲l∑
i=۱

aix
i (۴.١)

ی��ک �ن��ده ده� �ای��ش �م� ن� (٣.١) در ش��ده �ری��ف �ع� ت� F �ا ب� (٢.١) �ت��گ��اه دس� �ن��د، ب��اش� �ر �ف� ص� ف��رد ان��دی��س �ا ب� �ا ه� ai �م��ه ه� �اه �رگ� ه� ن��وش��ت.

�ر �ذی� پ� �ت �ش� �رگ� ب� و اس��ت �ارن �ق� ت� دارای �ی �ن� �ع� ی� �ود �ی�ش� �م� ن� �وض ع� �م �ت� �س� �ی� س� (x, t)←− (−x,−t) �دی��ل �ب� ت� �ا ب� �ون چ� اس��ت، �ز �رک� م�

در ب��ع��د ف��ص��ل در ۵.٢ ب��خ��ش در ک��ه ط��ور ه��م��ان ب��ن��وی��س��ی��م. (a۱, a۳, · · · a۲l−۱) ص��ورت ب��ه را ه��ا ai ای��ن ک��ن��ی��د ف��رض اس��ت.

١A.Lins ٢W.de Melo ٣C.pugh



م��ق��دم��ه .١ ٣ف��ص��ل

دارن��د وج��ود ش��ک��ل ای��ن ب��ه پ��ارام��ت��ر l ت��ع��داد ک��ه م��ی�ش��ود دی��ده ش��د، خ��واه��د داده ت��وض��ی��ح ی��اف��ت��ه دوران ب��رداری م��ی��دان�ه��ای م��ورد

ت��غ��ی��ی��ر a۲j−۱ م��ث��لا ،(٣.١) ع��ب��ارت در آن��ه��ا از ی��ک��ی ت��ن��ه��ا گ��ر ا ک��ه م��ف��ه��وم ای��ن ب��ه ش��ون��د، م��ی ن��ام��ی��ده چ��رخ��ش��ی” ”پ��ارام��ت��ره��ای ک��ه

دت��رم��ی��ن��ان آن��گ��اه ک��ن��د

∣∣∣∣∣y − (x۲l +
۲l−۱∑
i=۱

aix
i + ã۲j−۱x

۲j−۱) y − (x۲l +
۲l−۱∑
i=۱

aix
i)

−x −x

∣∣∣∣∣
اس��ت. ã۲j−۱ − a۲j−۱ �ا ب� �لام��ت ع� �م ه� x = ۰ در �ز ج� �ه ب� �ا ج� �ه �م� ه� �ه ک� �ود ش� م��ی داده (ã۲j−۱ − a۲j−۱)x

۲j ص��ورت �ه ب�

ح��دی �ی��ک��ل س� دارای (٢.١) �ت��م �ی��س� س� ک��ه ش��ود م��ی م��ش��اه��ده س��ادگ��ی ب��ه آن��گ��اه ب��اش��د م��وج��ود �ت��ره��ا پ��ارام� ای��ن از ی��ک��ی �ا �ه� �ن� ت� ه��رگ��اه

ای��ج��اد ح��دی س��ی��ک��ل l − ۱ ک��ث��ر ح��دا ،(a۱, a۳, · · · a۲l−۱) پ��ارام��ت��ره��ای ت��م��ام ت��اث��ی��ر ت��ح��ت ک��ه داش��ت ان��ت��ظ��ار ت��وان م��ی ن��ی��س��ت.

اث��ب��ات پ��ارام��ت��ره��ا ای��ن چ��رخ��ش��ی خ��واص م��ب��ن��ای ب��ر را ح��دس ای��ن ک��ه ک��ردن��د ادع��ا خ��ود ن��وش��ت��ه�ه��ای در اف��راد ب��ع��ض��ی ح��ت��ی ش��ود.

آی��د. م��ی ن��ظ��ر ب��ه م��ن��ط��ق��ی n = ۲l ب��رای ح��داق��ل راه��ب��رد ای��ن از اس��ت��ف��اده ح��ال ه��ر ب��ه ان��د. ک��رده

راح��ت��ی ب��ه م��ط��ل��ب ای��ن ک��ه ش��د اث��ب��ات ح��دی س��ی��ک��ل ۴ ح��داق��ل ب��ا ٧ درج��ه از ل��ی��ی��ن��ارد ک��لاس��ی��ک م��ع��ادلات وج��ود ،[١١] در

ک��ه ن��ق��ض��ی م��ث��ال ک��ن��د. م��ی ای��ج��اب را ح��دی س��ی��ک��ل [n−۱
۲ ] + ۱ ت��ع��داد ب��ا ،n ≥ ۷ درج��ه از ل��ی��ی��ن��ارد ک��لاس��ی��ک م��ع��ادلات وج��ود

ش��ک��ل ب��ه س��ی��س��ت��م��ی دادن��د ارائ��ه آن��ه��ا


ẋ = y − (x۷ +

۶∑
i=۲

cixi),

ẏ = ε(b− x),

(۵.١)

�ر �ادی� �ق� م� �ا ب� a = (a۱, · · · a۲l) �رای ب� �ا ام� ،(x, y, t) �ه ب� �ت �ب� �س� ن� �ن �ی� آف� �ات �ص� �ت� �خ� م� �ر �ی� �ی� �غ� ت� �ا ب� �ه ک� �ت اس� �ک �وچ� ک� ε > ۰ �رای ب�

ی��ک ده��ن��ده ن��م��ای��ش (۵.١) س��ی��س��ت��م ش��ود. ن��وش��ت��ه (۴.١) در ش��ده داده F ب��ا (٢.١) س��ی��س��ت��م ص��ورت ب��ه ت��وان��د م��ی ∥a∥ ب��زرگ

(c۱, · · · c۶) پ��ارام��ت��ره��ای [١١] در .y = cte ع��ب��ارت��ی ب��ه ی��ا ẏ = ۰ ی��م دار ε = ۰ وق��ت��ی چ��ون اس��ت، ت��ک��ی��ن اخ��ت��لال م��س��ال��ه

�ه �ی� ق��ض� �ای��ج �ت� ن� از �اده �ف� �ت� اس� �ان �ک� ام� �ه �ک� ی� �ور ط� �ه ب� �د �اش� ب� �ران��ی �ح� ب� �ه �ط� �ق� ن� ۶ دارای x۷ +
۶∑
i=۲

cixi �اب��ع ت� �ه ک� �د �دن� ش� �ت��خ��اب ان� ط��وری

ک��س��ی ک��ن��ون ت��ا ی��م دار اط��لاع م��ا ک��ه آن��ج��ا ت��ا و ب��ودن��د پ��ی��چ��ی��ده ک��ام��لا م��ح��اس��ب��ات ای��ن ش��ود. ف��راه��م ٢ دوم��ورت��ی��ه و ١ م��ائ��س��چ��ال��ک

اس��ت. ن��ش��ده ح��دی س��ی��ک��ل ۴ ب��ا خ��اص ع��ددی م��ث��ال ی��ک ارائ��ه ب��ه م��وف��ق

س��ی��س��ت��م ب��ررس��ی� ب��ه ت��وان م��ی دی��گ��ر ن��ت��ای��ج ب��ی��ن از


ẋ = y − (x۲l +

۲l−۱∑
i=۲

cixi),

ẏ = ε(b− x),

(۶.١)

١Maesschalck ٢Dumortier



م��ق��دم��ه .١ ۴ف��ص��ل

دی��ن��ام��ی��ک ب��ا ه��م��راه ت��ن��د، دی��ن��ام��ی��ک راس��ت: س��م��ت FSTS. س��ی��ک��ل ی��ک و لای��ه�ای م��س��ال��ه دی��ن��ام��ی��ک چ��پ: س��م��ت :١.١ ش��ک��ل
ک��ن��د. م��ن��ح��ن��ی روی ک��ن��د

م��ث��لا ب��ح��ران��ی ن��ق��ط��ه ی��ک دارای ت��ن��ه��ا x۲l +
۲l−۱∑
i=۲

cixi ک��ه ش��ده�ان��د ان��ت��خ��اب ط��وری ه��ا ci آن در ک��ه ک��رد اش��اره [۴] م��ق��ال��ه در

ه��دای��ت م��م��ک��ن ی ن��ات��ب��اه��ی��ده ت��ن��اوب��ی ح��دی ش��ده ش��ن��اخ��ت��ه م��ج��م��وع��ه�ه��ای س��اده�ت��ری��ن ب��ه را م��ا ش��رای��ط ای��ن اس��ت. ن��ی��م��م م��ی ی��ک

�ی �اوب� �ن� �دی-ت� ح� �ه �وع� �م� �ج� م� ی��ک �ت. اس� �ده ش� �ه �ت� �اخ� �ن� ش� �دی ح� �ل �ک� �ی� س� �ادی زی� �داد �ع� ت� �اب �ع� �ش� ان� �ی �گ� �ون� �گ� چ� �ا �ه� آن� از �ه ک� �د، �ن� ک� �ی م�

�ام��ل ش� �وار �م� ه� �ه�ای �ع� �ط� ق� �ه �ت� �س� ب� �ن��ی �ح� �ن� م� ی��ک ،ε = ۰ ازای �ه ب� (۵.١) �م �ت� �س� �ی� س� �ن��ی �ع� ی� ای”، �ه لای� �ه �ال� �س� ”م� ی��ک �رای ب� �ده �ی� �اه� �ب� �ات� ن�

ی��ک را آن ک��ه اس��ت، y = x۲l +
∑۲l−۱

i=۲ cixi �ن��د ک� �ن��ح��ن��ی م� از ق��س��م��ت�ه��ای��ی و ( (۵.١)ε �ن��ظ��م م� (م��داره��ای �ن��د ت� ه��ای م��دار

ک��ن��ی��د. م��ش��اه��ده را ١.١ ش��ک��ل ن��ام��ی��م. م��ی ک��ن��د-ت��ن��د س��ی��ک��ل

�ده ش� داده �ش �ای� �م� ن� ١.١ �ل �ک� ش� در �ه ک� �م �ی� �ن� ک� �ی م� �د �ن� �د-ت� �ن� ک� �ای �ل�ه� �ک� �ی� س� از �ی �وع� ن� �ه ب� �دود �ح� م� را �ود خ� �ه �ام� ن� �ان �ای� پ� �ن ای� در

. �گ��وی��ی��م ( -ک��ن��د ب��رگ��ش��ت ت��ن��د-ک��ن��د-ن��ق��ط��ه ) FSTS س��ی��ک��ل�ه��ای را آن��ه��ا اس��ت.

ج��ز ب��ه ام��ا ه��س��ت��ن��د (ب��رگ��ش��ت) ب��رگ��ش��ت ن��ق��اط دارای ش��د خ��واه��ی��م م��واج��ه آن��ه��ا ب��ا ن��ام��ه پ��ای��ان ای��ن در ک��ه ک��ن��دی م��ن��ح��ن��ی�ه��ای

FSTS �ی��ک��ل�ه��ای س� ب��ه ه��اس��دورف ان��دازه در ک��ه (۶.١) �ت��م �ی��س� س� ح��دی �ی��ک��ل�ه��ای س� �ن��د. �ت� �ی��س� ن� ب��ح��ران��ی �ه �ق��ط� ن� دارای �ب��دا م� در

از �ن��د ت� �ای �ره� �ی� م��س� �ک��ی �زدی� ن� در �رک��ت ح� س��رع��ت �ه ک� �ن��ی �ع� م� ای��ن �ه ب� �د، �ون� ش� م��ی �ده �ی� �ام� ن� س��از آرام �ان�ه��ای ن��وس� �ن��د، �ت� ه��س� �زدی��ک ن�

O(۱) از �از آرام�س� �ان �وس� ن� � �ود خ� �دازه ان� و اس��ت O(ε) از �د �ن� ک� �ی �ن� �ح� �ن� م� �ی �ک� �زدی� ن� در �رک��ت ح� �رع��ت س� �ه ک� �ی �ال� درح� اس��ت O(۱)

اس��ت.

ب��الا ن��وس��ان��ات ب��ا س��از آرام ه��ای ن��وس��ان ی��اف��ت��ن ب��ه م��وف��ق ک��ن��د دی��ورژان��س ان��ت��گ��رال از اس��ت��ف��اده ب��ا ن��وی��س��ن��دگ��ان [۴] م��ق��ال��ه در

�ا ب� �د �ن� �ت� �س� �وان� ت� �ا �ه� �ن� ت� و �د �دن� �ش� ن� ١.٠.١ �دس ح� �رای ب� �دی �دی� ج� �ض �ق� ن� �ال �ث� م� �ه ارائ� �ه ب� �ادر ق� �ا ام� �د �دن� ش� �ل �ام� ک� �ت �اف� �ک� ش� �راه �م� ه� �ه ب�

ک��ن��ن��د. ت��ای��ی��د را ش��ده ب��ی��ن��ی پ��ی��ش ک��زی��م��م م��ا م��ق��دار ک��ن��د” دی��ورژان��س ان��ت��گ��رال ” از اس��ت��ف��اده

�ت �ی� �اه� م� �ورد درم� �ی �م� �ه� م� �ات �لاع� اط� �ه �ت� �س� ب� �ای �ره� �ی� �س� م� �ول ط� در �س �ورژان� دی� �رال �گ� �ت� ان� از �اده �ف� �ت� اس� �ا ب� �ه �ام� ن� �ان �ای� پ� �ن ای� در

�د، �ن� �د-ت� �ن� ک� �م �ت� �س� �ی� س� ی��ک �وب �ارچ� چ� در �م. ی� آور �ی م� �ت �دس� ب� �ا �ه� آن� �داری �ای� �اپ� ن� �ا ی� و �داری �ای� پ� �واص خ� �د �ن� �ان� م� �ه �ت� �س� ب� �ای �ی�ه� �ن� �ح� �ن� م�

�ی��ش��رو پ� �ل��ه ج��م� ت��ق��ری��ب ک��ه �ی��م ده� م��ی ن��ش��ان رو ای��ن از و �ن��د گ��ذران� م��ی �ن��د ک� �ن��ی �ن��ح� م� ن��زدی��ک��ی در را �ت��ری �ی��ش� ب� زم��ان م��دت م��داره��ا

را ک��ن��د دی��ورژان��س ان��ت��گ��رال ت��وان م��ی ش��ود. م��ی داده ک��ن��د دی��ورژان��س ان��ت��گ��رال ت��وس��ط ε در ض��رب از ب��ع��د دی��ورژان��س، ان��ت��گ��رال

در ش��ده ال��ق��ا ه��ای ١-ف��رم ب��ه ن��س��ب��ت ان��ت��گ��رال م��ح��اس��ب��ه س��پ��س و ک��ن��د م��ن��ح��ن��ی ط��ول در ب��رداری م��ی��دان دی��ورژان��س م��ح��اس��ب��ه ب��ا

ک��رد. م��ح��اس��ب��ه ک��ن��د م��ن��ح��ن��ی ط��ول
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ب��گ��ی��ری��د: ن��ظ��ر در را ک��ن��د-ت��ن��د ب��رداری ه��ای م��ی��دان از زی��ر خ��ان��واده

 ẋ = y −H(x, y),

ẏ = ε(b− x),
(٧.١)

�م �ی� �وان� ت� �ی م� �ال �ث� م� �رای ب� �ت. اس� ١.١ �ل �ک� ش� �ه �ی� �ب� ش� y = H(x, y) �ی �ن� �ح� �ن� م� و H(x, y) = x۲l +
۲l−۱∑
i=۲

cix
i آن در �ه ک�

ی��ک �د �ن� ت� �دار م� ای��ن �د. �ن� �ن� ک� �ع �ط� ق� را y �ور �ح� م� �د �ن� ت� �ای �داره� م� �ه ک� �م �ی� �ن� ک� �ری �ت� �ارام� پ� �وری ط� Y �دار �ق� م� �ا ب� را FSTS ه��ای �ک��ل �ی� س�

�ن��ی �ح� �ن� م� روی ب��ر (αc(Y ),Hc(αc(Y ))) خ��اص α-ح��دی �ط��ه �ق� ن� ی��ک و (ωc(Y ),Hc(ωc(Y ))) خ��اص ω-ح��دی �ق��ط��ه ن�

ه��م��راه ب��ه (۰, Y ) از گ��ذرا ت��ن��د م��دار ب��ا ،c م��ق��دار ب��رای ΓcY ی��ع��ن��ی FSTS س��ی��ک��ل دارد. {y = Hc(x) := H(x, c)} ک��ن��د

اس��ت. ش��ده ت��ع��ری��ف x = αc(Y ) و x = ωc(Y ) ب��ی��ن ک��ن��د م��ن��ح��ن��ی از ق��س��م��ت��ی

ش��ود: م��ی داده زی��ر راب��ط��ه ب��وس��ی��ل��ه ΓcY ط��ول در ک��ن��د دی��ورژان��س ان��ت��گ��رال ای��ن��ص��ورت در

I(Y, c) =

∫ αc(Y )

ωc(Y )

h(x, c)۲

x
dx (٨.١)

ش��رط H(x, c) �ارت �ب� ع� در �ود �وج� م� c۲j+۱ �ر ه� ازای �ه ب� �ه ک� اس��ت �ده ش� �ار ک� Γc۰Y۰ �ل�ه��ای �ک� �ی� س� و c۰ از �ری �ادی� �ق� م� روی [۴] در

اس��ت: ب��رق��رار زی��ر

∂I

∂c۲j+۱
(Y۰, c۰) ̸= ۰. (٩.١)

�رای ب� �ر �ظ� ن� �ورد م� �ج �ای� �ت� ن� �ات �ب� اث� �ه ب� �ر �ج� �ن� م� [۴] در و �د �ن� ک� �ی م� �دق ص� (۶.١) �م �ت� �س� �ی� س� �رای ب� �ه �ش� �ی� �م� ه� �ا �ب� �ری� �ق� ت� (٩.١) �رط ش�

ه��ن��گ��ام��ی c۲j+۱ پ��ارام��ت��ر ک��ه اس��ت م��ط��ل��ب ای��ن ب��ی��ان ب��رای ط��ب��ی��ع��ی ش��رط ی��ک ش��ب��ی��ه ش��رط ای��ن ش��د. ل��ی��ی��ن��ارد ک��لاس��ی��ک م��ع��ادلات

در ه��م��چ��ون ( a = a۱, · · · a۲l−۱) ب��ا ∥a∥ ه��رگ��اه دی��گ��ر �ب��ارت ع� (ب��ه م��ان��د. م��ی ب��اق��ی چ��رخ��ش��ی �ن��واخ��ت ی��ک� ب��ط��ور ε→ ۰ ک��ه

ک��ن��د). م��ی��ل ن��ه��ای��ت ب��ی ب��ه (٣.١)

م��وج��ود ه��ای c۲j+۱ �م��ه ه� ب��رای (٩.١) ش��رط ک��ه ش��دن��د روب��رو (Y۰, c۰) ش��ک��ل ب��ه �ای��ی ه� �ی��ب ت��رک� �ا ب� �ی��ن �ن� �م��چ� ه� [۴] در ام��ا

م��س��ال��ه ای��ن ب��ررس��ی ب��ا اف��ت��د. م��ی ات��ف��اق n = ۶ ب��رای ک��ه اس��ت اس��ت��ث��ن��ای��ی ک��ام��لا ح��ال��ت ی��ک ای��ن ش��د. م��ی ن��ق��ض H(x, c) در

�ی��ک��ل�ه��ای س� �م��اع �ت� اج� از �ن��د ت��وان� م��ی ح��دی �ی��ک��ل س� ۴ آن ازای ب��ه �ه ک� ای c۰ �ادی��ر �ق� م� �ا ب� �ه �ه� م��واج� n = ۶ ب��رای �ه ک� ش��د �اه��ده م��ش�

ک��ن��ی��م: م��ی اث��ب��ات را زی��ر ق��ض��ی��ه ت��ر دق��ی��ق ط��ور ب��ه اس��ت. پ��ذی��ر ام��ک��ان ش��ون��د م��ن��ش��ع��ب ای لای��ه م��س��ئ��ل��ه از x = ωc۰(Y )

از �ارد �ن� �ی� �ی� ل� ای �ه �ل� �م� �دج� �ن� چ� �ادلات �ع� م� از �روض �ف� م� �ری �ت� �ارام� ,ε)-پ� δ, b) �واده �ان� خ� �رای ب� ([۵] ) (A �ه �ی� �ض� (ق� ٢.٠.١ ق��ض��ی��ه

ص��ورت ب��ه ۶ درج��ه

 ẋ = y − ( ۱۲x
۲ + ۵δx۳ − ۳۵

۴۶x
۴ − ۱۲δx۵ + ۲۱

۴۶x
۶),

ẏ = ε(b− x),
(١٠.١)
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ش��ک��ل ب��ه ه��م��وار م��ن��ح��ن��ی ی��ک م��ف��روض، k ∈ {۱, ۲,۳,۴} ب��رای و

b = εBk(ε, δ)

�ه ب� �ت اس� �ود �وج� م� �ک) �وچ� ک� �ی �اف� ک� �دازه ان� �ه ب� δ۰ > ۰ و ε۰ > ۰ �رای (ب� δ ∈ [−δ۰, δ۰] و ε ∈ [۰, ε۰] �رای ب� �ده ش� �ف �ری� �ع� ت�

�م �ت� �س� �ی� س� ( δ ̸= ۰ �رای ب� ε۱(δ) > ۰ �ا ب� ε۱ : [−δ۰, δ۰] → R �ک ی� �رای (ب� ε ∈ (۰, ε۱(δ)) و δ ̸= ۰ �اه �رگ� ه� �ه ک� �وری ط�

ب��رای را ج��اذب ه��ذل��ول��وی ک��ان��ون ی��ک و ه��س��ت��ن��د ه��ذل��ول��وی ح��دی ه��ای س��ی��ک��ل ای��ن ه��م��ه دارد. ح��دی س��ی��ک��ل k دق��ی��ق��ا (١٠.١)

ک��ن��ن��د. م��ی اح��اط��ه δ > ۰ ب��رای را داف��ع ه��ذل��ول��وی ک��ان��ون ی��ک و δ < ۰

�ه ک� �ی �ان� زم� و �د �ن� �ت� �س� ه� �از س� آرام �ات �ان� �وس� ن� ٢.٠.١ �ه �ی� �ض� ق� در �ده آم� �ت �دس� ب� �دی ح� �ای ه� �ل �ک� �ی� س� ،δ ̸= ۰ و δ ∼ ۰ �رای ب�

�ل �ک� �ی� س� �ن ای� Yi �ای ه� �اع �ف� ارت� �ه ک� �م �ی� ده� �ی م� �ان �ش� ن� �د. �ن� �ن� ک� �ی م� �ل �ی� م� (i = ۱, · · · , k)Γc۰Y۰ �د �ن� �د-ت� �ن� ک� �ای ه� �ل �ک� �ی� س� �ه ب� δ → ۰

�ه �ل� �اص� ف� �ر �ف� ص� از و �د �دارن� ن� �ی �گ� �ت� �س� ب� (ε, δ) �ه ب� �ه ک� �د �رن� �ی� گ� �ی م� �رار ق� [Ymin, Ymax] �رده �ش� ف� �ازه ب� �ک ی� درون �د �ن� �د-ت� �ن� ک� �ای ه�

ه��س��ت��ن��د. O(۱) ان��دازه از س��از آرام ن��وس��ان��ات ک��ان��ارد س��ی��ک��ل�ه��ای ب��ن��اب��رای��ن دارن��د.

�ی��ن �ن� �چ� �م� ه� .ε۱(۰) = ۰ آن در �ه ک� �م �ری� �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در [−δ۰, δ۰] �ر ب� �وار �م� ه� �ع��ی �اب� ت� را ε۱ �ا ه� �ت��ن �اخ� س� ای��ن در �ول �م� �ع� م� �ق �ب� ط�

�ن �ی� �ن� چ� از �ی �اه� �ن� �ت� �ام� ن� �داد �ع� ت� �روض، �ف� م� k ∈ {۱, ۲,۳,۴} �رای ب� �ت �ق� �ی� �ق� ح� در �د. �ن� �ت� �س� �ی� ن� �ا �ت� �ک� ی� Bk �ع �واب� ت� �ه ک� �م �ی� ده� �ر �ذک� ت� �د �ای� ب�

دارد. وج��ود ه��ای��ی م��ن��ح��ن��ی

ک��ن��ی��د ف��رض چ��ن��ی��ن ه��م و ان��د ش��ده داش��ت��ه ن��گ��ه ث��اب��ت (ε, δ, b) = (ε۰,−ν۰, b۰) ک��ن��ی��د ف��رض

 ẋ = y −H(x, ν۰),

ẏ = ε۰(b۰ − x),
(١١.١)

ب��ا

H(x, ν۰) =
۱
۲x

۲ − ۵ν۰x۳ −
۳۵
۴۶x

۴ + ۱۲ν۰x۵ +
۲۱
۴۶x

۶

در �ر گ� ا .(ν۰ > ۰ �ه �ج� �ی� �ت� درن� �ت(و اس� �اذب ج� �ا �ه� آن� �ن �ری� �ت� �زرگ� ب� �ه ک� �د �اش� ب� �وی �ول� �ذل� ه� �دی ح� �ل �ک� �ی� س� ۴ �ا ب� �اه �گ� �ت� دس� �ک ی� �ش �ای� �م� ن�

۴ ای��ن �اه آن��گ� �ی��م، �ن� ک� �اد ای��ج� H(x, ν۰) + ν۱x
۷ ش��ک��ل ب��ه ک��وچ��ک �اف��ی ک� ان��دازه ب��ه ν۱ ب��رای H(x, ν۰) در �ت��لال��ی اخ� ،(١١.١)

درواق��ع و ب��ود خ��واه��د ج��اذب ب��ی��ن��ه��ای��ت در دای��ره ک��ن��ی��م اخ��ت��ی��ار م��ن��ف��ی را ν۱ گ��ر ا ای��ن ب��ر ع��لاوه ش��د. خ��واه��ن��د ح��ف��ظ ح��دی س��ی��ک��ل

و ν۱ ∼ ۰ و ν۱ < ۰ داش��ت��ن ن��گ��ه ث��اب��ت ب��ا داش��ت. خ��واه��د ف��رد ت��ک��رار ب��ا ح��دی س��ی��ک��ل ۵ ح��داق��ل ،٧ درج��ه از ج��دی��د س��ی��س��ت��م

�ی��ک��ل س� ۵ ب��اح��داق��ل ٨ درج��ه از �ت��م �ی��س� س� ی��ک ک��وچ��ک، �اف��ی ک� ان��دازه ب��ه ν۲ ب��ا H(x, ν۰) + ν۱x
۷ + ν۲x

۸ �ت��ن گ��رف� درن��ظ��ر ب��ا

j ب��ا ه��ا νj ع��لام��ت در ت��غ��ی��ی��ر و j > ۹ ب��رای νjxj ک��ردن اض��اف��ه ب��ا و رون��د ای��ن ادام��ه ب��ا ده��ی��م. م��ی ارائ��ه ف��رد ت��ک��رار از ح��دی

ی��م: آور م��ی ب��دس��ت را زی��ر ق��ض��ی��ه آس��ان��ی ب��ه ف��رد

ب��ا (٢.١) ش��ک��ل nب��ه درج��ه از ای ج��م��ل��ه چ��ن��د ب��رداری ه��ای م��ی��دان .n ≥ ۶ ک��ن��ی��د ف��رض ([۵] ) B (ق��ض��ی��ه ٣.٠.١ ق��ض��ی��ه

دارن��د. وج��ود ه��ذل��ول��وی، ح��دی س��ی��ک��ل
[
n−۱
۲
]
+ ۲ ح��داق��ل
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ک��ن��ی��م: م��ی ث��اب��ت n = ۴ ب��رای [٢] م��رج��ع از اس��ت��ف��اده ب��ا را زی��ر ق��ض��ی��ه ادام��ه در

ح��دی �ی��ک��ل س� ای��ن و دارد، ح��دی �ی��ک��ل س� ی��ک �ث��ر ک� ح��دا ۴ درج��ه از �ن��ارد �ی� �ی� ل� ک��لاس��ی��ک م��ع��ادل��ه ه��ر (C �ی��ه (ق��ض� ۴.٠.١ ق��ض��ی��ه

اس��ت. ه��ذل��ول��وی وج��ود ص��ورت در



٢ ف��ص��ل

پ��ای��ه م��ف��اه��ی��م

م��ی�ک��ن��ی��م. م��ط��رح را آی��ن��ده ف��ص��ول در ن��ی��از م��ورد پ��ای��ه�ای ت��ع��اری��ف و ق��ض��ای��ا م��ف��اه��ی��م، ف��ص��ل ای��ن در

دی��ن��ام��ی��ک��ی س��ی��س��ت��م�ه��ای از م��ف��اه��ی��م��ی ١.٢

ب��گ��ی��ری��د: درن��ظ��ر را زی��ر ب��رداری م��ی��دان م��ی�ش��ون��د. ارائ��ه [٩] م��ن��ب��ع از ب��خ��ش ای��ن م��ط��ال��ب

ẋ =
dx

dt
= f(x) (١.٢)

اس��ت. Rn از ب��ازی زی��رم��ج��م��وع��ه E ک��ه x ∈ E و Cr ن��گ��اش��ت ی��ک f آن در ک��ه

ای��ن��ص��ورت، غ��ی��ر در .f(x) = ۰ ه��رگ��اه گ��وی��ی��م f ت��ک��ی��ن ن��ق��ط��ه ی��ا ث��اب��ت ن��ق��ط��ه ت��ع��ادل، ن��ق��ط��ه x ∈ E ن��ق��ط��ه ب��ه ١.١.٢ ت��ع��ری��ف

▲ � گ��وی��ی��م. ع��ادی ن��ق��ط��ه آن ب��ه f(x) ̸= ۰ گ��ر ا ی��ع��ن��ی

ت��ع��ری��ف چ��ن��د

�ی �ن� �ع� ی� �ت، اس� (١.٢) از �واب ج� �ک ی� ، t ∈ R �ا ب� ϕ(t) = x �ورت �ص� �ن� درای� �د، �اش� ب� f �ادل �ع� ت� �ه �ط� �ق� ن� �ک ی� x �م �ی� �ن� ک� �رض ف�

.۰ = ϕ̇(t) = f(ϕ(t)) = f(x)

ث��اب��ت ن��ق��ط��ه ی��ک p �ی��م �ن� ک� ف��رض �ی��ن �ن� ه��م��چ� ب��اش��د. ص��ف��ح��ه در Cr رده از ب��رداری �ی��دان م� ی��ک X = (P,Q) �ی��م �ن� ک� ف��رض

گ��وی��ی��م ب��اش��د. ب��رداری م��ی��دان ای��ن از

DX(p) =


∂P

∂x
(p)

∂P

∂y
(p)

∂Q

∂x
(p)

∂Q

∂y
(p)
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اس��ت. p ت��ع��ادل ن��ق��ط��ه در X ب��رداری م��ی��دان خ��ط��ی ق��س��م��ت

اس��ت. ن��ات��ب��اه��ی��ده p گ��وی��ی��م ن��ب��اش��د ف��وق م��ات��ری��س وی��ژه م��ق��دار ٠ ه��رگ��اه •

م��ی�ش��ود. گ��ف��ت��ه ه��ذل��ول��وی p ن��ق��ط��ه ب��ه ب��اش��ن��د، ص��ف��ر م��خ��ال��ف ح��ق��ی��ق��ی ق��س��م��ت دارای ف��وق م��ات��ری��س وی��ژه م��ق��دار دو ه��ر گ��ر ا •

�ا ام� �د �ن� �اش� ب� �ر �ف� ص� �ر �راب� ب� DX(p) �س �ری� �ات� م� �ژه وی� �دار �ق� م� �ردو ه� �اه �رگ� ه� �ود �ی�ش� م� �ده �ی� �ام� ن� �وان �وچ�ت� پ� p �ادل �ع� ت� �ه �ط� �ق� ن� •

.DX(p) ̸= ۰

�اب��ت ث� �ه �ط� �ق� ن� �ر ب� �لاوه ع� �ه ک� �د �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج� p �گ��ی �ای� �س� �م� ه� ی��ک �اه �رگ� ه� �ود �ی�ش� م� �ده �ی� �ام� ن� �ز �رک� م� ی��ک p �ادل �ع� ت� �ه �ط� �ق� ن� •

DX(p) وی��ژه �ق��ادی��ر م� گ��ر ا اس��ت م��رک��ز ی��ک خ��ط��ی ط��ور ب��ه �ع��ادل ت� �ه �ق��ط� ن� �م �ی� �وی� گ� ب��اش��د. �ز �ی� ن� �ن��اوب��ی ت� م��داره��ای ش��ام��ل

ن��ب��اش��ن��د. ص��ف��ر ول��ی ب��اش��ن��د م��ح��ض م��وه��وم��ی

λ۱ �ژه وی� �ر �ادی� �ق� م� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �ت �م� �س� ق� �اه �رگ� ه� �د. �ن� �وی� گ� �ون �ان� ک� را p �ه �ط� �ق� ن� �د، �ن� �اش� ب� �ط �ل� �ت� �خ� م� DX(p) �ژه وی� �ر �ادی� �ق� م� �اه �رگ� ه� •

و �اذب ج� �وی �ول� �ذل� ه� �ون �ان� ک� Re(λ۱) < ۰ �اه �رگ� ه� و �وی �ول� �ذل� ه� �ون �ان� ک� ی��ک را p �د، �ن� �اش� ب� �ر �ف� �اص� ن� DX(p) از λ۲ و

�ی��ف �ع� ض� �ون �ان� ک� �ه �ط� �ق� ن� �ک ی� p ،Re(λ۱) = ۰ �اه �رگ� ه� �ود. �ی�ش� م� �ده �ی� �ام� ن� �ع داف� �وی �ول� �ذل� ه� �ون �ان� ک� ،Re(λ۱) > ۰ �اه �رگ� ه�

م��ی�ش��ود. ن��ام��ی��ده (غ��ی��ره��ذل��ول��وی)

از �ی �ل� �ی� �ل� �ح� ت� �واده �ان� خ� ی��ک ،λ ∈ Λ �ر ه� �رای ب� �د. �اش� ب� �ا �ره� �ت� �ارام� پ� از �دی �ع� n-ب� �د �ل� �ف� �ی� �ن� م� �ک ی� Λ و U ⊂ R۲ �د �ی� �ن� ک� �رض ف�

ک��ه ط��وری ب��ه اس��ت U در ش��ده �ری��ف �ع� ت� Xλ = a(x, y, λ) ∂∂x + b(x, y, λ) ∂∂y ب��رداری �ی��دان م� ی��ک ب��رداری، �ی��دان�ه��ای م�

�د، �ن� �اش� ب� �ه�ای �ل� �م� �دج� �ن� چ� دو a, b و �وده ب� Rn در �از ب� �ه �وع� �م� �ج� م� �ک ی� Λ �ر گ� ا �د. �ن� �اش� ب� �ی �ل� �ی� �ل� �ح� ت� a, b : U × Λ −→ R �ع �واب� ت�

اس��ت. ص��ف��ح��ه در ب��رداری م��ی��دان�ه��ای از چ��ن��دج��م��ل��ه�ای خ��ان��واده ی��ک Xλ ک��ه گ��وی��ی��م درای��ن��ص��ورت

ط��وری ب��ه اس��ت Γ ⊂ U ن��ات��ه��ی ف��ش��رده زی��رم��ج��م��وع��ه ی��ک ،Xλ ب��رای ( lps) ت��ن��اوب��ی ح��دی ی��کم��ج��م��وع��ه ٢.١.٢ ت��ع��ری��ف

ه��م��چ��ن��ی��ن و limn−→∞ λn = λ۰ ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د م��وج��ود پ��ارام��ت��ر ف��ض��ای در (λn)n∈N دن��ب��ال��ه ی��ک λ۰ ∈ Γ ه��ر ب��رای ک��ه

▲ � .γn −→ Γ ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود ه��اس��دورف) م��ت��ر (در Xλn از γn ⊂ U ح��دی س��ی��ک��ل�ه��ای از دن��ب��ال��ه ی��ک

�ول �م� �ع� م� �ای �ال�ه� �ث� م� از �ی �رخ� ب� �ت. اس� �ع��اب �ش� ان� �ه �ری� �ظ� ن� در �ی��ک �لاس� ک� �وع �وض� م� ی��ک �ی �اوب� �ن� ت� �دی ح� �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� �ه �ع� �ال� �ط� م�

ه��ت��روک��ل��ی��ن��ی��ک. ح��ل��ق��ه و ض��ع��ی��ف ک��ان��ون ه��م��وک��ل��ی��ن��ی��ک، ح��ل��ق��ه از ع��ب��ارت��ن��د غ��ی��رب��دی��ه��ی

ت��اب��ع ب��اش��د. X ب��س��ت��ه ه��اي زي��رم��ج��م��وع��ه ه��م��ه گ��ردای��ه Λ و ك��ران��دار م��ت��ري��ک ف��ض��اي ي��ك (X, d) ك��ن��ي��د ف��رض ٣.١.٢ ت��ع��ری��ف

�ري��ف �ع� ت� Λ روی �ت��ر م� ی��ک H(A,B) = inf{r : A ⊂ Nr(B), B ⊂ Nr(A)} �اب��ط��ه ض� ب��ا H : Λ× Λ −→ [۰,∞]

▲ � م��ي��ش��ود. ن��ام��ي��ده ه��اس��دورف م��ت��ر ك��ه م��ی�ك��ن��د

م��ن��ی��ف��ل��د

ه��م��ی��وم��ورف��ی��س��م ی��ک ب��اش��ن��د. X از زی��رم��ج��م��وع��ه�ه��ای��ی B و A و ب��اش��د م��ت��ری��ک ف��ض��ای ی��ک X ک��ن��ی��د ف��رض ۴.١.٢ ت��ع��ری��ف

�ی �ن� �ع� ی� آن �وس �ک� �ع� م� �ه ک� �وری ط� �ه ب� �ت اس� B روی �ه ب� A از h �ه �ت� �وس� �ی� پ� و �ک ی� �ه ب� �ک ی� �ت �اش� �گ� ن� �ک ی� ،B روی �ه ب� A از



پ��ای��ه م��ف��اه��ی��م .٢ ١٠ف��ص��ل

چ��ن��ی��ن ه��رگ��اه م��ی�ش��ون��د ن��ام��ی��ده ت��وپ��ول��وژی��ک��ی ه��م�ارز ی��ا ه��م��ی��وم��ورف B و A م��ج��م��وع��ه�ه��ای ب��اش��د. پ��ی��وس��ت��ه ن��ی��ز h−۱ : B −→ A

▲ � ب��اش��د. داش��ت��ه وج��ود B روی ب��ه A از ه��م��ی��وم��ورف��ی��س��م��ی

�ک ی� �م �ی� �ی�ده� م� �ان �ش� ن� M �ا ب� �ه ک� ( Ck رده از �د �ل� �ف� �ی� �ن� م� �ک ی� �ا (ی� �دی �ع� n-ب� �ر �ذی� �ل�پ� �ی� �س� �ران� �ف� دی� �د �ل� �ف� �ی� �ن� م� �ک ی� ۵.١.٢ ت��ع��ری��ف

م��ی�ک��ن��د: ص��دق زی��ر ش��رای��ط در ک��ه اس��ت M = ∪αUα ی��ع��ن��ی ب��از پ��وش��ش ی��ک ب��ا ه��م��ب��ن��د م��ت��ری��ک ف��ض��ای

دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه ب��اش��د. ه��م��ی��وم��ورف B = {x ∈ Rn
∣∣∣|x| < ۱} ی��ع��ن��ی Rn ف��ض��ای ب��از گ��وی ب��ا Uα ،α ه��ر ب��رای اولا:

ب��اش��د. داش��ت��ه وج��ود B ب��ه Uα از hα ه��م��ی��وم��ورف��ی��س��م ،α ه��ر ب��رای

�اه �گ� آن� �د، �ن� �اش� ب� �ی �ای� �م�ه� �س� �ی� �ورف� �وم� �ی� �م� ه� hβ : Uβ −→ B و hα : Uα −→ B و Uα ∩ Uβ ̸= ∅ �ر گ� ا �ا: �ی� �ان� ث�

ن��گ��اش��ت و ه��س��ت��ن��د Rn از زی��رم��ج��م��وع��ه�ه��ای��ی hβ(Uα ∩ Uβ) و hα(Uα ∩ Uβ)

h = hαoh
−۱
β : hβ(Uα ∩ Uβ)→ hα(Uα ∩ Uβ)

�د �ل� �ف� �ی� �ن� م� �ت. اس� Dh(x) ̸= ۰ �ن��ی �ع� ی� �ی �وب� ک� ژا �ری��س �ات� م� �ان �ن� �ی� �رم� دت� و اس��ت �ر �ذی� �ل�پ� �ی� �س� �ران� �ف� دی� x ∈ hβ(Uα ∩ Uβ) �ر ه� �رای ب�

▲ � ب��اش��ن��د. ت��ح��ل��ی��ل��ی h = hαoh
−۱
β ن��گ��اش��ت�ه��ای ه��رگ��اه م��ی�ش��ود ن��ام��ی��ده ت��ح��ل��ی��ل��ی M

M �رای ب� �س �ل� اط� �ک ی� �ا �ارت�ه� چ� �ی �ام� �م� ت� �ه �وع� �م� �ج� م� و �ود �ی�ش� م� �ده �ی� �ام� ن� M �د �ل� �ف� �ی� �ن� م� �رای ب� �ارت چ� �ک ی� (Uα, hα) زوج

ش��رط ب��ا اط��ل��س��ی ه��رگ��اه م��ی�ش��ود ن��ام��ی��ده ج��ه��ت�پ��ذی��ر M دی��ف��ران��س��ی��ل�پ��ذی��ر م��ن��ی��ف��ل��د اس��ت.

Dhαoh
−۱
β (x) > ۰; ∀α, β , ∀x ∈ hβ(Uα ∩ Uβ)

ب��اش��د. داش��ت��ه وج��ود

ح��دی س��ی��ک��ل�ه��ای ١.١.٢

اس��ت. ج��ذاب و م��ش��ک��ل م��وض��وع ی��ک ح��دی، س��ی��ک��ل�ه��ای م��ورد در ت��ح��ق��ی��ق م��ع��م��ول��ی، دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات �ی��ف��ی ک� ن��ظ��ری��ه در

ای��ن در اس��ت. ب��ع��دی دو دی��ف��ران��س��ی��ل �ت��م�ه��ای س��ی��س� ن��ظ��ری��ه در م��ط��ال��ع��ه �ل��ی اص� م��وض��وع ح��دی �ی��ک��ل�ه��ای س� ث��اب��ت، ن��ق��اط از ب��ع��د

ک��رد. خ��واه��ی��م ب��ح��ث ح��دی س��ی��ک��ل�ه��ای م��ورد در ب��خ��ش

م��ی�گ��ی��ری��م: درن��ظ��ر را زی��ر ش��ک��ل ب��ه دی��ف��ران��س��ی��ل م��ع��ادلات س��ی��س��ت��م

ẋ =
dx

dt
= P (x, y), ẏ =

dy

dt
= Q(x, y), (٢.٢)

�ه �ی� �ض� ق� �اس �راس� ب� �ورت �ص� �ن� درای� �د. �ن� �ت� �س� ه� y و x از C ۱ �ی �ع� �واب� ت� Q و P و �د �ن� �ت� �س� ه� �ی �ق� �ی� �ق� ح� �ای �ره� �ی� �غ� �ت� م� t و y ،x آن در �ه ک�

م��ی�ش��ود. ت��ض��م��ی��ن م��ع��ادل��ه ای��ن ج��واب�ه��ای ی��ک��ت��ای��ی و وج��ود ی��ک��ت��ای��ی، و وج��ود

�ن��ص��ورت درای� ب��اش��د، t از �ی��رث��اب��ت غ� �ن��اوب��ی ت� ت��اب��ع ی��ک ،(٢.٢) �ت��م �ی��س� س� از {(x, y) =
(
f(t), g(t)

)
} ج��واب ی��ک گ��ر ا
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م��ی�ش��ود. گ��ف��ت��ه س��ی��س��ت��م ای��ن از ت��ن��اوب��ی م��دار ی��ک ،γ = {(x, y) : x = f(t), y = g(t)} ب��ه

ن��ب��اش��د، م��وج��ود دی��گ��ری ت��ن��اوب��ی م��دار ه��ی��چ ، γ ت��ن��اوب��ی م��دار از (درون��ی) ب��ی��رون��ی دل��خ��واه ک��وچ��ک ه��م��س��ای��گ��ی ی��ک در گ��ر ا

گ��وی��ی��م. (داخ��ل��ی) خ��ارج��ی ح��دی س��ی��ک��ل ی��ک γ ب��ه درای��ن��ص��ورت

م��داره��ای ب��ا ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د، داش��ت��ه وج��ود γ ت��ن��اوب��ی م��دار از (درون��ی) ب��ی��رون��ی دل��خ��واه ک��وچ��ک ه��م��س��ای��گ��ی ی��ک گ��ر ا

م��ی�ش��ود. گ��ف��ت��ه م��رک��ز ن��وع از ح��دی س��ی��ک��ل γ ب��ه درای��ن��ص��ورت ب��اش��د، ش��ده پ��ر ت��ن��اوب��ی

م��ت��ف��اوت ت��ن��اوب��ی م��داره��ای ه��م و غ��ی��رت��ن��اوب��ی م��داره��ای ه��م ، γ ت��ن��اوب��ی م��دار از (درون��ی) ب��ی��رون��ی ه��م��س��ای��گ��ی ه��ر در گ��ر ا

�م ه� �ی �اوب� �ن� ت� �دار م� ی��ک �ر گ� ا �ود. �ی�ش� م� �ه �ت� �ف� گ� �ی) �ل� (داخ� �ی �ارج� خ� �ی��ن �ع� �ام� ن� �ک��ل �ی� س� γ �ه ب� �ورت �ص� �ن� درای� �د، �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج� γ �ا ب�

گ��وی��ی��م. ن��ام��ع��ی��ن س��ی��ک��ل آن ب��ه ب��اش��د، خ��ارج��ی ن��ام��ع��ی��ن ه��م و داخ��ل��ی ن��ام��ع��ی��ن

�ی �ارج� خ� �ز �رک� م� �وع ن� از �دی ح� �ل �ک� �ی� س� �ک ی� �ا ی� �ی)، �ل� (داخ� �ی �ارج� خ� �دی ح� �ل �ک� �ی� س� �ک ی� ،γ �ی �اوب� �ن� ت� �دار م� �ر ه� ۶.١.٢ گ��زاره

م��ی�ش��ود: ت��ق��س��ی��م ن��وع دو ب��ه خ��ود اول، ن��وع اس��ت. (داخ��ل��ی) خ��ارج��ی ن��ام��ع��ی��ن س��ی��ک��ل ی��ک ی��ا و (داخ��ل��ی)،

ه��م��س��ای��گ��ی ای��ن در م��داره��ا ه��م��ه ک��ه ط��وری ب��ه دارد وج��ود γ از (درون��ی) ب��ی��رون��ی ک��وچ��ک ک��اف��ی ان��دازه ب��ه ه��م��س��ای��گ��ی ی��ک (آ)

�دار �ای� پ� �دی ح� �ک��ل �ی� س� γ �ه ب� �ورت �ص� �ن� درای� اس��ت. �دی ω-ح� �ه �وع� �م� �ج� م� �وان �ن� ع� �ه ب� γ �ا، �داره� م� �ن ای� �رای ب� و �د، �ن� �ت� �س� ه� �ی �اوب� �ن� �رت� �ی� غ�

ح��دی �ی��ک��ل س� γ �ی��م �وی� گ� �ن��ص��ورت درای� ب��اش��د، خ��ارج��ی �ای��دار پ� �م ه� و �ل��ی داخ� �ای��دار پ� �م ه� γ گ��ر ا م��ی�ش��ود. �ه �ت� �ف� گ� �ل��ی) (داخ� خ��ارج��ی

اس��ت. پ��ای��دار

ه��م��س��ای��گ��ی ای��ن در م��داره��ا ه��م��ه ک��ه ط��وری ب��ه دارد وج��ود γ از (درون��ی) ب��ی��رون��ی ک��وچ��ک ک��اف��ی ان��دازه ب��ه ه��م��س��ای��گ��ی ی��ک (ب)

�ای��دار �اپ� ن� ح��دی �ی��ک��ل س� γ ب��ه �ن��ص��ورت درای� اس��ت. α-ح��دی �م��وع��ه م��ج� �ن��وان ع� ب��ه γ م��داره��ا، ای��ن ب��رای و �ن��د، �ت� ه��س� �ن��اوب��ی �ی��رت� غ�

ح��دی س��ی��ک��ل γ گ��وی��ی��م درای��ن��ص��ورت ب��اش��د، داخ��ل��ی ن��اپ��ای��دار ه��م و خ��ارج��ی ن��اپ��ای��دار ه��م γ گ��ر ا م��ی�ش��ود. گ��ف��ت��ه (داخ��ل��ی) خ��ارج��ی

اس��ت. ن��اپ��ای��دار

�ل �ک� �ی� س� γ �م �ی� �وی� گ� �د، �اش� ب� �ی �ارج� خ� �دار �ای� �اپ� ن� و �ل��ی داخ� �دار �ای� پ� �ک��س �رع� ب� �ا ی� �د، �اش� ب� �ی �ل� داخ� �دار �ای� �اپ� ن� و �ارج��ی خ� �دار �ای� پ� γ �ر گ� ا

اس��ت. پ��ای��دار ن��ی��م��ه ح��دی

ب��اش��ی��م: داش��ت��ه (٢.٢) س��ی��س��ت��م از γ ب��س��ت��ه م��س��ی��ر ی��ک ط��ول در ک��ن��ی��م ف��رض ٧.١.٢ گ��زاره

∫ T

۰

(∂P
∂x

+
∂Q

∂y

)
dt < ۰ (> ۰) (٣.٢)

�اوب��ی �ن� ت� �ای �داره� م� �ه �م� ه� �رای ب� �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �زاره گ� �ن ای� از اس��ت. �دار) �ای� �اپ� ن� ) �دار �ای� پ� �دی ح� �ل �ک� �ی� س� ی��ک γ �ص��ورت �ن� درای�

ب��اش��ی��م: داش��ت��ه ب��ای��د دی��گ��ر،

∫ T

۰

(∂P
∂x

+
∂Q

∂y

)
dt = ۰. (۴.٢)

ه��ذل��ول��وی ح��دی س��ی��ک��ل ی��ک γ گ��وی��ی��م ب��اش��د ب��رق��رار (٣.٢) ش��رط ه��رگ��اه داخ��ل��ی، و خ��ارج��ی ح��ال��ت دو ه��ر در ٨.١.٢ ت��ع��ری��ف

ح��دی �ی��ک��ل س� �اوب��ی �ن� ت� م��دار ای��ن �ر گ� ا و اس��ت؛ �ان��ه �ن��دگ� چ� �اوب��ی �ن� ت� م��دار ی��ک γ �ی��م �وی� گ� ب��اش��د �رق��رار ب� (۴.٢) ش��رط �اه �رگ� ه� اس��ت؛


