
الف� ١

[Scale=١]Junicode





الزهرا(س) دانشاه

علوم�پایه دانشده

پایان�نامه

ارشد کارشناس درجه اخذ جهت
عددی آنالیز گرایش کاربردی ریاض رشته

عنوان:

مسائل برخ حل برای بنیادی جواب�های روش

معکوس بایهارمونی

راهنما: استاد

دනرعਚی�ජ໑دانشاه�رضاਪی
مشاور: استاد

دනریداଔاردوخای
دانشجو:

ඵروزی ॠدশه
١٣٩٠ بهمن�ماه



چیده

م�توان که م�باشند جزئ مشتقات با معادلات در روز به مسائل از معکوس بایهارمونی مسائل

نمود. حل مختلف روش�های از استفاده با را آن

از استفاده بدون معکوس بایهارمونی مسائل حل برای جدیدی عددی روش رساله، این در

جواب�های از استفاده با عددی، روش این در است. شده گرفته کار به انتگرال�گیری و شبه�بندی

مطرح معادله اصل جواب پایه�ای، توابع تولید از بعد و آورده دست به را پایه�ای توابع بنیادی،

غیر�خط معادلات دستگاه آنگاه کند صدق کرانه�ای شرایط در بایست تقریبی جواب م�شود.

(یا اختلاف اصل روش ١و تیخانف منظم�سازی روش آن حل برای که م�شود حاصل بد�وضع

م�گیریم. کار به را (L منحن روش

با بیضوی مسائل برخ حل برای تقریبی جواب که است وریتمال بنیادی، جواب�های روش

معکوس هارمونی مسائل حل به نوشتار این در همچنین م�سازد. فراهم را کرانه�ای مقادیر

است. شده پرداخته بنیادی جواب�های روش به ناهمن و همن

روش بنیادی، جواب�های روش� معکوس، مساله�ی �،بایهارمونی کلیدی:معادله�ی کلمات�

روش بد�وضع، غیرخط معادلات دستگاه ناهمن، معادلات اختلاف، اصل� تیخانف، منظم�سازی

. L منحن

١Tikhonov

ت
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مقدمه

شامل که هندس و فیزی گوناگون مسائل با ارتباط در� مشتقات�جزئ با� دیفرانسیل� معادلات�

اغلب م�شوند. مطرح� دارند، بستگ مستقل متغیر چند یا دو به توابع این که م�باشند توابع

و کوانتوم انیم الترومغناطیس، نظریه حرارت، انتقال جامدات، و سیالات انیم مسائل

م�شوند. منجر جزئ مشتقات با دیفرانسیل معادلات به علوم و فیزی زمینه�های دیر

مرتبه غیر�خط جزئ مشتقات با دیفرانسیل معادلات عددی حل روی تحقیقات اخیر، دهه دو در

است[۴]. یافته گسترش سرعت به علوم از بسیاری در آنها کاربرد و چهارم

مربوط مسائل در و جامدات انیم علم خصوصدر به علوم در مختلف پدیده�های مدلسازی در

مسائل با مفروض، کرانه�ای شرایط با بار بدون یا و متفاوت بار�گذاری تحت صفحات خیز به

کرانه�ای مقدار مسائل نوع از بایهارمونی مسائل هستیم. مواجه بایهارمونی مسائل به موسوم

نظر در بار بدون یا �گذاری بار شرایط در صفحه که این به بسته هستند، چهارم مرتبه�ی بیضوی

این داشت، خواهد ناهمن یا همن حالت ترتیب به مربوط دیفرانسیل معادله�ی شود، گرفته

هستند. فیزی و ریاضیات در مهم پایه�ی مسائل

مسائل درباره جدی طور به که باشد کس اولین ایتالیائ ٢ریاضیدان آلمانس م�رسد نظر به

نمایش یعن را خود معروف تئوری آلمانس ١٨٩٧ سال در است. پرداخته تحقیق به بایهارمونی

١٩۵٣ سال�های در او از بعد داد. ارائه r٢ ضریب با هارمونی تابع دو حسب بر بایهارمونی تابع

این دیر صورت�های روی ،[٣٨] ۴ شیدفر و جزوان و [٣٧] ٣ شیفر و برگمن ترتیب، به ١٩٨٠ -

کردند. کار آن تعمیم و نمایش

٢Almansi

٣Bregman and Schiffer

۴Jaswan and Shidfar
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پیشنهاد ۶ السدس و کورپرداز توسط ١٩۶۴ سال در بار اولین ۵(MFS)بنیادی روشجواب�های
٧ جانستون و میتون چون دانشمندان توسط ١٩٧٩ -١٩٧٧ سال�های در سپس و [٣٩] شد

سال در و MFS روش ،١٩٨٧ سال در ٨ کارجوراقیس و فرویزر .[۴٠] گردید فرمول�بندی

کردند. ارائه بعدی دو فضای در را ٩ (AMFS) آلمانس بنیادی روش�جواب�های ،١٩٨٨

نفوذ معادله�ی ،[٣۵] پوآسن معادله�ی عددی حل در موفقیت�آمیزی طور به MFS آن از بعد

کار به [۴٣] استوکس معادلات و [٩] بایهارمونی معادله�ی ،[۴٢] هلمهولتز معادله�ی ،[۴١]

١٩٨۵ سال در بیضوی کرانه�ای مقادیر با مساله چندین حل MFSبرای فرمول�بندی شد. گرفته

گرفت. صورت ١٠بوگومونل توسط

. م�رود کار به معکوس مسائل حل برای همچنین MFS روش

در که پیش�نیازهایی و مقدمات اول، فصل در است. گردیده تنظیم فصل پنج در پایان�نامه این

معکوس بیضوی مسائل کاربرد به دوم فصل م�گردد. ارائه است، بعدی فصل�های در نیاز مورد

در است. یافته اختصاص آن نظایر و خوردگ سیالات، انیم جمله از علوم در چهارم مرتبه�ی

بیان مساله حل برای که اختلاف اصل و تیخانف منظم�سازی روش بررس و معرف به سوم فصل

حل برای بنیادی جواب�های روش چهارم، فصل در است. شده پرداخته م�روند، کار به شده

روش پنجم فصل در نهایت در و است گرفته قرار مطالعه مورد معکوس پوآسن و لاپلاس مساله

در همچنین و است شده بررس ناهمن و همن بایهارمونی مساله عددی حل برای را MFS

است. گردیده بیان مطالب این تعمیم به مربوط نظرات و پیشنهادات پایان

م�باشد: زیر مقالات بررس و مطالعه بر مبتن رساله این
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١ فصل

نیازها پیش و پایه�ای تعاریف،مفاهیم

مقدمه

م�پردازیم. بعدی فصل�های مفاهیم درک برای نیاز مورد ابزار و تعاریف بیان به فصل این در

مقادیر با مسائل انواع به سپس و تقریب نظریه ،حقیق آنالیز از اساس مفاهیم به منظور بدین

جواب در حساسیت تحلیل و کوش مسائل مورد در مطالعه به نهایت در و م�کنیم اشاره کرانه�ای

است. شده پرداخته مسائل اینگونه

آنالیزحقیق در پایه مفاهیم ١.١

برداری فضای ١.١.١

X مانند ناته مجموعه�ای F میدان روی ( خط فضای (یا برداری فضای ی .١.١.١ تعریف

و α اعضای و نامیم بردار را X از y و x اعضای است. اسالر) (ضرب ضرب و جمع عمل دو با

ازای به یعن م�دهد آبل گروه ی تشیل (X,+) طوری�که به خوانیم اسالر را F میدان از β

:[١] باشیم داشته X از z و y ، x هر

x+ y ∈ X (١

(x+ y) + z = x+ (y + z) (٢

.x+ ٠ = ٠+ x = x باشیم xداشته ∈ X هر ازای به یعن باشد خنث عضو Xدارای (٣

١
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.x+ (−x) = ٠ xداریم ∈ X هر ازای به یعن x−باشد ∈ X قرینه عضو xدارای ∈ X هر (۴

.x+ y = y + x (۵

باشیم: ,xداشته y ∈ X بردار هر ,αو β ∈ F اسالر هر ازای به هم�چنین

α.x ∈ X (۶

(αβ)x = α(βx) (٧

(α+ β)x = αx+ βx (٨

α(x+ y) = αx+ αy (٩

نرم ی R+ به X از ∥ . ∥ تابع Rباشد، روی برداری فضای ی X کنید فرض .٢.١.١ تعریف

:[١] هرگاه گویند

،∥ x ∥= ٠ اگر تنها و اگر x = ٠ و ∥ x ∥≥ ٠، x ∈ X هر ازای به الف)

،∥ αx ∥=| α |∥ x ∥ ،α اسالر هر xو ∈ X هر ازای به ب)

.∥ x+ y ∥≤∥ x ∥ + ∥ y ∥ باشیم داشته x, y ∈ X هر ازای به ج)

X اگر گوییم. دار نرم خط فضای است، نرم ی دارای که X خط فضای به .٣.١.١ تعریف

آن در که d(x, y) =∥ x− y ∥ باشیم داشته x, y ∈ Xهر برای و باشد دار نرم خط فضای ی

است. معروف متری فضای ی به X آنگاه گویند، X روی متر ی d تابع به

با (X, d) متری فضای صورت�که در گوییم باناخ فضای ی را X نرم�دار فضای .۴.١.١ تعریف

باشد. کامل متری فضای ی م�شود)، القا نرم وسیله به که (متری متعارف متر

Xباشد. از عضوی به Xهمرا در کوش دنباله هر صورت�که در است کامل (X, d)متری فضای

و داده نشان ∥ . ∥p نماد با را p نرم- ،Xبرداری فضای از xمفروض بردار برای .۵.١.١ تعریف

م�کنیم: تعریف زیر صورت به

∥ x ∥p=

(
n∑
i=١

|xi|p
)١
p
; p ∈ N, x = [x١, x٢, ..., xn]

T .

م�گردد: تعریف زیر صورت به ماکزیمم نرم یا بی�نهایت نرم ،xمفروض بردار برای همچنین

∥ x ∥∞= max
١≤i≤n

|xi|.
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به M از ||.|| تابع باشد. n × n ماتریسهای همه برداری فضای M کنید فرض .۶.١.١ تعریف

:[٢] کند صدق زیر شرایط در هرگاه گویند ماتریس نرم را R+

،A = ٠ اگر تنها و اگر ∥ A ∥= ٠ ∥،همچنین A ∥≥ ٠ همواره A ∈M ماتریس هر ازای به (١

،∥ αA ∥= |α| ∥ A ∥ ،A ∈M و α ∈ R هر ازای به (٢

،∥ A+B ∥≤∥ A ∥ + ∥ B ∥ ،A,B ∈M هر ازای به (٣

.∥ AB ∥≤∥ A ∥ . ∥ B ∥ ،A,B ∈M هر ازای به (۴

م�گردد: تعریف چنین نرم -lp ،Aماتریس برای .١.١.١ مثال

∥ A ∥p=

 n∑
i=١

n∑
j=١

|aij |p

١
p
; p = ١,٢,٣, · · · .

گویند. فروبینیوس یا اقلیدس نرم را آن آنگاه باشد p = ٢ اگر و

تعریف سطریAچنین درایه�های مجموع نرم یا ماتریس نرم - l∞ ،Aماتریس برای .٢.١.١ مثال

: م�شود

∥ A ∥∞= max
١≤i≤n

n∑
j=١

|aij |.

صورت: Aبه ستون درایه�های مجموع نرم یا ماتریس نرم -l١ ،Aماتریس برای .٣.١.١ مثال

∥ A ∥١= max
١≤j≤n

n∑
i=١

|aij |,

م�گردد. تعریف

f : [a, b] −→ C اندازه�پذیر توابع تمام از متشل فضای ، ١ ≤ p برای∞> تعریف٧.١.١.

داشت: خواهیم پس ,Lp[aگوییم. b] فضای م�نمایند صدق
∫ b
a |f(x)|

p dx <∞ شرط در که را

Lp[a, b] =

{
f |f : [a, b] −→ C; پذیر اندازه f و

∫ b

a
|f(x)|p dx <∞

}
.
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م��کنیم: تعریف زیر صورت به f ∈ Lp برای را Lp خط فضای نرم حال

∥ f ∥=∥ f ∥p=
(∫ b

a
|f(x)|p dx

)١
p
.

تابع ی ،X برداری فضای روی نقطه�ای) ضرب یا عددی (ضرب داخل ضرب .٨.١.١ تعریف

α ∈ C هر و x, y, z ∈ X هر برای طوری�که به است، X ×X، روی < ., . > نماد مانند عددی

باشیم: داشته

،(x+ y, z) = (x, z) + (y, z) (١

،(x, y) = (y, x) (٢

،(αx, y) = α(x, y) (٣

.(x = ٠ ⇐⇒ (x, x) = ٠), (x, x) ≥ ٠ (۴

م�شود. نامیده y و x داخل ضرب (x, y) آنگاه

م�کند: تعریف زیر صورت به نرم ی داخل ضرب این

∀x ∈ X, ∥ x ∥=
√

(x, x).

را T : X −→ Y خط عملر باشند، دار نرم خط فضای Y و X کنید فرض .٩.١.١ تعریف

باشیم: داشته باشد، همرا x به که {xn} دنباله هر برای هرگاه گوییم پیوسته

lim
n→∞

∥ Txn − Tx ∥= ٠.

مجموعه���های از {Gα}α∈I خانواده ،M ⊂ X و متری فضای ی (X, d) اگر .١٠.١.١ تعریف

.M ⊆
∪
α∈I Gα هرگاه گوییم M برای باز پوشش ی X باز

فشرده X در را M باشند، M ⊂ Xو متری فضای ی (X, d) کنید فرض .١١.١.١ تعریف

را M آن، از متناه پوشش زیر ی M برای {Gα}α∈I باز پوشش هر ازای به هرگاه گویند

بپوشاند.

عملر یA : X −→ Y عملر باشند، برداری فضای دو Y و X کنید فرض .١٢.١.١ تعریف

مجموعه زیر هر ازای به و بوده پیوسته عملر ی A هرگاه م�شود نامیده فشرده یا کامل پیوسته

باشد. فشرده مجموعه یA عملر تحت M تصویر بستار ،X از M کراندار
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اگر است چال X در M آن�گاه M ⊂ X و متری فضای ی (X, d) گاه هر .١٣.١.١ تعریف

باشد. M حدی نقطه ی یا M به متعلق یا X نقطه هر

توابع تقریب ٢.١

م�پردازیم. متعامد مجموعه�های تعریف به ابتدا بخش این در

y بر را x باشند. متمایز x, y ∈ X و داخل ضرب فضای ی X کنید فرض .١.٢.١ تعریف

م�دهیم. نمایش x ⊥ y نماد با را آن و (x, y) = ٠ باشیم داشته x ̸= y برای هرگاه گوییم عمود

باشیم: داشته x, y ∈ A هر ازای به اگر

(x, y) =

{ ٠ ; x ̸= y,

α > ٠ ; x = y.

گوییم. متعامد را A ⊂ X زیرمجموعه آن�گاه

گوییم. نرمال یا یه متعامد را A مجموعه ،∥ x ∥= ١ باشیم داشته x ∈ A هر اگربرای

به نسبت [−١,١] فاصله روی {Tn(x)}∞n=٠ چبیشف چندجمله�ای�های دنباله .٢.٢.١ تعریف

که م�باشد L٢[a, b] درفضای کامل متعامد سیستم ی و متعامدند ω(x) = ١√
١−x٢

وزن تابع

م�کند، صدق زیر بازگشت رابطه در

T٠(x) = ١,

T١(x) = x,

Tn+١(x) = ٢xTn(x)− Tn−١(x); n = ١,٢, · · · .

کرد: تعریف زیر صورت به م�توان را چندجمله�ای�ها این

Tn(x) = cos(n cos−١(x)); n = ٠,١,٢, · · · .

داریم: لذا م�نامیم. چیبیشف نقاط یا چبیشف صفرهای را چبیشف چندجمله�ای ریشه�های
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Tn(x) = ٠ =⇒ xj = cos
jπ

٢n ; j = ٠,١,٢, · · ·n.

و L٢(a, b) در ( یه ) نرمال متعامد توابع از متناه fnدنباله ...و ،f٢ ،f١ اگر .١.٢.١ قضیه

که دارد وجود αnی و ... ،α٢ ،α١ آنگاه باشند، f ∈ L٢(a, b)

∥ f −
n∑
i=١

αifi ∥٢

fگوییم. مربعات کمترین تقریب
∑n

i=١ αifi به شود. مینیمم

است. موجود [۴٨] مرجع در برهان اثبات:

Mموجود ثابت عدد هرگاه ١م�نامند لیپ�شیتز تابع ی را f : Rn −→ R تابع .٣.٢.١ تعریف

: باشیم داشته طوری�که به باشد

|f(x)− f(y)| 6M ||x− y||; x, y ∈ Rn.

در مجزا نقطه N ،{pj}Nj=١ و پیوسته تابع ی φ : [٠,∞) −→ R کنید فرض .۴.٢.١ تعریف

صورت به تابع باشد. (d = ٢,٣) Rd

f(p) =
N∑
j=١

ajφ(∥ p− pj ∥) + pm(p),

ی باشد m درجه از جمله�ای چند ی pm و است، Rd روی اقلیدس نرم ی ∥ . ∥ آن در که را

نامیم. شعاع پایه تابع

کرانه�ای مقادیر با مسائل ٣.١

دیفرانسیل یمعادله کرانه�ای، مقدار یمساله معادلاتدیفرانسیل، زمینه در ریاضیات، علم در

است. م�شوند، نامیده کرانه�ای شرایط که اضاف محدویت�های از مجموعه�ای با

از مجموعه ی به جزئ مشتقات با دیفرانسیل معادله ی یتای جواب آوردن دست به برای

١Lipschitz
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م�شوند. تقسیم کرانه�ای شرایط و اولیه شرایط به ممل شرایط است. نیاز ممل شرایط

شرایط حال�که در است، اولیه حالت ی در وابسته متغیر مقدار بودن معلوم معن به اولیه شرط

معادله حل قلمرو کرانه�های در آن مشتقات یا و وابسته متغیر مقدار بودن معلوم معن به کرانه�ای

.[٢] است جزئ دیفرانسیل

B[ψ] = g معین کرانه�ای شرایط با ،Ω ناحیه در L[ψ] = f دیفرانسیل معادله .١.٣.١ تعریف

به وابسته عملر ی B و جزئ مشتقات با دیفرانسیل عملر ی L آن در که را Ω کران روی

مساله نمایش (١-١) شل که گویند کرانه�ای مقادیر با دیفرانسیل مساله ی، Ωم�باشد و L

م�دهد. نشان را کرانه�ای مقادیر با عموم

کرانه�ای مقادیر با عموم مساله� نمایش :١.١ شل

دیفرانسیل مساله ی را مساله آن�گاه باشد خط L عملر فوق، دیفرانسیل مساله در اگر حال

.[٣] م�نامیم خط

شرایط در که است کرانه�ای مقادیر با دیفرانسیل معادله جواب کرانه�ای، مقدار مساله ی جواب

م�شوند. ناش فیزی شرایط از کرانه�ای مقادیر م�کند. صدق کرانه�ای

اختصاص کرانه�ای مقدار مسائل حل به جزئ مشتقات با معادلات زمینه در تئوری کارهای بیشتر

م�یابد.

کرانه�ای شرایط انواع

مساله�ی (مثل کرانه�ای شرایط با جزئ مشتقات با دیفرانسیل معادلات در مساله ی

و موج گرما، مساله�ی (مانند کرانه�ای - اولیه شرایط با یا و آن) نظایر و پوآسن لاپلاس،

از: عبارت�اند کرانه�ای شرایط انواع م�باشد. آن)همراه نظایر

دیریله: نوع از کرانه�ای ١-شرط


