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چ΋یده:

دیفرانسیل معادله زیر روش از استفاده با ͳجزئ مشتقات با دیفرانسیل معادلات از ͳبعض حل
ͳمعمول

نژاد اسماعیل پریرخ

حل ͳبرنول ͳمعمول دیفرانسیل زیرمعادله روش از استفاده با را معروف معادلات از ͳبعض نامه پایان دراین
ͳمعمول دیفرانسیل معادلات به مناسب متغیر تغییر با را ͳغیرخط ͳجزئ بامشتقات دیفرانسیل معادلات کرده�ایم.
معادله جواب به طوری΋ه به را معادلات دقیق جواب�های مناسب، جبری اعمال ی΋سری از پس و نموده تبدیل

آوریم. ͳم دست به شود، وابسته ͳبرنول

واژه: کلید
ͳجزئ بامشتقات دیفرانسیل معادلات ،ͳبرنول ͳمعمول دیفرانسیل زیرمعادله روش

چ



Abstract:

Solving some partial diffrential Equations by Sub-ODE Method.

Parirokh Esmaeelnejad

In this thesis, we have solved some famous equations by Bernoulli Sub-ODE method.
We convert nonlinear partial differential equations to ordinary differential equations
by changing proper variable and after doing some suitable algebraic actions, we obtain
exact solutions of equations which depends on solution of Bernoulli equation.

Key words:
Bernoulli sub-ODE method, partial differential equations.
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١

پیشΎفتار:

دینامیΈسیالات جامد، فیزیΈحالت فیزیΈپلاسما، نظیر علوم از طیفگسترده�ای در ͳخط غیر پدیده�های

انجام زیادی های تلاش ها آن دقیق های جواب کردن پیدا برای ریاضیدانان منظور، این به م�ͳشوند. ظاهر غیره و

روش چندین است. شده کشف ͳخط غیر معادلات دقیق جواب�های ساخت برای ͳمختلف روش�های و دهند ͳم

[٢٢]و ،[٢١] همΎن تعادل روش مثل ͳخط غیر معادلات دقیق های جواب آوردن بدست برای خوب و قدرتمند

،[١٨] و [١٢] ͳنمای تاب΄ ضرب روش ،[١٨] و [٢] تانژانت تاب΄ بسط روش ،[١٨] و [١٣] تانژانت روش [١٨]

،[١٨] و [۵] وارون ͳپراکندگ روش ،[١٨] و [٣] اول انتΎرال روش ،[١٨] و [١١] یافته تبدیل گویای تاب΄ روش

ͳخط دو روش ،[١٩] و [١۶] ،[١۵] ب΋لاند تبدیل روش ،[١٧] و [۴] ،[٩] ͳژاکوب بیضوی تاب΄ بسط روش

وایرشتراس بیضوی تاب΄ روش ،[١٩] و [١۴] ،[٢۵] یافته تعمیم ͳات΋ری معادله روش ،[١٩] و [٧] ،[۶] هیروتا

است. شده ارائه غیره و ͳبرنول ͳمعمول دیفرانسیل معادله زیر روش و [١]

م�ͳباشد: زیر شرح به نامه پایان این مطالب

ͳازمعادلات ͳبرخ با رابطه در و م�ͳشود بیان است نامه پایان این نیاز پیش که اولیه مقدمات و تعاریف اول فصل در

م�ͳشود. ارائه ͳتوضیحات شده حل نامه پایان این در که

ͳخط دو دیفرانسیل معادلات حل در آن از و شده ͳمعرف ͳبرنول ͳمعمول دیفرانسیل معادله زیر روش دوم فصل در

م�ͳشود. استفاده ١ بعدی دو و بعدی Έی وگ کورت

(١+٢) Έبوسینس ،۴ Έبوسینس واریانت برگر٣، نیژینΈ-نوی΋اف-وسلو٢، همچون ͳمعادلات نیز سوم فصل در

نهایت در و م�ͳشود آورده ͳبرنول ͳمعمول دیفرانسیل معادله زیر روش به ... و ۵ͳپتویاشویل کادمتسو- و بعدی

با را ٧ͳخط غیر ͳتوان قانون با شرودینΎر ͳخط غیر معادله همچنین و ۶ شرودینΎر ͳخط غیر معادله اینجانب

م�ͳنمایم. حل شده ارائه روش از استفاده

١1 Dimensional and 2 Dimensional Billinear Kortweg De Vrise
٢Nizhink-Novikov-vesselov
٣Burgers
۴Variant Boussinesq
۵(2+1)- dimensional Boussinesq and Kadomtsev- Petviashvili
۶Nonlinear Shrödinger
٧The Shrödinger equation with power law nonlinearity



١ فصل

پایه مفاهیم تعاریفو



پایه مفاهیم و تعاریف .١ ٣فصل

مقدمه ١-١

م�ͳشود. بیان م�ͳکنیم، استفاده آن�ها از نامه پایان این در که اولیه مفاهیم و تعاریف فصل این در

بر حاکم قوانین مطابق که دارد وجود ͳمختلف پارامترهای طبیعت در فرآیندی و پدیده هر در تعریف١-١-١.

از حاصل ͳتابع معادله و است ͳتابع معادله Έی ͳریاض زبان به ارتباط این بیان دارند. ارتباط هم با پدیده آن

دیفرانسیل معادله شود ͳبررس مستقل متغیر چند یا Έی به نسبت تاب΄ Έی تغییرات Ίآهن آن در که ای پدیده

باشد، ͳ΋ی از بیش مستقل متغیر اگر و ١ͳمعمول را دیفرانسیل معادله باشد ͳ΋ی مستقل متغیر اگر شود. ͳم نامیده

گویند. ͳم ٢ͳجزئ مشتقات با دیفرانسیل معادله را دیفرانسیل معادله

تعداد که آیند ͳم پدید ͳامΎهن Έفیزی و هندسه در ͳجزئ مشتقات با دیفرانسیل معادلات .١-١-٢ تعریف

بیش تاب΄ احتمالا˦ وابسته، متغیر هر ،ͳحالت چنین در باشد. ٢ از تر بیش یا ٢ بحث مورد مسئله مستقل متغیرهای

دارد. متغیر چند به نسبت ͳجزئ مشتقات بل΋ه ندارد عادی مشتق تنها متغیر Έی به نسبت لذا است، متغیر Έی از

از همچنین و دیΎر نقطه به ای نقطه از u دمای است مم΋ن صلب، جسم Έی در ͳحرارت تأثیرات ͳبررس در مثلا

مشتقات نتیجه در کند، تغییر دیΎر لحظه به ای لحظه
∂u

∂x
,
∂u

∂y
,
∂u

∂z
,
∂u

∂t
, (١-١)

مراتب ͳجزئ مشتقات که آید پیش چنین ͳخصوص به مسئله در است مم΋ن بعلاوه نباشد صفر ͳکل حالت در

مثل بالاتر
∂۲u

∂x۲ ,
∂۲u

∂x∂t
,

∂۳u

∂۲x∂t
, ... (١-٢)

باشد. ͳ΋فیزی ͳمعن دارای

مانند ای رابطه اوقات ͳبعض بریم، ͳم کار به نوع این از ͳمسائل برای را Έفیزی قوانین که ͳامΎهن

F (x۱, x۲, ..., u, ux۱ , ux۲ , ..., uxn , ux۱x۱ , ..., uxnxn , ...) = ۰, (١-٣)

دیفرانسیل معادله Έی دهد، ͳم ربط هم به را ͳجزئ مشتقات که ای رابطه چنین آوریم. ͳم دست به مشتقات بین

است. مرسوم ͳجزئ مشتقات با

م�ͳگیریم نظر در را زیر معادلات .١-١-٣ مثال

xy′ = xe
y
x + x+ y, (۴-١)

x۲uxx − y۲uyy + xux − yuy = x, (۵-١)

است. ͳجزئ مشتقات با دیفرانسیل معادله (۵-١) معادله و ͳمعمول دیفرانسیل معادله (۴-١) معادله
١Ordinary differential equation
٢Partial differential equation



پایه مفاهیم و تعاریف .١ ۴فصل

با دیفرانسیل معادله مرتبه را مستقل متغیرهای به نسبت وابسته متغیر مشتق مرتبه ترین بزرگ تعریف١-١-۴.

نامیم. ͳم ͳجزئ مشتقات

ͳجزئ مشتقات با دیفرانسیل معادله شود، ظاهر معادله در ͳخط صورت به آن مشتقات و u برحسب F اگر •

گویند. ͳخط را

ͳجزئ مشتقات با دیفرانسیل معادله شود، ظاهر معادله در ͳغیرخط صورت به آن مشتقات و u برحسب F اگر •

گویند. ͳغیرخط را

دیفرانسیل ی معادله گاه آن باشد، ͳخط مشتقش مرتبه بالاترین به نسبت ͳجزئ بامشتقات دیفرانسیل اگرمعادله •

گویند. ͳم ͳخط راشبه

باشند، مستقل متغیرهای از ͳتوابع فقط آن ومشتقات وابسته متغیر ضرایب ،ͳخط شبه دیفرانسیل اگردرمعادله •

گویند. ͳم ͳخط راتقریباً دیفرانسیل معادله گاه آن

م�ͳگیریم نظر در را زیر معادلات .۵-١-١ مثال

x۲ux + (x+ y)uy = x۲ + ۱, (۶-١)

xuxx + yuyy + u۲
t = (t+ ۱)۲, (١-٧)

uuyuxxx + u۲
yy = sinu, (١-٨)

بالاترین به نسبت چون ͳول است دوم مرتبه ͳخط غیر معادله (١-٧) رابطه و اول مرتبه ͳخط معادله (۶-١) رابطه

است. ͳخط تقریباً همچنین شود، ͳم ͳخط شبه پس است ͳخط uyy و uxx ͳیعن مشتقش مرتبه

نیست. ͳخط تقریباً بنابراین است ظاهرشده uxxx درضریب uy و u چون بودن ͳخط شبه درضمن (١-٨) معادله

دیفرانسیل معادله ی جمله هر اگر گوییم، همΎن را ͳجزئ مشتقات با دیفرانسیل معادله Έی تعریف١-١-۶.

غیر ͳجزئ مشتقات با دیفراسیل معادله صورت این غیر در باشد آن مشتقات از ͳ΋ی یا و وابسته متغیر شامل ͳجزئ

شود. ͳم نامیده همΎن

.١-١-٧ مثال

uxx + uyy + uzz = ۰, (١-٩)

uuxx + u۲
y = u۲ + y, (١-١٠)

همΎن غیر (١-١٠) ͳجزئ مشتقات با دیفرانسیل معادله و همΎن (١-٩) ͳجزئ مشتقات با دیفرانسیل معادله

است.
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وابسته متغیر مشتق مرتبه بالاترین بین موازنه توسط دهیم ͳم نشان m با را آن که تعادل عدد تعریف١-١-٨.

دیفرانسیل معادله در شده ظاهر ͳغیرخط دربخش وابسته متغیر توان بالاترین با دیفرانسیل معادله ͳخط قسمت در

داد. خواهیم ΀توضی تفضیل به دوم فصل در را تعادل عدد آوردن دست به طریقه آید. ͳم دست به ͳمعمول

ͳم حرکت ͳشناخت قابل ت΋ثیر سرعت با دیΎر م΋ان به ͳان΋م از که ͳتشخیص قابل سیΎنال هر تعریف١-١-٩.

میدان در ͳΎآشفت این اگر گویند. ͳم موج است انرژی حامل اغلب و شود ͳم منتشر ͳمعین زمان و فضا در و کند

و ͳ΋تری΋ال های میدان ͳترومغناطیس΋ال امواج در نامند. ͳم ͳترومغناطیس΋ال را آن باشد، ͳترومغناطیس΋ال های

از ͳرادیوی امواج و نور کنند. ͳم پیدا انتشار نور سرعت با و کنند ͳم نوسان ی΋دیΎر بر عمود طور به ͳمغناطیس

موج انتشار سرعت ،ͳطول امواج در شوند. ͳم تقسیم ͳعرض و ͳطول امواج دسته دو به ها موج هستند. نوع این

ال΋ترو امواج است. آن بر عمود سرعت این ͳعرض امواج در که، ͳحال در است، آن ͳنوسان حرکت با موازی

است. ͳعرض امواج نوع از ͳمغناطیس

ͳم نامیده سیار امواج شوند، ͳم داده نمایش u(x, t) = f(x− vt) صورت به که ͳامواج تعریف١-١-١٠.

کند. ͳم حرکت v سرعت با که دهد ͳم نشان را ͳΎآشفت ͳتابع چنین شوند.

صورت به که است ͳجواب ،ͳجزئ مشتقات با دیفرانسیل معادله Έی سیار موج جواب .١-١-١١ تعریف

گسترش به رو های زمینه از ͳ΋ی سیار١ موج های جواب تئوری شود. ͳم نوشته u(x, t) = f(x − vt)

کنند. ͳم توصیف را انتقال فرآیند ͳ΋فیزی دید از و هستند ها جواب از ͳخاص نوع که است مدرن ریاضیات در

معادلات از ͳبرخ تاریخچه ١-٢

شرودینΎر ͳغیرخط معادله ١-٢-١

را زمان با ͳ΋فیزی سامانه Έی ͳکوانتوم حالت تغییر ͳΎونΎچ که است ای معادله ، شرودینΎر[٢٣] معادله

ͳاتریش فیزی΋دان توسط ١٩٢۶ سال در و شد بندی فرمول ١٩٢۵ سال اواخر در معادله این م�ͳکند. توصیف

گردید. منتشر شرودینΎر اروین

اویلر-لاگرانژ معادله آن، معادل های فرمولبندی و است نیوتن دوم قانون حرکت، معادله ،ΈکلاسیΈانی΋م در

ͳویΎپیش و ͳ΋انی΋م سیستم Έی حرکت حل برای ها، بندی فرمول این همه در ٣هستند. هامیلتون معادله ٢و

شوند. ͳم استفاده داشت، خواهد ͳحالت چه اولیه های پی΋ربندی و شرایط از پس زمان هر در سامانه این΋ه ͳریاض

ها، اتم (معمولا˦ ͳکوانتوم سامانه Έی برای شرودینΎر معادله نیوتن، دوم قانون مشابه ͳکوانتوم Έانی΋م در

(عموماً) ͳول نیست ساده جبری معادله Έی معادله این است. ( (ͳموضع بسته، (آزاد، ͳاتم ریز ذرات مول΋ولها،
١The theory of travelling wave solution
٢Euler- Lagrange
٣Hamilton
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ͳکوانتوم حالت که است سیستم برای موج تاب΄ شامل دیفرانسیل معادله است. ͳخط ͳجزئ دیفرانسیل معادله Έی

شود. ͳم نامیده نیز حالت بردار یا

سامانه Έی مورد در توان ͳم که است ͳتوضیح کاملترین موج تاب΄ ،ͳکوانتوم Έانی΋م از استاندارد تفسیر در

بل΋ه کند ͳم توصیف را ͳاتم ریز و ͳاتم ،ͳول΋مول های سامانه تنها نه شرودینΎر معادله های حل راه داد. ͳ΋فیزی

از شرودینΎر معادله نیوتن، دوم قانون همانند کند. ͳم توصیف نیز را جهان کل ͳحت ،ͳوپ΋ماکروس های سیستم

انتΎرال فرمولبندی و هایزنبرگ ورنر ͳماتریس Έانی΋م جمله از دیΎر های فرمولبندی به تواند ͳم ͳریاض لحاظ

ͳم توصیف ͳطریق به را زمان شرودینΎر معادله نیوتون، دوم قانون همانند همچنین شود. تبدیل ریمان ͳسطح

در و نیست شدید ͳکاف اندازه به ͳماتریس Έانی΋م در که ͳل΋مش نیست. مناسب ͳنسبیت های نظریه برای که کند

ندارد. حضور کامل طور به ͳسطح انتΎرال فرمولبندی

برگر معادله ١-٢-٢

نیز و ͳغیرخط رفتارهای ͳاساس و پراهمیت عامل دو ترکیب برای ͳریاض مدل ساده�ترین م�ͳتوان را برگر معادله

آورد. به�حساب امواج Έانی΋م و Έفیزی تنوع از پر و گسترده حوزه در انرژی اتلاف و پخش

از: است عبارت برگر معادله ͳعموم فرم ،ν لزجت ضریب مفروض و شده داده مقدار هر ازاء به
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= ν

∂۲u

∂x۲

شوک بروز سرانجام و تند ͳشیب ایجاد موج، نمودن قدبلند و کردن پشته مسئول u∂u
∂x

ͳخط غیر جمله اینجا در

Έمستهل و کردن پخش در روی ،ͳاول مخالف جهت در درست ν ∂۲u
∂x۲ ͳخط جمله که است ͳحال در این م�ͳباشد.

دارد. را موج پروفیل ͳمنحن در شده ایجاد ساختارهای نمودن

م�ͳشود: حاصل برگر لزج غیر معادلۀ ،ν = ۰ باشیم داشته که ͳامΎهن
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= ۰.

ͳپتویاشویل - کادمتسو معادله ١-٢-٣

توسط ١٩٧٠ سال در بار اولین ١ Ϳبوریسووی از پس ͳپتویاشویل کادمتسو- معادله ،Έفیزی و ریاضیات در

معادله Έی شده، نوشته (١٩٣۶-١٩٩٣) ͳپتویاشویل و (١٩٩٨-١٩٢٨) کادمتسو نام به شوروی فیزی΋دانان

به ͳپتویاشویل کادمتسو- معادله م�ͳکند. توصیف را ͳغیرخط امواج حرکت که است ͳجزئ مشتقات با دیفرانسیل

م�ͳشود: نوشته زیر صورت به و شده مشتق ورایز د- �وگ- کورت معادله از ͳبدیه یافته تعمیم عنوان

∂x(∂tu+ u∂xu+ ϵ۲∂xxxu) + λ∂yyu = ۰

.λ = ±۱ آن در که
١Borisovich
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باشد ضعیف جاذبه نیروهای با مقایسه در ͳسطح کشش اگر فوق معادله در که م�ͳدهد نشان بالا صورت

) است y و x ͳفضای ابعاد در تعمیم Έی ͳپتویاشویل .λ = −۱ باشد قوی ͳسطح کشش اگر و است λ = +۱

به نیست دور x جهت از ͳخیل موج انتشار جهت ،ͳ΋فیزی نظر از .( بعدی Έی ورایز د- وگ- کورت معادله از

است. همراه y جهت در جواب�ها، آهسته تغییرات با تنها مثال عنوان

م�ͳتواند هم�چنین است. پذیر انتΎرال کاملا̈ ͳپتویاشویل کادمتسو- معادله ورایز، کورتوگ-د- معادله همانند

شدت به ورایز وگ-د- کورت معادله امواج شود. حل شوردینΎر ͳغیرخط معادله مثل وارون ͳپراکندگ تبدیل با

این دوی هر در چه اگر است، رن�Ίتر کم محدودیت این ͳپتویاشویل کادمتسو- معادله در ͳول هستند بعدی Έی

هستند. x مثبت جهت در حرکت به مجبور امواج معادلات

دو موج ماده پالس ͳخوب به مغناطیس فرو رسانه در را امواج م�ͳتواند هم�چنین ͳپتویاشویل کادمتسو- معادله

دهد. مدل اینستین١ بوز- چΎال در بعدی

١Bose-Einstein
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ͳبرنول ͳمعمول دیفرانسیل معادله روشزیر
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ͳبرنول ͳمعمول دیفرانسیل معادله روشزیر ٢-١

مقدمه ٢-٢

روش، این بهتر درک برای سپس م�ͳپردازیم. ͳبرنول ͳمعمول دیفرانسیل معادله زیر روش بیان به ابتدا فصل، این در

م�ͳکنیم. حل را بعدی دو و بعدی Έی وگ کورت ͳخط دو معادلات

ͳبرنول ͳمعمول دیفرانسیل معادله روشزیر شرح ٢-٣

م�ͳکنیم بیان را زیر ͳمعمول دیفرانسیل معادله جواب�های روش، این در ما

G′ + λG = µG۲, (٢-١)

م�ͳباشد. G = G(ξ) و λ ̸= ۰ آن در که

صورت به جواب و هست ͳبرنول معادله ͳنوع (٢-١) معادله ،µ ̸= ۰ اگر

G =
۱

µ
λ
+ deλξ

, (٢-٢)

صورت به (٢-١) معادله جواب ،µ = ۰ اگر

G = de−λξ, (٢-٣)

م�ͳباشد. اختیاری ثابت d آن در که

م�ͳگیریم نظر در را زیر صورت به ͳخط غیر ͳجزئ مشتقات با دیفرانسیل معادله ابتدا : اول مرحله

P (u, ut, ux, uy, utt, uxt, uyt, uxx, uyy, ...) = ۰. (۴-٢)

موج تبدیل (۴-٢) معادله از سیار موج جواب�های آوردن بدست برای

u(x, y, t) = u(ξ), ξ = ξ(x, y, t), (۵-٢)

داریم را زیر تغییرات م�ͳکنیم. ͳمعرف را

ut =
∂u

∂t

=
du

dξ
· ∂ξ
∂t

= u′∂ξ

∂t
,

ux =
∂u

∂x

=
du

dξ
· ∂ξ
∂x

= u′ ∂ξ

∂x
,
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uy =
∂u

∂y

=
du

dξ
· ∂ξ
∂y

= u′ ∂ξ

∂y
,

utt =
∂۲u

∂t۲

=
∂

∂t
(
∂u

∂t
)

=
∂

∂t
(u′∂ξ

∂t
)

=
∂u′

∂t

∂ξ

∂t
+ u′∂

۲ξ

∂t۲

=
∂

∂t
(
du

dξ
)
∂ξ

∂t
+ u′∂

۲ξ

∂t۲

=
d

dξ
(
du

dξ
)
∂ξ

∂t
· ∂ξ
∂t

+ u′∂
۲ξ

∂t۲

= u′′(
∂ξ

∂t
)۲ + u′∂

۲ξ

∂t۲
,

uxt =
∂۲u

∂x∂t

=
∂

∂x
(
∂u

∂t
)

=
∂

∂x
(u′∂ξ

∂t
)

=
∂u′

∂x

∂ξ

∂t
+ u′ ∂

∂x

∂ξ

∂t

=
d

dξ
(
du

dξ
)
∂ξ

∂x
· ∂ξ
∂t

+ u′ ∂
۲ξ

∂x∂t

=
d۲u

dξ۲
∂۲ξ

∂x∂t
+ u′ ∂

۲ξ

∂x∂t

= u′′ ∂
۲ξ

∂x∂t
+ u′ ∂

۲ξ

∂x∂t
,
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uyt =
∂۲u

∂y∂t

=
∂

∂y
(
∂u

∂t
)

=
∂

∂y
(u′∂ξ

∂t
)

=
∂u′

∂y

∂ξ

∂t
+ u′ ∂

∂y

∂ξ

∂t

=
d

dξ
(
du

dξ
)
∂ξ

∂y
· ∂ξ
∂t

+ u′ ∂
۲ξ

∂y∂t

=
d۲u

dξ۲
∂۲ξ

∂y∂t
+ u′ ∂

۲ξ

∂y∂t

= u′′ ∂
۲ξ

∂y∂t
+ u′ ∂

۲ξ

∂y∂t
,

uxx =
∂۲u

∂x۲

=
∂

∂x
(
∂u

∂x
)

=
∂

∂x
(u′ ∂ξ

∂x
)

=
∂u′

∂x

∂ξ

∂x
+ u′ ∂

۲ξ

∂x۲

=
∂

∂x
(
du

dξ
)
∂ξ

∂x
+ u′ ∂

۲ξ

∂x۲

=
d

dξ
(
du

dξ
)
∂ξ

∂x
· ∂ξ
∂x

+ u′ ∂
۲ξ

∂x۲

= u′′(
∂ξ

∂x
)۲ + u′ ∂

۲ξ

∂x۲ ,


