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  تشكر و قدرداني

ايزد منان را كه موهبتي ديگر به بنده عنايت فرمود تا اين مقطع تحصيلي را نيز  سپاس و حمد
كه در هاي خانواده مهربانم هستم انجام اين مهم را مديون حمايت. با موفقيت به پايان رسانم
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هاي تحصيلم در از استاد راهنماي بزرگوارم، جناب آقاي دكتر كيوان ترابي كه در طول سال
دانشگاه كاشان و به خصوص در كليه مراحل اين رساله از هيچ كوششي براي راهنمايي من فرو 

شك بدون حمايت ايشان انجام اين مهم بي. نمايممي اند، صميمانه تشكر و قدردانيگذار نبوده
  .ميسر نبود

نامه اينجانب را كه داوري پايان علي قربانپور آراني  و دكتر عباس لقمان همچنين از آقايان دكتر
  .برعهده داشتند كمال تشكر را دارم

ي دانشگاه كه بعنوان ناظر تحصيلات تكميل محمد جواد پوروقار در پايان از جناب آقاي دكتر
  . كنممي گذاريقبول زحمت فرمودند سپاس

  

  

  

  

  

  

  

  



  

  :چكيده
شده وسايل پركاربردي همچون  وجود جرم متمركز بر روي تير بعنوان مدل ساده

ها و جسم سنگين در سر ها بر روي شافت توربينها، پرهدندهها بر روي شافت جعبهچرخدنده
يك حل بسته تحليلي دقيق براي بررسي  در اين پژوهش .بازوي روباتهاي صنعتي است

هاي متمركز متعدد ارائه شده ارتعاشات عرضي تير تيموشنكو با سطح مقطع يكنواخت و با جرم
ن استفاده ناميك تير، از تابع ضربه و خواص آهاي متمركز بر روي ديبراي اعمال اثر جرم. است

ابع پايه بمنظور كاهش حجم محاسبات شده و بعد از حل معادلات ديفرانسيل حاكم بر تير، از تو
استفاده ) آيندكه با توجه به شرايط مرزي تير بدست مي(گيري دن ضرايب انتگرالبدست آوردر 

ه مودشيپ براي هر شرط مرزي بدست آمده شده است و در نهايت معادله فركانسي و معادل
كه حل ارائه شده، يك  در اين است وجه تمايز اين تحقيق با ساير تحقيقات انجام شده. است

هاي متمركز بر روي حل تحليلي و دقيق است و هيچ محدوديتي در تعداد، اندازه و مكان جرم
براي شرايط مرزي همچنين استفاده از توابع پايه  .نخواهد داشتتير و شرايط مرزي تير وجود 

انطور كه انتظار هم. استاندارد موجب ارائه يك فرمول تحليلي براي معادله فركانسي خواهد شد
-رود وجود جرم متمركز بر روي تير موجب كاهش فركانس طبيعي و دامنه جابجايي تير ميمي

هاي متمركز در هر شرط مرزي بستگي شود، اين ميزان كاهش به اندازه، مكان و تعداد جرم
ر هايي از تير كه جابجايي بيشتري دارند، داراي اثدارد و بطور كلي جرم متمركز در مكان

  .باشدي ميتربارز
  ارتعاشات عرضي، تيرتيموشنكو، حل دقيق، جرم متمركز: كلمات كليدي 
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  مقدمه: فصل اول -1
  

  

  

  

  پيشگفتار-1-1
ترين سازه هاي مهندسي هستند كه با توجه به مشخصات  تيرها  يكي از معمولي

يكي از مهمترين مسائل مهندسي . هندسي مقطع  و طول آن ها تقسيم بندي مي شوند
، چه در حالت استاتيكي و چه در آنها مكانيك و عمران بررسي پاسخ تيرها به نيروهاي وارد بر

ارتعاشات تيرها . نها ارائه شده استآطه با هاي گوناگوني در رابو نظريه باشدميحالت ديناميكي، 
، زيرا تيرها در باشندميباشد همواره مورد توجه به دليل برخورداري از اهميت بالايي كه دارا مي

نها در برابر نيروهاي آشوند و چگونگي رفتار هاي مهندسي به كار گرفته ميبسياري از سازه
و اين درحالي است كه يافتن  باشدي را دارا مياساسنها نقش آاجباري و ديناميكي در طراحي 

پاسخ تيرها به بارهاي ديناميكي نسبت به بارهاي استاتيكي از پيچيدگي بيشتري برخوردار 
  .است

يافتن  يكي از اهداف مهم،شود، زاد تيرها پرداخته ميآزمانيكه به بررسي ارتعاشات 
هاي طبيعي تيرها فركانس سي بهدسترنها است، زيرا آهاي هاي طبيعي و مودشيپفركانس

هاي فركانس دسترسي بهيكي از مهمترين كاربردهاي . دارد را بهمراه كاربردهاي گوناگوني
طبيعي تيرها، بررسي پاسخ فركانسي تير به نيروهاي اجباري ديناميكي و جلوگيري از پديده 

- رت به تير و يا تكيه، زيرا ارتعاش بيش از اندازه تير باعث خساباشدميتشديد در يك سازه 



2 
 

 1هاي طبيعي تيرها، عيب يابيفركانس اطلاع ازديگر  هايكاربرد از جمله .گرددگاههاي تير مي
، مدل شده استيك تير بصورت ن آنها است، بعنوان مثال در يك توربين گازي كه شافت دوار آ

با . كندير مين، پاسخ فركانسي سازه نيز تغيآيك قطه از قطعات ديناميكي خسارت ديدن با 
را با  يعيب چنينتوان ميهاي متفاوت، ونيز توزيع طيفي توان در فركانساستفاده از تجربه 

هاي يك تير نيز كاربرد همچنين اطلاع از مودشيپ. تخمين زدتوجه به تغيير پاسخ فركانسي 
توان ميهاي يك تير با اطلاع از شكل مودشيپ. نها داردآاي در بهينه كردن طراحي گسترده

در برابر نيروي اي تغيير داد كه ميزان ارتعاشات گاههاي تير را به گونهشكل و مكان تكيه
  .كنددر جهت مطلوب تغيير  نآو يا فركانس طبيعي  هديرساجباري به حداقل 

ياري از بس. ترين تيرها در صنايع نام برديتيرهاي ضخيم را مي توان يكي از كابرد
خواص الاستيك به . شوندل محدود از اين خانواده محسوب ميهاي با طوشفتهاي  دوار و سازه

همراه ديناميك در تيرهاي استفاده شده، لزوم بررسي ارتعاشات و يافتن فركانسهاي طبيعي و 
تير تيموشنكو بعلت در نظر گرفتن . نمايدمودشيپها را در جهت طراحي مناسب تاكيد مي

جابجايي عرضي، بعنوان يكي از بهترين مدلهاي كارآمد  چرخش المانها و نيروي برشي بهمراه
در سال ) 1972-1878( اين مدل توسط استفن پرو كفيوش تيموشينكو. در اين زمينه است

اين نظريه نسبت به  .رود ارتعاشات تيرهاي ضخيم به كار مي مطرح شد كه براي  تحليل 1921
نها كوچك نيستند آنها در برابر طول آمقطع هايي كه سطح برنولي براي تير -نظريه تير اويلر

برنولي زماني كاربرد دارد كه طول تير در برابر  -داراي دقت بيشتري است، زيرا نظريه تير اويلر
سطح مقطع تير بسيار بزرگ باشد كه اين موضوع براي بسياري از تيرهايي كه درصنعت كاربرد 

تر بودن اين نظريه نسبت برنولي ساده - اويلر كند و تنها علت استفاده از نظريهدارند صدق نمي
تر شدن حل تر شدن مسئله و سادهساده منجر بهبه نظريه تير تيموشنكو است، كه اين عامل 

  .شودن ميآ
ا ركز بر روي آن يكي از مسائلي است كه تموجود تيرهاي ضخيم همراه با جرم هاي مت

 ها ارائه نشده است وبيعي آنهاي طو فركانس وردن مودشيپهاآامروزه حل دقيقي براي به دست
نها استفاده شده و آبرنولي براي بررسي ارتعاشات  -نظريه اويلر غالبا تحقيقات موجود بر اساس

اگر براي تير تيموشنكو با جرمهاي است و  يا تنها تاثير يك جرم بر روي تير در نظر گرفته شده
از جمله كاربردهاي . است بوده هاي عدديحل متكي به متمركز متعدد راه حلي ارائه شده،

دنده ها اشاره كرد كه بر ها و يا جعبهتوربين توان به شافتميتيرهاي ضخيم با جرم متمركز 
                                                            
1 Condition monitoring 
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اين چنين اجزا را مي توان به  .ها قرار دارندها و پرهن چرخ دندهروي آنها ابزارهايي همچو
رسي ارتعاشات بازوي روباتها نيز مثال بر .مدل كرد صورت جرم متمركز بر روي محور شافت

از اهميت  در صنايع فضايي ديگري  در اين رابطه است زيرا ارتعاش بازوهاي روباتيك دقيق 
و ابزارها را با جرم متمركز  1توان قطعات با جرم بالا همچون سروها زيادي برخوردار است و مي

  .بر روي انها مدل كرد

  تاريخچه -1-2
برنولي  -بررسي ارتعاشات تيرها با جرم متمركز، تا كنون بيشتر از نظريه اويلردر رابطه با 

 هايي از تحقيقاتي كه با استفاده از اين نظريه انجام شده، ارائه شدهاستفاده شده در زير نمونه
  .است

تير يك سر  هايفركانس هاي طبيعي و مودشيپ ]1[ همكارانو  الاور 1974در سال 
براي هاي دقيقي را آنها جواب. جرم قرار دارد را به دست آوردند آزاد آن يكگير كه در سر  در

 ]2[ گول .برنولي به دست آوردند  -هاي مختلف يك جرم متمركز بر روي تير مدل اويلرنسبت
گاه مقاوم در برابر تير با تكيه ركز در مكان دلخواهيك تير با يك جرم متم ارتعاشات بررسيبه 

وي به تاثير . برنولي و استفاده از تبديل لاپلاس پرداخته است  -اويلر چرخش بر اساس مدل
، سختي فنرهاي دو سر تير به سختي تير و مكان جرم متمركز تمركز به جرم تيرنسبت جرم م

ارتعاشات  بررسيبه  ]3[ پارنل. هاي طبيعي تير پرداخته استفركانس بر روي تير در تحليل
وي اين مسئله را . م متمركز در سر ديگر آن پرداخته استيك تير يك سر درگير با يك جر

براي تير با سطح مقطع يكسان، با بار گسترده دلخواه، شرايط مرزي و اوليه دلخواه و بر اساس 
يك سر درگير با  بار ديگر به بررسي ارتعاشات تير ]4[ لاورا .برنولي حل نموه است - نظريه اويلر

تغير كه يك جرم متمركز بر روي آن قرار گرفته پرداخته گاه الاستيك و سطح مقطع متكيه
به  ]5[ ليو .اشميت استفاده نموده است –ل اين مسئله از روش تقريبي رايليوي براي ح. است

دو جرم . د پرداخته استجرم متمركز بر روي آن قرار دار آزاد تير كه دو ارتعاشاتبررسي 
برنولي بررسي شده  - آزاد آن، براي مدل تير اويلرمتمركز يكي در وسط تير و ديگري در انتهاي 

 .تير با شرايط مرزي يك سر درگير با تكيه گاه الاستيك در نظر گرفته شده است. است
هاي طبيعي سيستم تير و يك جرم در ارتعاشات عرضي  فركانسبه بررسي  ]6[ لوهمچنين 

با  ]7[ يامان .استنموده استفاده برنولي و روش تقريبي رايلي  - وي از مدل اويلر. پرداخته است 

                                                            
1 Servo 
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پرداخته  المان محدود به تحليل تير يك سر درگير به همراه يك جرم متمركز روشاستفاده از 
 -اويلر نظريهبا استفاده از مايز . جرم متمركز در اين تحليل در سر آزاد تير قرار دارد. است

و با در نظر گرفتن اينرسي پيچشي برنولي به حل دقيق تير با اجرام متمركز محدود بر روي آن 
آزاد تير مخروطي و  ارتعاشاتبه بررسي  روزا ]9[ 2009در سال  .]8[ جرم ها پرداخته است

گاه الاستيك و داراي يك جرم متمركز به همراه دمپر ويسكوز پرداخته رگير با تكيهيك سر د
 .است

در مقايسه با كارهايي كه از تحقيقاتي كه با استفاده از نظريه تير تيموشنكو انجام شده، 
 .باشنداي از اين كارها به صورت زير مينمونه. برنولي استفاده شده كمتر هستند -نظريه اويلر

اثر اينرسي دوراني و تغيير شكل برشي بر روي فركانسهاي طبيعي  ]10[ گرانت 1978در سال 
ابع ضربه براي اعمال وي از ت. هاي تير با يك جرم متمركز را بررسي كرده استو مودشيپ

ل معادلات از تبديل لاپلاس بمنظور ح و كردن تاثير جرم متمركز استفاده كرده است
ارتعاشات تير تيموشنكو يكسر درگير كه  ]11[ براچ و همكاران .است ديفرانسيل استفاده نموده

ي بمنظور و. نمودندزاد ان قرار دارد را مورد بررسي آاينرسي دوراني متمركز در سر  -يك جرم
اعمال اثر جرم متمركز بر روي ارتعاشات تير، جرم متمركز را در شرايط مرزي دخالت داده 

اينرسي دوراني متمركز، پنج فركانس طبيعي اول  -كه با افزايش جرم اندنها نشان دادهآ. است
زاد آ در بررسي ارتعاشات تير يكسر درگير با يك جرم در سر ]12[ ابراموويچ .يابدتير كاهش مي

ن، فاصله بين مركز جرم تا محل اتصال جرم با سر تير را در نظر گرفت كه اين فاصله ايجاد آ
 وي با در نظر گرفتن اثر نيروي برشي و اينرسي دوراني جرم، نتايج. كندگشتاور در سر تير مي

ابرامويچ در تحقيقي ديگر ارتعاشات  .است نمودهمقايسه ] 11[ مرجعرا با نتايج براچ در  خود
ير را بررسي ن و فنرهاي پيچشي و انتقالي بر روي تآزاد آتير يكسر درگير با يك جرم در سر 

ن را بررسي آزاد تير تيموشنكو با يك جرم و فنر بر روي آارتعاشات  ]14[ روسي .]13[كرد
 شرايط سازگاري پس ازس اج،استخروي در ابتدا معادلات متشكله تير تيموشنكو را . كرده است

 .و فنر را بر روي تير اعمال نمايد استفاده كرده تا اثر نيروي برشي ناشي از جرم ايبگونه

تنها براي يك جرم بر روي تير انجام  ه مشخص است، تحقيقات انجام شدههمانطور ك
تير همچنين براي ارتعاشات . شرط مرزي محدودي انجام شده است تعداد براي حتي شده و

نيز استفاده شده ولي حل ] DQM ]15تيموشنكو با جرمهاي متعدد روشهاي عددي همچون 
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زاد تير تيموشنكو با هر شرط مرزي و يا هر تعداد جرم متمركز و آدقيقي هنوز براي ارتعاشات 
 .تير ارائه نشده است موقعيتدر هر 

  تحقيق حاضر -1-3
ن و با آبا اجرام متمركز بر روي  زاد يك تيرآدر اين تحقيق به بررسي ارتعاشات عرضي 
 جرمهاي متمركز متعددي بر روي اين تير. استفاده از نظريه تيموشنكو پرداخته شده است

بمنظور . است قابل تغيير دلخواه به نها بر روي تيرآجرم، تعداد و مكان  مقدار وجود دارد كه
همچنين . هاي طبيعي از يك حل دقيق استفاده شده استها و فركانسودشيپوردن مآبدست 

زاد آهاي منحصر به فرد اين پژوهش، ارائه حل تحليلي در بررسي ارتعاشات عرضي از ويژگي
بمنظور اعمال اثر جرم متمركز بر ديناميك تير، از تابع  .تيرها، در شرايط مرزي گوناگون است

ن حل آپس با استفاده از يك حل تحليلي بسته، معادلات حركت س. ضربه استفاده شده است
تر همچنين بمنظور ساده. شودن استخراج ميآشده و معادله فركانسي و معادله مودشيپ از 

-هاي دلخواه منتقل ميهاي معادله جابجايي به پايهگيري، پايهانتگرال هايثابتوردن آبدست 

كت، همواره از شرايط مرزي در ابتداي تير به راحتي دو عدد از چهار پايه معادله حر. شود
در  2دترمينان يك ماتريس  منجر به حلدن معادله فركانسي بدست آورو براي  آيندبدست مي

هاي فركانس آوردنبا بدست . يابدحجم محاسبات به حداقل، كاهش مي شود و لذامي 2
- هاي طبيعي، مشخص ميفركانس جاستخرابا  .يندآنها بدست ميآهاي نظير طبيعي، مودشيپ

هاي طبيعي فركانس موجب كاهش رود،شود كه وجود جرم بر روي تير، همانطور كه انتظار مي
  .گردددر ارتعاشات عرضي تير مدل تيموشنكو مي
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  و استفاده از توابع پايه نظريه تير تيموشنكو	:فصل دوم -2
  

  

  

  

  مقدمه -1- 2
ميلادي توسط  1921تير تيموشنكو يا نظريه خمش تيرهاي ضخيم در سال  نظريه

دو اثر زير در نظريه تير تيموشنكو باعث تفاوت  گرفتندر نظر . مطرح شد 1استفن تيموشنكو
ن در بررسي تيرهاي ضخيم آبرنولي در ارتعاشات تيرها و دقت بالاي  -اين نظريه با نظريه اويلر

  .شده است

 .در تغيير شكل هندسي تير يير شكل برشيدر نظر گرفتن تغ •
 .هاي تير در بررسي ديناميكي آنالمان اثر اينرسي دوراني •

برنولي با نظريه تيموشنكو ابتدا چند نكته در  - بين نظريه اويلر تفاوتبراي بيان بهتر 
  .شودبرنولي بيان مي -د تير اويلرمور

                                                            
، مهندس روسي الاصل كه به امريكا مهاجرت كرد، يكي از مشهورترين نويسندگان در زمينه )1878-1972(استفن تيموشنكو   1

در امريكا، او را . او رئيس دپارتمان مكانيك در دانشگاههاي ميشيگان و استانفورد بود. الاستيسيته، مقاومت مصالح و ارتعاشات است
  .دانندپدر مكانيك مهندسي مي
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ممان خمشي و نيروي برشي در نظريه تيموشنكو و معادلات  -3- 2
  متشكله

اساس معادلات مدل تير تيموشنكو در ارتعاشات عرضي، برپايه اثربخشي نيروهاي برشي 
بر اساس در تير تيموشنكو ممان خمشي و نيروي برشي . باشددر تغيير شكل الاستيك تير مي

  .شوندتعريف مي 5- 2رابطه 

)2-5(  ( )

( ) ( )

,

, ,s

M x t EI
x

Q x t K GA x t

ψ

γ

∂
=

∂
= 

ضريب برش  sKكرنش برشي و  γمساحت سطح مقطع تير،  Aمدول برشي،  Gكه 
  .باشندتيموشنكو مي

محققين اي انجام شده و ضريب برش تيموشنكو تحقيقات گسترده وردنآبراي بدست 
ضريب برش تيموشنكو در واقع . انددادهن ارائه آوردن آروابط متفاوتي را براي بدست متعددي 

  .را برآورده نمايد 6-2بايد رابطه 

)2-6(  s
A

dA K GAτ γ=∫ 

 sK وردنآبراي بدست اما در مجموع محققين . رف تنش برشي استمع اينجادر  τكه 
  .كنند، دو نظر را دنبال مي

 .ضريب تنش برشي تنها تابع شكل تير است و به جنس تير وابسته نيست •
هاي ابتدايي براي ضريب تنش برشي، نسبت متوسط تنش برشي در نظريه −

در تار خنثي تير در همان مقطع را در نظر سطح مقطع تير به تنش برشي 
براي بعنوان مثال . كه البته اين روش، روش دقيقي نيست ]17[اندگرفته

 .يدآبدست مي 75/0سطح مقطع مستطيل عدد 
ند اهبرخي از روشهاي ديگر، عددهاي دقيقتري را براي اين ضريب ارائه كرد −

نوان مثال براي سطح بع. ]18[كه تنها به شكل سطح مقطع تير وابسته است
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5مقطع مستطيل و دايره به ترتيب اعداد 
6

9و  
10

ارائه شده كه اين اعداد از  

 .دقت خوبي برخوردارند
بعنوان . دانندمي) ν(ضريب برشي را تابعي از ضريب پواسون  محققينبرخي ديگر از  •

را براي سطح مقطع  8- 2را براي سطح مستطيل و رابطه  7-2مثال تيموشنكو رابطه 
 .]19[دايره ارائه كرده است 

)2-7(  ( )10 1
12 11sK

ν
ν

+
=

+
 

)2-8(  ( )6 1
7 6sK

ν
ν

+
=

+

شود نيز بيان شد، در تير تيموشنكو كرنش برشي نيز در نظر گرفته مي قبلاهمانطور كه 
  .گذارد كه علاوه بر نيروي برشي، بر روي ممان خمشي نيز اثر مي

)2-9(  y y
x x

ψ γ γ ψ∂ ∂
= + ⇒ = −

∂ ∂ 
تير برابر است با دوران تير در اثر خمش به علاوه تغيير  خنثيتار  كليشيب  بعبارتي

  .دهداين اثر را نشان مي 2-2  شكل در. شيب تير در اثر كرنش برشي

 

 اثر كرنش برشي در تغيير شيب تير 2- 2  شكل


