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  شگفتاريپ
  

BAAB يعني شوند  ي جابه جا مگريكدي كه با G گروه كي ازB وAرگروه يدو ز  در ي  نقش مهم=
ن ي آن ها ايز جمله  توان مطرح نمود كه اي را ميادين راستا مسائل زي در ا. كنند ي مفاي ا گروههايه ينظر

ABGت به گروه ين خاصيا اي باشند آيتي خاصي داراB وAاست كه اگر   شود و در حالت ي منتقل م=
ABG گروه  باشنديتي خاصي داراB و Aنكه اگري تر ايكل  يتهاي مرتبط با خاصيتي چه خاصي دارا=
A و B ج بدست آمده اشاره نمود به عنوان مثال اگري نتاي توان به برخين رابطه ميدر ا.  خواهد بودA 
ABGو  باشند ي آبلBو ه يقض(. خواهد بود2 مشتق حداكثر ير با طول سري حل پذي گروهG آنگاه =
   .)د ي را ملاحظه كن1. 2. 3 ي
  
  BوAن است كه اگر ي ا،ان شده ي ب[8] در2 و كگل[14]در  1لانتي كه توسط ويگري ديجه ي نت 

ABG و پوچ توان باشند آنگاه گروه يمتناه  از ي توان  به حالت خاصين ميهمچن. ر خواهد بودي حل پذ=
 نرمال و يرگروههايزBو  Aكه اگر  باشد اشاره كرد يمعروف م  3نگيتي فيه ي قضه كه به نام ين قضيا

ن يدر مقابل ا) . د ي را ملاحظه كن3. 4. 1 يه يقض(.ز پوچ توان خواهد بود ي نABپوچ توان باشند آنگاه 
 ندارد كه ي باشند لزوميتي خاصي داراBوAز اشاره داشت كه اگري توان به موارد استثنا و نقض نيا ميقضا
ABاگرت باشد به طور مثال ي واجد آن خاصAوBر باشند در ي نرمال و ابرحل پذييرگروههاي  ز 

  .ي در حالت متناهي حت،ست ير ني لزوما ابرحل پذAB كه نشان داده شده است[6]
  
ABG كه اگر  باشديم گروهها يه ين مسئله در نظري ايدر راستا يهمگج فوق ينتا  يك سريو  باشد =

   توان گفت؟ي چه مGم آنگاه در مورد ي داشته باش BوA يات مشخص برايفرض
  

 - F تماماً و يري جابه جاپذ- Fت يرامون خاصيدست آمده است پن رابطه بي كه در ايجينتااز جمله 
 يرگروههاي از زيخانواده ا G است كه به هر گروه 4 تابعگونك ي F باشد  كه در آن ي ميريجابه جاپذ

GG يختي هر همري كه به ازاي طور دهد بهيآن را نسبت م →:αم ي داشته باش))(())(( GFGF αα = 

                                                 
1 Wielandt  
2 Kegel  
3 Fitting  
4 Functor  
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 B وAچنان چهكه م ين هستي فرض كرده بدنبال اB وA يرگروههاي زيت را روين خاصين رساله ايدر ا
ABGا گروهي باشند آيگريت دي خاصيت داراين خاصيعلاوه برا   .ت خواهد بودي آن خاصيز داراي ن=

ز ي ون[2]  در 2 و اسد و شالن[4] در 1ج بدست آمده توسط كاروكاي نتاي برخين رساله به ارائه يدر ا
      .   م ي پردازيم] 3[  در 3دلمن يكن و بينيها

                                                 
1 Carocca     
2 Assad and Shaalan  
3 Heineken and Beibleman 
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  مقدمه
  

 يهدف از اين رساله معرفي زيرگروه هاي دوبه دوجا به جا پذير و  تماماً جابه جاپذير در گروهها و بررس
در اين راستا ضمن ارائه برخي پيش نيازها به بررسي اين نوع از  باشد ي و مهم آنها مي خواص اساسيبرخ

  . زيرگروهها در گروههاي ابرحل پذير خواهيم پرداخت 
 يم كه در فصلهاي پرداخته اييايف و قضايدر فصل اول به تعار. ار فصل است همشتمل بر چن رساله يا

 و يني فراتيرگروههاي پوچ توان ، زر ،ي حل پذين گروههايهمچن. د گرفت ن مورد استفاده قرار خواهيبعد
در .  م ي اان كردهين فصل بي را به طور مختصر در ا آنهايج اساسي و نتاي چند دورينگ  و گروههايتيف

عنوان ر را ي ابر حل پذيهاي سري مرتب سازير پرداخته و روشهاي ابرحل پذي گروههايفصل دوم به معرف
 يهايژگيدر فصل سوم  و. پرداخته شده است لو ي به نام برج سي مفهومين به معرفيهمچن. م ينموده ا
   . مي قرار داده اير را مورد بررسيه پذي تجزيگروهها

ر و ي جابه جا پذ-F دوبه دويرگروههاي زي باشد به معرفين رساله مي ايسمت اصلفصل چهارم كه ق
 مهم اشاره خواهيم كرد هي سه قض بهن فصليدرا.  پردازد ير  مي جابه جا پذ-Fدوبه دو  تماماً يرگروههايز

HKGكلاس باشد و-كي  چنانچه نشان مي دهيم به عنوان مثال   از دويحاصلضرب - 
HKنيهمچن و باشد Kو Hرگروهيز dd  Hاگر .باشند Kو Hيرگروههاي مشتق زيب طول سريبه ترت ,

KHI و ري  جابه جا پذ-nSدوبه دو Kو  ازيرنرماليرگروه زي ز Hبا nIdefH  گاه باشد آنG 
KKH مشتق حداكثريگروه با طول سر -كي ddnd 2 م كرد كه ين ثابت خواهي همچن.خواهد بود

HKGچنانچه   رگروهي از دو زيحاصلضربH وKو باشد  Hو K ًتماماS-ر وابرحل ي جابه جا پذ
  . ر استيز ابرحل پذين Gگاه ر باشندآنيپذ
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  7  نيازها   پيش: فصل اول 

 

  ي مقدماتجي و نتافي تعار1. 1
    

 ي كه در فصول بعد مورد استفاده قرار خواهد گرفت مي از تعاريف و نتايج مقدماتيدر اين قسمت به برخ
  . پردازيم 

  
  1. 1. 1ف يتعر

ب به ي را به ترتG در2Hمركزساز و  1نرمالساز  باشدG ازيرگروهي زHك گروه وي Gديفرض كن 
  :م ي كنيف مير تعريصورت ز

 HxHxGxHNG  1|)(              و                 HhhxhxGxHCG   .|)( 1  
  
    2. 1. 1 هيقض

  :ن صورت يدر ا.  از آن باشد يرگروهي زHك گروه وي Gديفرض كن

)( ازيرگروهيز
)(

)(
HAut

HC

HN

G

G   

   .  [12] رجوع شود به  :برهان 
  
    3. 1. 1ه يقض

)(2نيهمچن.  باشد ي مي و متناهي آبلي ،گروهيك گروه دوري يهايختيگروه خودر ZAut 
)(1و  pCAut pكه،  pاول است ي عدد .  

  . [12] رجوع شود به :برهان 
  

     4. 1. 1 فيتعر
ر ي را به صورت ز3Hدرونن صورت يدر ا.  از آن باشد ير گروهي زHك گروه وي Gديفرض كن 

  : م ي دهيش مي نماGHم و با نمادي كنيف ميتعر


Gg

g
G HH



  

                                                 
1 Normalizer  
2 Centralizer  
3 Core  
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  .  باشد ي مHمشمول در است كه  Gر گروه نرمال ين زي بزرگترGH ملاحظه نمود كه ي توان به سادگيم

  
     5. 1. 1 فيتعر

ر ي را به صورت ز1H نرمالبستارن صورت يدر ا.  از آن باشد ير گروهي زHك گروه وي Gديفرض كن
  :م ي دهيش مي نماGHم و با نمادي كنيف ميتعر

 GgHhhH gG ,|  
  .  باشد ي مH شامل  است كهGر گروه نرمال ين زير كوچكتGHم كه يتوجه دار

  
    6. 1. 1 فيتعر

10...1ك گروه وي Gديفرض كن  nHHHGيرگروههاي از زيسر كيGن ي باشد ا
 نرمال نامند هر گاه ي را سريسر. نرمال باشد1iH درiHد هر گاه هر شويده مي نام2ر نرمالي زيسر، يسر
  . نرمال باشدG درiHهر
  
  )قضيه شراير(  7. 1. 1هيقض

  . باشندي ممعادل هستند كه با هم ييافهي تظري داراGر نرمال از گروهي زيهر دو سر
  .[12]  رجوع شود به :برهان 

  
     8. 1. 1ف يتعر
  ري ز به صورت  ي نرمال ري ز ي سر  هرگاه،م ي نامي م3Gنرمال رير گروه زي را زG از گروهHرگروهيز

  :مي باش داشته

GHHHH n  ...10  
 HdefG)(م وباي نامي مG درH نقصان راين سرين طول ايكمتر .G sn Hميسي نوي محالتن يدر ا
  .مي دهيش مينما
  

                                                 
1 Normal closure  
2 Subnormal series  
3 Subnormal subgroup  
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     9. 1. 1ف يتعر

           1Gي نما راGي تمام اعضاين مضرب مشترك مرتبه ي  كوچكتر،ك گروه باشدي Gديفرض كن
  . دهنديش مي نماexp(G( نامند و با نماديم

  
     10. 1. 1ف يتعر

ر ي باشد كه مرتبه هر عضو غيك گروه آبلي Gم هر گاه  يي گوي مقدماتيگروه آبل-pكي را Gگروه
pGگريبه عبارت د. باشد p آنيهمان )exp(.  

  
    11. 1. 1ف يتعر

 2Gيرگروه مشخصه ي زكي  راHن صورتيدر ا. از آن باشدير گروهي زHك گروه وي Gديفرض كن
HHمي داشته باش،GAut)( هريم اگر براي ناميم .ر گروه مشخصهيزHاز G  را با

GHنماد
c

هر گروهي به عنوان مثال به ازا. مي دهيش مي نما G ،)(GZيرگروه مشخصه ي زGاست .  
   

    12. 1. 1ه يقض
  : ن صورتيدر ا. ك گروه باشد ي Gديفرض كن

KHGK اگر)الف(
cc

 GH آنگاه,
c

                                )اگر)  بKHGK
c

 GH آنگاه,   
  .[11]  رجوع شود به :برهان 

  
     13. 1. 1ف يتعر

mpG وي متناهي گروهGديفرض كن k كه p1 اول وي عدد),( mp. ر ين صورت هر زيدر ا
 يرگروههاي ز-p تماميمجموعه .  نامندG  3يلويرگروه سيز-pكي را kpي از مرتبه Gگروه

  . مي دهيش مي نماGSylp)( را با نمادGيلويس
  
  

                                                 
1 Exponent  
2 Characteristic subgroup  
3 Sylow p- subgroup  
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   14. 1. 1)لوي سيايقضا(ه يقض

mpkي از مرتبه يك گروه متناهي Gديفرض كن 1 باشد و),( mp ن صورت يدر ا :  
kr هريبه ازا) الف( 0،Gي از مرتبه ير گروهي زي داراrpاست  .  
  . با هم مزدوج هستند Gيلوير گروه سي ز-pهر دو) ب(
GGnp باشد آنگاه Gيلوي سيرگروههاي ز-p تعدادGnp)(اگر) ج( )(mod1)( و)(| pGnp .  

   .[12] رجوع شود به :برهان 
  
     15. 1. 1 هيقض
)(1 باشد آنگاهير هماني و غيگروه متناه-pكي Gاگر GZ .   

    .[12] رجوع شود به :برهان 
  
    16. 1. 1 هيقض

GH ،ك گروه ي Gديفرض كن و )(Hnpباشد وي متناه )(HSlyP pمين صورت داري در ا :   
)(PHNG G.  

Ggدي فرض كن:برهان  ني بنابراHHP gg  .چون)(Hnpاست لذاي متناه xدري H وجود 
PP كهيطور بهدارد  gx  جه يدر نت )(PNgxپس )()( PHNHPNg GG  

PHNG)(الذ G.   
  

    17. 1. 1ف يتعر
GHNديفرض كن و Kازيرگروهي ز Gم يي باشد گوK 1مكملك ي

N

Hدر Gاست ،  
HKGاگر و NKH  .مييدر حالت خاص گوK ك مكمل ازيHدر G است 

HKGهرگاه 1 وKH .  

GKاگر ن صورتي در اKيك مكمل نرمال براي  را
N

Hدر G م ي ناميم .  
  

                                                 
1 complement 



  11  نيازها   پيش: فصل اول 

  
    18. 1. 1ف يتعر

    دهينام  1ل  مكم -pكي Gيلويرگروه سي ز-p مكمل از كي.  باشد ي متناهي گروهGديفرض كن
HG مكمل است اگر وتنها اگر-G،p ازHرگروه ي توان گفت زين ميبنابرا .شود  يم  از عدد ي توان:

  .  را عاد نكند Hي مرتبه p باشد وpاول
  

    19. 1. 1ف يتعر
 از اعداد اول باشد وي مجموعه اديفرض كن مكمل  در .  اعداد  اول باشدي همه ي در مجموعه

  متعلق بهn اوليه هايم هر گاه تمام مقسوم علي نامي م2 عدد-كي را nحين صورت عدد صحيا
  .باشد 

  
   20. 1. 1 فيتعر

  . عدد باشد -كي هر عضو آن يم هر گاه مرتبه يگروه نام-كي را Gگروه
  

    21. 1. 1 ف يتعر
ر گروه ي ز- 3هالك ي را Gي از گروه متناهHرگروهيز. از اعداد اول باشد ي مجموعه اديفرض كن

HGرگروه وي ز-ك  ي Hچنانچه م ي ناميم كي : -عدد باشد .  
  

    22. 1. 1ف يتعر
موعه رمجي ز اگر مي ناميرگروه هال ميك زي را G از گروهHرگروهيك گروه باشد زي Gديفرض كن

م يتوجه دار. رگروه باشد ي ز-ك هال ي H كه ي وجود داشته باشد به طور از اعداد اول مانند يا
),:(1كه HGH.    
  
  
  

                                                 
1 P- complement 
2 - Number  
3 Hall  
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   23. 1. 1ه يقض
GHAAHG و G ازيرگروه نرمال آبليك زي A ويك گروه متناهي Gاگر  ,1),:( 
  .  استGك مكمل دري ي داراAآنگاه.  باشدH درB مانندي مكمليداراAو

    .[12] رجوع شود به :برهان 
  
     24. 1. 1ه يقض

  . ك مكمل استي ي داراHن صورت ي باشد در اG يرگروه هال و نرمال از گروه متناهي زHد يفرض كن
 ي ميهين صورت حكم بدي در ا1Gاگر. مي كني ثابت مGي مرتبه يه را با استقرا رويقض :برهان 

  .  برقرار باشدGي كمتر ازمرتبه ي گروهها با مرتبه ي برا،د حكميباشد  حال فرض كن
1)(دي فرض كن HSylQ م ي دار 16. 1. 1 يه يقض بنا به :HQNG )( . حال دو حالت درنظر

  . م يري گيم
GQN) الف( )(ن صورتي در ا

HQN

QN

H

G

)(

)(
پسHQN )( رگروه هال ونرمال يك زي

HQNلذا بنا به فرض استقرا. باشدي مQN)(از )(مانندي مكملي دارا Kدر )(QNباشد و ي م 

چون
H

G
K  1 وKH  . ن صورتيدر اKازي مكمل Hدر Gاست . 

GQN) ب( )(ن صورتي در اGQ م كه ي دار 15. 1. 1  و 12. 1. 1 ياي قضاحال بنا به. است :
)(QZA  ازبديهير ي غير گروه نرمال آبليك زي Gاست كه در Hلذا بنا به فرض استقرا. قرار دارد

A

H 

د مانني مكمليدارا
A

Kدر 
A

Gحال. باشدي م)()(
A

H

A

G

H

G
نيبنابراAازيرگروه هال ونرمالي ز K 

 L مانندي مكملي داراA  23. 1.  1يه يقض  باشد بنا بهي مA دري مكمل هماني داراAچون. باشديم

چون. باشدي مKدر
H

G

A

K
L 1 وLH ني بنابراLازي مكمل Hدر Gباشدي م .  
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  1ري حل پذي گروهها 2. 1

  . پردازيم ي آنها مي خواص اساسي حل پذير و برخي گروههايدر اين قسمت به معرف
  

    1. 2. 1ف يتعر
  :ر باشد ير نرمال به صورت زي زيك سري ير نامند هر گاه داراي را حل پذGگروه

  
1...10  nHHHG  

2,1,0...,1 هر ي به ازا كهيبه طور  ni، 
1i

i

H

Hحل يك سري ير نرمالي زين سريچن.رنديض پذي تعو 
ر يرگروه و هر تصويآنگاه هر ز،ر باشدي حل پذي گروهGاگرم ي توجه دار. شوديده مي نامGير برايپذ

 و H كه يبه طور.  باشدG نرمال از گروهير گروهي زH بعلاوه اگر. باشدير مي پذحلز ينخت آن يهمر

H

Gآنگاه. ر باشندي هر دو حل پذG ديرا ملاحظه كن] 12[مرجع ( . ر استي حل پذزين (   
  

     2. 2. 1ف يتعر
Gba دلخواه باشد وي گروهGديفرض كن ,جابه جاگر a و b11 عبارت است از عنصر  baba كه 

با ba,مي دهيش مي نما.  
ديقرار ده  GbabaA  ر يم و زي دهيش مي نماG را باAيله يدشده به وسيرگروه تولي   ز،,:,

  .م ي نامي م2Gگروه مشتق
  
   3. 2. 1ه يقض

  :م ين صورت داريدر ا باشند G گروه دلخواه دريعناصر c و a،bد يفرض كن
) الف(   baabba 1,  

) ب(    abba ,, 1   
) ج(  baaab ,  

) د(     cbacabca ,.,,   
                                                 
1 Solvable  
2 Derived subgroup  
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) ه(      cbcacab b ,,,   
) ي(       1,,,,,, 111  acb

bacacbcba  

   .[12] رجوع شود به : برهان
  
    4. 2. 1ه يقض

  ن صورت يدر ا باشند، Gگروه ازييرگروههاي زK و Hديفرض كن
) الف(  GG KHKH ,.  
GHاگر) ب( آنگاه   HKH ,اگر ،GK آنگاه   KKH ,.  
GHGKاگر) ج(  ، آنگاه,  GKH ,.  

HaKbاگر :برهان   آنگاه ، ,  Gb Haaba  1, . نيبنابرا  GHKH ,. طور مشابه به  
  GKKH ,، حال فرض . شوديجه مينت) الف( از ي به سادگ)ب. ( شوديثابت م) الف( پس

HaKbGgديكن  : م ين صورت داري در ا,,   ggg baba ,, كنديرا ثابت م) ج(ن ي وا .  
  

    5. 2. 1ف يتعر
GGديقرار ده.  باشد Gر گروه مشتق گروهي زGديفرض كن )1(د كهيف كني تعريي و به روش استقرا  


 )()1( kk GGرگروه مشتقيز)(kGح مثبتي هر عدد صحي به ازا. باشدk،)(kGر گروه مشتقي زk 

  . شود يده مي نامGام
  
   6. 2. 1ه يقض
 است وG نرمال ازير گروهي ز،G از گروهGر گروه مشتقيز

G

G


  . استي آبل
    .[12] رجوع شود به :برهان 

  
    7. 2. 1ه يقض

HGن صورتيدر ا. باشدG ازيرگروهي زH وGر گروه مشتقي زGديفرض كن  اگر و تنها 
 وGر گروه نرمالي زHاگر

H

Gد باشي آبل.  
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HGدي فرض كن:برهان  ،Hh و Gaن صورتي در اHGhaha   نيبنابرا. 11/

،Hhhahaaha   )( م كهي دهيحال نشان م.  استGر گروه نرمالي زHن روياز ا . 111
H

Gي آبل 

ديفرض كن.است 
H

G
bHaH ,ن صورتي در ا  

HbabaHHbaHbHabHaHbHaH 111111 )())()((    
  

HGhaha چون  HbHaHbHaHجهي در نت11/  11 bHaHaHbHني بنابرا))()(()(  

لذا
H

Gدي فرض كن،بالعكس. است ي آبلHدر Gنرمال و 
H

Gباشدوي آبل Gba ,ن ي در ا
))(())((صورت aHbHbHaH كند كهيجاب مين اي ا Habba  HGن روياز ا. 11  .   

  
   8. 2. 1ه يقض

 ي اmح مثبتير است اگر وتنها اگر عدد صحي حل پذGن صورتيدر ا.ك گروه باشد ي Gديفرض كن
)(1:  كه يموجود باشد به طور mG.  

  .[11] رجوع شود به :برهان 
  
  1 پوچ توانيگروهها 3. 1
 حل پذير در اين قسمت به تعريف اين ي پوچ توان و ارتباط آنها با گروههايتوجه به اهميت گروههابا 

  .  كنيم ي آنها اشاره ميگروهها و نتايج اساس
  

   1. 3. 1ف يتعر
nnيسر   GGGGG  1210 ده ي نام2ي مركزيك سري G نرمال گروهيرگروههاي از ز...
2,1,0,...,1 هري شود هر گاه به ازايم  ni،م ي داشته باش:  

)(1
i

ii G
GZGG   

  

                                                 
1 Nilpotent  
2 Central series  
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   2. 3. 1ف يتعر

  ر باشدي به صورت زي مركزيك سري ي داراGم هر گاهي را پوچ توان نامGگروه

nn GGGGG  1210 ...  
  

10:  كه يبه طور Gو GGn . از ختير همريرگروه وهر تصويهر ز شود كه ي ملاحظه مي به سادگ 
   يلي لزوما دل،پوچ توان باشندNو  NGاگرم ي دانين مي و همچن. ز پوچ توان استي نك گروه پوچ تواني

33ديبه عنوان مثال فرض كن . باشدپوچ توان  Gندارد كه , SGAN ،333 واضح است كه , ASA 
  .ستي پوچ توان ن3Sيپوچ توان هستند ول

  
    3. 3. 1ف يتعر

  : مي كنيف مير تعري زيي را به صورت استقراGi)(يرگروههايك گروه باشد زي Gديفرض كن
    GGGGGGGG ii   )(,,)(,...,),()( 121 ،)1( i .يدكه سري توان دي ميبه آسان  

...)()()( 321  GGGG   
  . شوديده مي نام1Gي نزولي مركزي سر،ين سريا.  استي مركزيك سري

  
    4. 3. 1 هيقض

1)(1:  كه ي موجود باشد به طوري اnيح نامنفي است اگر وتنها اگر عدد صح پوچ توانGگروه  Gn.  
  .[11] رجوع شود به :برهان

  
    5. 3. 1ه يقض

  :ر معادلند يط زين صورت شرايدر ا. باشد ي متناهي گروهGديفرض كن
  . پوچ توان استG) الف(
  . استGر نرمالير گروه  زيك زي Gر گروهيهر ز) ب(
  . استGر گروه نرماليك زي Gنيشيبر گروه يهر ز) ج(
  . استGروه نرمالر گيك زي Gيلوير گروه سيهر ز) د(

                                                 
1 Lower central series  
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HNH)( باشد آنگاهGير گروه سره ي زHاگر) ه( G.  
  .خت استيكريش يلوي سيرگروههايم از زي با حاصل ضرب مستقG) ي(

  . [11] رجوع شود به :برهان 
  
   6. 3. 1ه يقض
GHك گروه پوچ توان باشد وي Gاگر 11 آنگاه)( GZH .  

   .[12] رجوع شود به :برهان
  
   يو چنددورنگ يتي ف، يني فراتيرگروههاي ز 4. 1

  .   داردفيتينگ وچنددوريزيرگروههاي فراتيني ،  ي و بيان نتايج مهم و اساسياين قسمت اختصاص به معرف
  

   1. 4. 1ف يتعر
م و با ي نام1Gينيفراترگروه ي را زGنيشيب يرگروههاياشتراك تمام ز.ك گروه باشد ي Gديفرض كن

GGمي كنيف مي نباشد آنگاه تعرينيشيبر گروه يچ زي شامل هGاگر .مي دهي نشان مG)(نماد )(.  
  

    2. 4. 1ف يتعر
 نرمال يرگروههاي تمام زيله يد شده به وسيرگروه تولين صورت زيدر ا.ك گروه باشدي Gديفرض كن

چ ي شامل هGاگر  .م ي دهي نشان مGF)(ا ي GFit)(م  و با يي گو2نگيتيفرگروه يپوچ توان آن را ز
)(1 نباشد آنگاه واضح است كهبديهير يرگروه نرمال پوچ توان غيز GF.  
  
   3. 4. 1ه يقض
 يرگروه نرمال و پوچ توانيز زي نHK باشند آنگاهG از گروهيمال و پوچ توان نريرگروههاي زK وHاگر
  . خواهد بودGاز
  
  

                                                 
1 Frattini subgroup  
2 Fitting subgroup  
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فرض .  نرمال استGز دري نHKتند واضح است كه هسG نرمال دريرگروههاي زK وHچون:برهان 

د   يكن HKHKHKHKi ,...,,)( ،ي با استقر روi ن كه  يوبا توجه به اH وK نرمال هستند و با 
  :م ي  دار3. 2. 1 يه يقضاستفاده از

Kاي  HAAAAHK jii  :,...,,)( 21  
  

)(1,)(1ديحال فرض كن  HK nm  1)(م كه هر مولدي دهينشان م. باشند HKnm  ك است ي برابر با
ديفرض كن 121 ,...,, nmAAA1)( ازي مولد HKnm  اقلن صورت حديدر ا. باشدnتا از iA ها برابر   

ن ي باشد در اH ها برابر باiA تا ازnد حداقليفرض كن. خواهند بود K ها برابر باiA تا ازmا حداقلي Hبا
 توان از مولد حذف ي را مKي عاملها، نرمال هستندK وHن كهي وا4. 2. 1 يه يقضصورت با استفاده از

: م ين داريبنابرا. كرد  1)(,...,, 121  HAAA nnm 1)(1 پس  HKnmلذا HKپوچ توان است .  
  
     4. 4. 1 هيقض

ن ي باشد در اG ازنيكمرگروه نرمال يك زي H ويك گروه متناهي Gديفرض كن
)()(صورت HCGFit G.  
  . ميري گيه دو حالت در نظر مي اثبات قضيبرا :برهان 

)(1) الف( GFitH   
ني هستند بنابراG ازي نرماليرگروههاي هر دو زGFit)( وHچون  )()(, GFitGFitH  و 

  HGFitH )(, لذا   1)()(,  GFitHGFitH ني بنابرا  1)(, GFitH 
)()(پس HCGFit G.  

)(1) ب( GFitH   
GFitH)(هستند لذا G ازي نرماليرگروههاي هر دو زGFit)( وHچون ازيرگروه نرمالي ز G است 

GFitHH)( بود لذانيكمرگروه نرمال ي زHحال چون دهد كهين نشان مي وا )(GFitH  حال 
))((1: م ي دار6. 3. 1 يه يقضبنابر GFitZH نيبنابرا))(( GFitZH لذا )()( HCGFit G.  
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   5. 4. 1ه يقض

ن ي پوچ توان ومشخصه از آن باشد دران يشي برگروهيك زي Hر باشد ويك گروه حل پذي Gديفرض كن
HHCGصورت )(.  
 nيه را با استقرا روين صورت قضي در ا0 باشدn برابر باG  مشتق گروهيد طول سريفرض كن:برهان 
  .مي كنيثابت م
 يه برايد قضيحال فرض كن. است و حكم به وضوح برقرار استي آبلGن صورتي باشد در ا1nاگر

 . برقرار باشدn مشتق كمتر ازيتمام گروهها باطول سر

)1(1مي دهيقرار م  nGA،Aازيرگروه مشخصه اي و زي آبل Gباشدي م . )(ACGرگروه يز زي ن
AACG ازيگروه مشخصه و پوچ توانري زAKاگر.  استG ازيمشخصه ا    ، باشد )(

GACKآنگاه
c

G

c

  است و G ازيا رگروه مشخصهي زK 12. 1. 1يه ي قض لذا بنا به)(
HKنيبنابرا.  پوچ توان استKZA،K)(چون  .از  يسرك يدهد كه اجتماع  ين نشان ميا

AACGي پوچ توان و مشخصه يرگروههايز AACGرگروه پوچ توان ومشخصه ازيك زي دوباره )( )( 
AACG: م كه ي  دار 3. 4. 1يه يقض و1لذا از لم زورن.  باشديم رگروه پوچ توان يك زي يا دار)(

HLنيعلاوه برا.  باشدي مAL مانندنيشيب يومشخصه   .حال چونLA است 
)()(لذا ACLC GG  .چونياز طرف AACG از فرض ، باشد ي مnر با طول مشتق كمتر ازي حل پذ)(

ALALC :م كهياستقرا دار AACG
)()( .نيبنابراLLCG )( .م يان داريلذا در پا :

HLLCHC GG  )()(.  
  
   6. 4. 1جه ينت

))(()( باشد آنگاهري و حل پذيك گروه متناهي Gاگر GFitGFitCG  

 از ، باشدي مG ازنيشيبرگروه پوچ توان ي زGFit)( شود كهيجه مي نتنگيتي فگروه ريف زياز تعر:برهان
  .  حكم برقرار است5. 4. 1يه يقض باشد لذا بنا به يز ميرگروه مشخصه ني زيطرف

  
     7. 4. 1ف يتعر

  :ر باشد ير نرمال به صورت زي زيك سري ي هر گاه دارا نامند2يچند دور را Gگروه
                                                 
1 Zorn lemma  
2 Polycyclic group  


