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೯دایا...١
حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بی�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنی من به
آنچنان اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بگذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مردنی و نخورم

می�داری. دوست تو که
تو پای به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانی تو، بخاطر دیدن شکنجه که می�دانند همه و می�دانی تو
برق که توست رهایی امید از می�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگی بزرگ لذت تنها
احساس ریه�هایم در را سعادت پاک هوای که توست خوشبختی از و می�درخشد خسته�ام چشمان در امید
افتاده، و ضعیف جمله�های و ساده کلمات زیر در که را شگفتی نیروی بزنم. حرف خوب نمی�توانم می�کنم.

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان
من، نگاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگی که می�دانند همه و می�دانی تو

است. عاجز من، دل در شعفی موج برانگیختن از
آموخت. خواهم خود را مردن چگونه بیاموز، من به را زیستن چگونه تو،

بی�پاداش، کار بی�سلاح، جهاد بی�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شکست، در تلاش توفیق من به
خوبی بی�ریا، ایمان بی�نان، خدمت بی�نام، عظمت بی�عوام، مذهب بی�دنیا، دین سکوت، در فداکاری
داشتن دوست و جمعیت، انبوه در تنهایی بی�هوس، عشق بی�غرور، قناعت بی�خامی، گستاخی بی�نمود،

کن. روزی بداند، دوست بی�آنکه

اඛ঺ඟ໋ھا�ଌୃنඛ঺ھاॴوم،باز೯دا঒ࡣت
৯داಶඍن�॥୓ت... اوجا಻ඎিنૡঙه

شریعتی. علی دکتر از ١مناجاتی



ৎقد৤مଘخاৗوادهସ୍م



චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور را آدمی خود، بی�کران لطف با که را حکیم خداوندگار سپاس

قوتمند، مهدی دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از می�دانم خود وظیفه� آغاز در
نمی�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایی�های بدون قطعاً که کنم قدردانی و تشکر صمیمانه
در و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که مس�فروش علی دکتر آقای جناب از

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به رساله، این سازی آماده
ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانی، و مهر خداوندگاران دستان بر می�زنم بوسه پایان، در
امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به عزیزم خواهران از می�کنم تشکر و را مقدس�شان وجود می�کنم

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودشان،

ඵෂربا඼້ی ঳ࢯ૱نণ۱۳۹۲یدهر૟मه
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ଓฬ࠻ھدৎ
دانشکده کاربردی ریاضی رشته ارشد کارشناسی دانشجوی میرباقری رقیه سیده اینجانب
با جزیی جبری دیفرانسیل معادلات حل عنوان با پایان�نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه ریاضی علوم

می�شوم: متعهد قوتمند مهدی دکتر راهنمایی تحت ، نیمه�تحلیلی روش�های

است. برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان�نامه این در تحقیقات •

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش�گران، دیگر پژوهش�های نتایج از استفاده در •

امتیازی یا مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان�نامه، این مطالب •
است. نشده ارایه هیچ�جا در

دانشگاه “ نام با مستخرج مقالات و دارد، متعلق شاهرود دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
رسید. خواهد چاپ به “ Shahrood University “ یا “ شاهرود

مقالات در بوده�اند، تاثیرگذار پایان�نامه اصلی نتایج آوردن به�دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •
می�گردد. رعایت پایان�نامه از مستخرج

شده استفاده آنها) بافت�های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است،

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان�نامه، این انجام مراحل تمام در •
است. شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است، شده استفاده) (یا

ඵෂربا඼້ی ঳ࢯ૱نণ۱۳۹۲یدهر૟मه

وऑقඩিر ষتا৆ج مالࢁࢹت
رایانه�ای، برنامه�های کتاب، مستخرج، (�مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
به باید مطلب این می�باشد. شاهرود دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم�افزارها

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو

نمی�باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان�نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •



چൊیده
Aut(t, x) +Buxx(t, x) +Cu(t, x) = f(t, x) به�شکل خطی جزیی جبری دیفرانسیل معادلات
حالت باشد. منفرد A,B ∈ Rn×n ماتریس�های از یکی حداقل که می�گیرند قرار مطالعه مورد زمانی
می�شوند. منتهی جبری دیفرانسیل معادلات و معمولی دیفرانسیل معادلات به به�ترتیب B = ٠ و A = ٠
و یکنواخت زمانی دیفرانسیل اندیس یک سیستم�ها این برای . A,B ̸= ٠ که می�کنیم فرض بنابراین
و فوریه تبدیل یک به�وسیله�ی به�ترتیب اندیس�ها این می�کنیم. معرفی را مکانی دیفرانسیل اندیس یک
اندیس بین رابطه�ی و می�کنیم معرفی را اختلال اندیس جفت یک این بر علاوه می�شوند. مشخص لاپلاس
اولیه شرایط تعداد همچنین، می�دهیم. نشان را مکانی دیفرانسیل اندیس و یکنواخت زمانی دیفرانسیل

می�آوریم. به�دست منتظم خانواده�های برای را مرزی و
در می�بریم. به�کار جزیی جبری دیفرانسیل معادلات عددی حل برای را مکانی مرکزی زمانی، پسرو روش
می�کنیم. بررسی را نرمشان و می�کنیم معرفی را کامل گسسته�سازی خطای و کامل برش خطای پایان،

گسسته�سازی مکانی، دیفرانسیل اندیس زمانی، دیفرانسیل اندیس اختلال، اندیس کلیدی: کلمات
فضایی گسسته�سازی زمانی،
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١ فصل

اولیه تعاریف و مفاهیم

جزیی دیفرانسیل معادلات ١.١

حرکت معادلات ٢ استوکس، - ناویه معادلات ، ١ ماکسول معادلات نظیر فیزیک، طبیعی قوانین اکثر
۵ (PDE) جزیی دیفرانسیل معادلات حسب بر کوانتوم، مکانیک در ۴ شرودینگر معادله�ی و ٣ نیوتن
مشتقات و فضا بین ارتباط وسیله�ی به را فیزیکی پدیده�های فوق، قوانین دیگر، عبارت به شده�اند. بیان
پدیده�ای مشتق�ها که است دلیل این به معادلات این در مشتق وجود می�دهند. توضیح زمان به نسبت آن
و تعاریف می�دهند. نمایش را ( جریان شدت شار، اصطکاک، نیرو، شتاب، سرعت، (مانند طبیعی

است. شده برداشت [١] مرجع از فصل این قضایای

می�باشد آن مشتقات و تابع یک شامل معادله�ای جزیی مشتقات با دیفرانسیل یکمعادله تعریف١.١.١.
این در ۶ (ODE) معمولی دیفرانسیل معادله با آن تفاوت و است وابسته متغیر چند به مجهول تابع که

است. وابسته متغیر یک به فقط تابع ODE در که است

می�کنیم: معرفی را معروف PDE چند اینجا در
ut = uxx گرما) بعدی یک (معادله�ی

ut = uxx + uyy گرما) دو�بعدی (معادله�ی

urr +
١
r
ur +

١
r٢
uθθ = ٠ قطبی) مختصات در لاپلاس معادله�ی )

utt = uxx + uyy + uzz موج) سه�بعدی (معادله�ی

١Maxwell
٢Navier-Stokes
٣Newton
۴Schrodinger
۵Partial Differential Equation
۶Ordinary Differential Equation



اولیه تعاریف و مفاهیم .١ ٢

utt = uxx = αut + βu تلگراف) (معادله�ی

که: کنید توجه

ut =
∂u

∂t
, ux =

∂u

∂x
, uxx =

∂٢u

∂x٢
, · · ·

u متغیر است. وابسته متغیر یک از بیش به همواره u مجهول تابع فوق معادلات در که می�شویم متذکر
می�گیرد صورت آن�ها به نسبت مشتق�گیری که متغیرهایی و وابسته متغیر می�گیریم، مشتق آن از که را

معادله�ی در مثال، عنوان به می�شوند. نامیده مستقل متغیرهای
ut = uxx,

معادله�ی در آن�که حال می�باشد، tو x مستقل متغیر دو از تابعی u(x, t) وابسته�ی متغیر که است واضح

ut = urr +
١
r
ur +

١
r٢
uθθ,

دارد. بستگی t و θ ، r به u(r, θ, t)

جزیی دیفرانسیل معادلات حل روشهای ١.١.١

آنها مهمترین دارند، وجود معادلات این حل برای زیادی روشهای که کرد خواهیم مشاهده ادامه در
می�کنیم: معرفی را روش چند اینجا در می�کنند. تبدیل ODEs به را PDEs که هستند روش�هایی

می�کنیم. تبدیل ODE تا n به را متغیر n با PDE یک روش این در : متغیرها جداسازی .١

n − ١ با PDE یک به را مستقل متغیر n با PDE یک روش این در : انتگرال تبدیل�های .٢
کرد. تبدیل ODE یک به می�توان را متغیره دو PDE یک درنتیجه، می�کنیم، تبدیل متغیر

یک به را PDE محور، دوران مانند مساله، مختصات تغییر با روش این در : مختصات تغییر .٣
می�کنیم. تبدیل ساده�تر PDE یا ODE

ساده�تر جواب که جدید مجهول یک به را PDE یک مجهول روش این در : وابسته متغیر تبدیل .۴
می�کنیم. تبدیل می�آید، دست به

با را آن بتوان که تفاضلی معادلات دستگاه یک به را PDE یک روشها این :در عددی روشهای .۵
می�کنیم. تبدیل کرد، حل کامپیوتر توسط تکراری روشی

را غیرخطی مساله�ی که خطی مساله�ی چند به را غیرخطی مساله�ی یک روش این : اختلال روش .۶
می�دهد. تغییر می�کنند، تقریب

آن در که (معادله�ای انتگرال، معادله�ی یک به را PDE یک روش این در : انتگرال معادلات .٧
مختلف روش�های با را انتگرال معادله�ی سپس می�کنیم. تبدیل است) انتگرال داخل مجهول تابع

می�کنیم. حل



٣ جزیی دیفرانسیل معادلات .١.١

مینیمم�سازی یکمساله�ی به معادله� تبدیل با را PDEروشجواب این در : تغییرات روشحساب .٨
می�شود. PDE جواب به منجر عبارت، یک مینیمم نتیجه در می�یابیم.

PDEs دسته�بندی ٢.١.١

بیان زیر به�صورت را آن نوع چند که می�شوند دسته�بندی مختلفی روش�های به جزیی دیفرانسیل معادلات
می�کنیم:

مثال: برای است، معادله در جزیی مشتق بالاترین مرتبه�ی PDE مرتبه�ی : PDE مرتبه�ی .١
ut = uxx, ( دوم ,(مرتبه�ی

ut = ux, اول) ,(مرتبه�ی

ut = uuxxx + sin x, سوم) .(مرتبه�ی

مثال: برای است، مستقل متغیرهای تعداد متغیرها تعداد متغیرها: تعداد .٢
ut = uxx, (t و x : متغیر ,(دو

ut = urr +
١
r
ur +

١
r٢
uθθ, (t و θ ، r : متغیر .(سه

تقسیم�بندی غیرخطی و خطی� نوع دو به می�توان را جزیی دیفرانسیل معادلات : غیرخطی و خطی .٣
ظاهر خطی به�صورت مشتقاتش همه�ی و u وابسته�ی متغیر خطی� دیفرانسیل معادلات در نمود.

است: زیر به�صورت دومتغیره دوم مرتبه�ی خطی معادلات یک خاص، حالت در می�شوند.
Auxx +Buxy + Cuyy +Dux + Euy + Fu = G, (١.١)

مثال: برای هستند. y و x برحسب معلومی توابع یا ثابت�ها G و A,B,C,D,E, F آن در که
utt = e−tuxx + sin t, ,(خطی)

uuxx + ut = ٠, ,(غیرخطی)

uxx + yuyy = ٠, ,(خطی)

xux + yuy + u٢ = ٠, .(غیرخطی)

باشد، صفر برابر y و x هر برای G(x, y) هرگاه گوییم، همگن را (١.١) معادله�ی : همگن�بودن .۴
می�نامیم. ناهمگن این�صورت غیر در

با (١.١) آن�گاه باشند، ثابت (١.١) معادله�ی در F و A,B,C,D,E ضرایب هرگاه : ضرایب .۵
معادلات از اساسی نوع سه می�نامیم. متغیر ضرایب با صورت، این غیر در است. ثابت ضرایب

می�باشند: زیر به�صورت (١.١) مانند خطی جزیی دیفرانسیل

سهموی، (آ)



اولیه تعاریف و مفاهیم .١ ۴

هذلولوی، (ب)

بیضوی�. (ج)

صدق B٢ − ۴AC = ٠ شرط در و توصیف را گرما شارش روش�های سهموی معادلات : سهموی
می�کنند.

B٢−۴AC شرط< در و توصیف را موج حرکت مرتعشو دستگاههای هذلولوی معادلات هذلولوی:
می�کنند. صدق ٠

صدق B٢ − ۴AC < ٠ شرط در و توصیف را پایدار حالت پدیده�های بیضوی معادلات : بیضوی
می�کنند.

مثال�ها:

ut = uxx, B٢ − ۴AC = ٠, سهموی الف:

u = ٠, B٢ − ۴AC = ١, هذلولوی ب:

utt = uxx, B٢ − ۴AC = ۴, هذلولوی ج:

uxx + uyy = ٠, B٢ − ۴AC = −۴, بیضوی د:

ط:

yuxx + uyy = ٠ B٢ − ۴AC = −۴y


y > ٠ ,بیضوی

y = ٠ سهموی ,

y < ٠ .هذلولوی

ثابت ضرایب با خطی جبری دیفرانسیل معادلات ٢.١

می�باشد: زیر صورت به ثابت ضرایب با اول مرتبه�ی خطی جبری دیفرانسیل معادلات کلی شکل
AX ′(t) +BX(t) = q(t), (٢.١)

ماتریس�های و ماتریس خانواده ابتدا می�باشد. منفرد A و هستند (n×n) مربعی ماتریس�های B و A که
می�کنیم. بیان را قضیه�ای سپس می�کنیم. معرفی را پوچ�توان

خانواده صورت این در باشند، صفر مخالف و n×n مختلط ماتریس�های B و A هرگاه .١.٢.١ تعریف
می�دهیم: نشان زیر به�صورت را (A,B) ماتریس

A+ λB, λ ∈ C(R).

که به�طوری باشد موجود λ یک حداقل هرگاه .٢.٢.١ تعریف
det(A+ λB) ̸= ٠,

می�نامیم. منتظم را ماتریس خانواده آنگاه



۵ ثابت ضرایب با خطی جبری دیفرانسیل معادلات .٢.١

باشد موجود k مثبت صحیح عدد یک حداقل هرگاه است، پوچ�توان N مربعی ماتریس .٣.٢.١ تعریف
. Nk = ٠ که

. M٢ = زیرا٠ است. پوچ�توان ماتریس یک M =

(
٠ ١
٠ ٠

)
ماتریس .۴.٢.١ مثال

است. پوچ�توان باشند، صفر همگی اصلی قطر درایه�های که مثلثی ماتریس

داریم: است. پوچ�توان N =


٠ ٢ ١ ۶
٠ ٠ ١ ٢
٠ ٠ ٠ ٣
٠ ٠ ٠ ٠

ماتریس .۵.٢.١ مثال

N٢ =


٠ ٠ ٢ ٧
٠ ٠ ٠ ٣
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

 .

N٣ =


٠ ٠ ٠ ۶
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

 .

N۴ =


٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠

 .

به�طوری دارند وجود F و E نامنفرد ماتریس�های ،(A,B) منتظم ماتریس خانواده برای .۶.٢.١ قضیه
�که

EAF =

(
I ٠
٠ J

)
, EBF =

(
W ٠
٠ I

)
,

µ ∈ N دیگر عبارت به می�باشد. پوچ�توان جردن بلوکی ماتریس یک J و مربعی ماتریس یک W که
به�طوری�که است موجود

Jµ−١ ̸= ٠, Jµ = ٠.

می�شود. نامیده ٢ DAE و (A,B) ماتریس خانواده ١ اندیس µ

[٨] می�شود. نامیده (A,B) خانواده�ی کرونکر کانونی شکل
(
W ٠
٠ I

)
و
(
I ٠
٠ J

)
١Index
٢Differential Algebraic Equation
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دادن قرار )با
y

z

)
= F−١X.

داریم: (٢.١) در
EAF

(
F−١X

)′
+ EBF

(
F−١X

)
= Eq(t).

)بنابراین
I ٠
٠ J

)(
y

z

)′

+

(
W ٠
٠ I

)(
y

z

)
=

(
p(t)

r(t)

)
, (٣.١)

است: زیر دستگاه با معادل (٣.١) دستگاه ′yکه +Wy = p(t),

Jz′ + z = r(t).
(۴.١)

می�باشد. ODE یک (۴.١) دستگاه اول معادله�ی
نتیجه در می�کنیم. ضرب J در را (۴.١) دوم سطر .J٢ = ٠ و J١ ̸= ٠ داریم: µ = ٢ حالت در

J٢z′ + Jz = Jr, (۵.١)

درنتیجه . Jz = Jr بنابراین . j٢ = ٠ داریم:
(Jz)′ = (Jr)′.

z = r − Jz′ = r − (Jr)′.

داریم: µ = ٣ حالت در همچنین،

z =

µ−١∑
j=٠

(−١)j(J jr)
(j)
.

آن در که ،X = F

(
y

z

)
درنتیجه و

(
y

z

)
= F−١X طرفی از

X(٠) = F

(
y(٠)
z(٠)

)
= F

(
y٠

z٠

)
.

لاپلاس تبدیلات ٣.١

از اجتماعی بازه این هرگاه گوییم، پیوسته قطعه��وار بسته�، بازه�ی یک در را f(t) تابع .١.٣.١ تعریف
f تابع مرزی نقاط در و پیوسته f(t) زیربازه�ها این از یک هر در که به�طوری باشد متناهی زیربازه�های

باشد. داشته متناهی حد

و M ، α مانند اعدادی هرگاه است، نمایی مرتبه�ی از t → ∞ وقتی f(t) تابع گوییم .٢.٣.١ تعریف
باشیم: داشته t ≥ L برای که به�طوری باشند موجود L

|f(t)| < Meαt. (۶.١)



٧ لاپلاس تبدیلات .٣.١

که طوری به باشد حقیقی عددی p و باشد معلوم f(t) تابع t > ٠ هر برای هرگاه .٣.٣.١ تعریف

F (p) =

∫ ∞

٠
e−ptf(t)dt, (٧.١)

تبدیل می�نامیم. f(t) تابع لاپلاس تبدیل را F (p) آنگاه باشد، همگرا p مساوی یا بزرگتر مقادیر برای
نماد با را (٧.١)

T{f(t)} = F (p), (٨.١)

می�دهیم. نشان

از f(t) و پیوسته tقطعه�وار ≥ ٠ ناحیه�ی متناهی بازه�های تمام در f(t) کنیم فرض .۴.٣.١ قضیه
به�صورت که ،t → ∞ وقتی F (p) لاپلاس تبدیل آن�گاه باشد، نمایی مرتبه�ی

F (p) =

∫ ∞

٠
e−ptf(t)dt p > α, (٩.١)

[١] همگراست. مطلق به�طور و موجود می�شود تعریف

با را f(t) و F (p) بین رابطه�ی
T−١{F (p)} = f(t), (١٠.١)

داریم: مثال برای می�نامیم. F (p) تبدیل�معکوس را T−١{F (p)} و می�دهیم نشان نیز
١

p− a
= T{eat} eat = T−١{ ١

p− a

}
.

یعنی است، خطی T تبدیل
T{af(t) + bg(t)} = aT{f(t) + bT{g(t)} = aF (p) + bG(p). (١١.١)

داریم: معکوس تبدیلات بودن یکتا و (١١.١) به توجه با
T−١{aF (p) + bG(p)} = aT−١{F (p)}+ bT−١{G(p)}

= af(t) + bg(t),
(١٢.١)

همچنین
F (p+ g) =

∫ ∞

٠
e−(p+g)f(t)dt =

∫ ∞

٠
e−pt[e−gtf(t)]dt. (١٣.١)

نتیجه در
T{e−gtf(t)} = F (p+ g).

t ≥ M هر و M مثبت ثابت برای و باشد پیوسته قطعه�وار f(t) ،t ≥ a هر برای هرگاه .۵.٣.١ قضیه
هر برای هرگاه همچنین، همگراست. نیز

∫∞
٠ f(t)dt آنگاه باشد، همگرا

∫∞
M

g(t)dt و |f(t)| ≤ M ،
[١] واگراست.

∫∞
a

f(t)dt آنگاه باشد، واگرا
∫∞
M

g(t)dt و f(t) ≥ g(t) ≥ ٠ ،t ≥ M

همچنین باشد. پیوسته قطعه�ای f ′ و پیوسته ٠ ≤ t ≤ A دلخواه بازه�ی بر f کنیم فرض .۶.٣.١ قضیه
هر برای صورت این در .|f(t)| ≤ Keat ، t ≥ M هر برای که به�طوری� باشند موجود M,k, a ثابتهای

همچنین است، موجود T{f ′(t)} ، s > a

T{f ′(t)} = sT{f(t)} − f(٠). (١۴.١)
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بازه این بر f (n) و پیوسته ٠ ≤ t ≤ A دلخواه بازه�ی بر f, f ′, · · · , f (n−١) کنیم فرض .٧.٣.١ نتیجه
، |f(t) ≤ Keat ، t ≥ M برای که باشند موجود M و K, a ثابتهای همچنین باشد. پیوسته قطعه�ای
موجود s > a هر برای T{f (n)(t)} صورت این در . |f (n−١)(t)| ≤ Keat ، · · · ، |f ′(t)| ≤ Keat

با است برابر و

T{f (n)(t)} = snT{f(t)} − sn−١f(٠)− · · · − sf (n−٢)(٠)− f (n−١)(٠). (١۵.١)

بیابید: را زیر دیفرانسیل معادله جواب .٨.٣.١ مثال

y′′ + y = sin٢t, (١۶.١)

اولیه�ی شرایط در که

y(٠) = ٢, y′(٠) = ١, (١٧.١)

خود اول مشتق دو با که باشد داشته y = ϕ(t)جواب اولیه مقدار مساله�ی این کنیم فرض می�کند. صدق
دیفرانسیل، معادله� از لاپلاس تبدیل گرفتن با این�صورت در می�کند. صدق (٧.٣.١) نتیجه�ی شرایط در

داریم:

s٢Y (s)− sy(٠)− y′(٠) + Y (s) =
٢

(s٢ + ۴) .

نتیجه در

Y (s) =
٢s٣ + s٢ + ٨s+ ۶
(s٢ + ١)(s٢ + ۴) . (١٨.١)

به�صورت را Y (s) می�توان جزیی ازکسرهای استفاده با

Y (s) =
as+ b

s٢ + ١ +
cs+ d

s٢ + ۴

=
(as+ b)(s٢ + ۴) + (cs+ d)(s٢ + ١)

(s٢ + ١)(s٢ + ۴) ,

(١٩.١)

نتیجه در نوشت.

٢s٣ + s٢ + ٨s+ ۶ = (a+ c)s٣ + (b+ d)s٢ + (۴a+ c)s+ (۴b+ d).

بنابراین

a+ c = ٢, b+ d = ١,

۴a+ c = ٨, ۴b+ d = ۶.

داریم: که d = −٢
٣ و b =

۵
٣ ، c = ٠ ، a = ٢ نتیجه در

Y (s) =
٢s

s٢ + ١ +
۵
٣

s٢ + ١ −
٢
٣

s٢ + ۴ .

نتیجه در

y = ϕ(t) = ٢ cos t+ ۵
٣ sin t− ١

٣ sin٢t.



٩ لاپلاس تبدیلات .٣.١

پله�ای توابع ١.٣.١

می�کنیم. معرفی را لاپلاس تبدیل دیگر خاصیت چند بخش این در
: می�کنیم تعریف زیر به�صورت و می�دهیم نشان uc با را تابع

uc(t) =

٠, t < c,

١, t ≥ c,
(٢٠.١)

. c ≥ ٠ آن در که
به�صورت را g تابع ، t ≥ ٠ به�ازای ،f(t) تابع برای

y = g(t) =

٠ t < c,

f(t− c) t ≥ c,

واحد پله�ای تابع با را g(t) می�کنیم. تعریف می�دهد نشان t مثبت جهت در c اندازه�ی به را f انتقال که
نوشت: می�توان زیر به�صورت

g(t) = uc(t)f(t− c).

آنگاه باشد، مثبتی تابع c و موجود F (s) = T{f(t)} ، s > a ≥ ٠ هر برای هرگاه [١] .٩.٣.١ قضیه

T{uc(t)f(t− c)} = e−csT{f(t)} = e−csF (s), s > a. (٢١.١)

آن�گاه ، f(t) = T−١{F (s)} هرگاه برعکس،
uc(t)f(t− c) = T−١{e−csF (s)}. (٢٢.١)

: شود تعریف زیر به�صورت fتابع هرگاه .١٠.٣.١ مثال

f(t) =

sin t, ٠ ≤ t < π
۴ ,

sin t+ cos(t− π
۴ ), t ≥ π

۴ .

آن در که ، f(t) = sin t+ g(t) که می�کنیم توجه می�یابیم. را T{f(t)}

g(t) =

٠ t < π
۴ ,

cos(t− π
۴ ) t ≥ π

۴ .

بنابراین
g(t) = uπ

۴
(t) cos(t− π

۴),

و
T{f(t)} = T{sin t}+ T{uπ

۴
(t) cos(t− π

۴)}

= T{sin t}+ e−
π
۴ T{cos t}.

(٢٣.١)

داریم: لاپلاس تبدیلات از استفاده با

L{f(t)} =
١

s٢ + ١ + e−
πs
۴

s

s٢ + ١ =
١+ se−

πs
۴

s٢ + ١ .
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آورید: به�دست را زیر تابع معکوس تبدیل .١١.٣.١ مثال

F (s) =
١− e−٢s

s٢
.

داریم: معکوس تبدیل خطی ویژگی از استفاده با

f(t) = T−١{F (s)} = T−١{ ١
s٢
} − T−١{e

−٢s

s٢
}

= t− u٢(t)(t− ٢).
(٢۴.١)

: نوشت زیر به�صورت می�توان را f تابع

f(t) =

t, ٠ ≤ t < ٢,

٢, t ≥ ٢.

مثبت ثابت c و موجود F (s) = T{f(t)} ، s > a ≥ ٠ هر برای کنیم فرض [١] .١٢.٣.١ قضیه
آنگاه باشد،

T{ectf(t)} = F (s− c), s > a+ c. (٢۵.١)

آنگاه ، f(t) = T−١{F (s)} هرگاه ، برعکس
ectf(t) = T−١{F (s− c)}. (٢۶.١)

فوریه انتگرال ۴.١

نداشته خاصیتی چنین تابعی اگر دارد. فوریه سری به�صورت بسطی آنگاه باشد، متناوب تابعی هرگاه
باشد. شده تعریف R بر باید تابع منظور، این برای دارد. فوریه بسط شبیه انتگرالی نمایشی آنگاه باشد،

فوریه انتگرال تعریف ١.۴.١

است: زیر به�صورت f تابع ١ فوریه�ی انتگرال .١.۴.١ تعریف
١
π

∫ ∞

٠
dy

∫ ∞

−∞
f(t) cos y(x− t)dt.

باشد: شده تعریف زیر به�صورت f تابع هرگاه .٢.۴.١ مثال
f(t) = ١, |t| ≤ ١; f(t) = ٠, |t| > ١,

است: زیر به�صورت f فوریه�ی انتگرال دراین�صورت
١
π

∫ ∞

٠
dy

∫ ١

−١
(cosxy cos ty + sin xy sin ty)dt

=
٢
π

∫ ∞

٠
cos xydy

∫ ١

٠
cos tydt =

٢
π

∫ ∞

٠

sin y cos xy

y
dy.

(٢٧.١)

١Fourier Integral


