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تقذیم به 

    پذرومادرمهربانم                         

                                                                                       و تقذیم به

همسز وصرسنذعزیزم که سنذگی مرا متحىل طردنذ   
. 
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 :تشکر ٍ قدرداًي 

هاي ‎سيباتريه واژي. سپاص پروردگاري را سشاست که انظان را آصريذ و او را عقل و حكمت بخشيذ و اشزف مخلىقات خىد در سميه ضرار داد 

ري در تىصيف ارسع و بهاي تلاع هاي استاد فاضل ، عاجز و ناتىان است ؛ با ايه حال خىد را مفتخر و مىظف می دانيم  تقذير و سپاص صذا

که مراتب سپاص و قذردانی خىد را به محضز جىاب  آقاي دکتز اميه محمىدي کبزيا    که مىجب ظرديذنذ تا با وگرشی بهتز به مظائل وگريستً ، چگىنه 

كاپى و ا قت به ما آمىختً و همىاري ما را به تلاع و ت نی فاضل؛اطاتيذ ‎نىشته و چگىنه انذيشيذن را با متانت و صذا می داشتند و ما را به آشىايی با انذيشمىذا

مان را پض اس لطف و عىايات حق ‎ظران قذر جىاب آقاي دکتز   داود ابراهيمی بقا و جىاب آقاي دکتز  محمذ صادق عظگري که مىقعيت علمی

تعالی ، مرهىن تلاع هاي آن بزرضىاران هستيم راهنمايی طردنذ و با راهنمايی هاي ايشان تىانستم براي هر چه بهتز بىدن ايه پژوهغ فعاليت كنم، 

 .باشذ که شما در طايه ي پروردگار عالم مىفق و مؤيذ باشيذ. ابراس نمایم 

 

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                    ومه الّله التىفیق
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 تعهد نامه اصالت پایان نامه کارشناسی ارشد

     ایٙزب٘ت ظٞطا لّیّیبٖ زا٘ف آٔٛذتٝ ٔمُغ وبضقٙبؾی اضقس ٘ب پیٛؾتٝ ثٝ قٕبضٜ زا٘كزٛیی 

 یٜلى نی : اظ پبیبٖ ٘بٔٝ ذٛز تحت ػٙٛا29/2/1392ٖ  زض ضقتٝ ضیبيی ٔحى وٝ زض تبضید 89092230500

 ایَاح قطٌ زض وٝ ثب٘بخ یفًبٞب زض  یٔزب٘ت ٔجؿٌٛ ضیؽ قجٝ یٖآف یٞب ٍ٘بقت یثطا نیاضٌٛز یٖاً٘یْ

 :قْٛ اْ ثسیٙٛؾیّٝ ٔتؼٟس ٔی  ٚ زضرٝ ثؿیبض ذٛة زفبع ٕ٘ٛز95/17ٜثب وؿت ٕ٘طٜ . وٙس یْ نسق

ایٗ پبیبٖ ٘بٔٝ حبنُ تحمیك ٚ پػٚٞف ا٘زبْ قسٜ تٛؾٍ ایٙزب٘ت ثٛزٜ ٚ زض ٔٛاضزی وٝ اظ زؾتبٚضزٞبی - 1

ٞبی  اْ، ُٔبثك يٛاثٍ ٚ ضٚیٝ اؾتفبزٜ ٕ٘ٛزٜ (........اػٓ اظ پبیبٖ ٘بٔٝ، وتبة ، ٔمبِٝ ٚ )ػّٕی ٚپػٚٞكی زیٍطاٖ

 .اْ ٔٛرٛز، ٘بْ ٔٙجغ ٔٛضز اؾتفبزٜ ٚ ؾبیط ٔكرهبت آٖ ضا زض فٟطؾت شوط ٚ زضد وطزٜ

ٞب ٚ  زض ؾبیط زا٘كٍبٜ (تط یب ثبلاتط ٞٓ ؾُح،پبییٗ)٘بٔٝ لجلاً ثطای زضیبفت ٞیچ ٔسضن تحهیّی  ایٗ پبیبٖ- 2

 .ٔؤؾؿبت آٔٛظـ ػبِی اضائٝ ٘كسٜ اؾت

چٙب٘چٝ ثؼس اظ فطاغت اظ تحهیُ، لهس اؾتفبزٜ ٚ ٞطٌٛ٘ٝ ثٟطٜ ثطزاضی اػٓ اظ چبح وتبة، حجت اذتطاع - 3

 .اظ ایٗ پبیبٖ ٘بٔٝ زاقتٝ ثبقٓ، اظ حٛظٜ ٔؼبٚ٘ت پػٚٞكی ٚاحس ٔزٛظٞبی ٔطثَٛٝ ضا اذص ٕ٘بیٓ.... ٚ

چٙب٘چٝ زض ٞط ٔمُغ ظٔب٘ی ذلاف ٔٛاضز فٛق حبثت قٛز، ػٛالت ٘بقی اظ آٖ ضا ثپصیطْ ٚ ٚاحس - 4

اْ  زا٘كٍبٞی ٔزبظ اؾت ثب ایٙزب٘ت ُٔبثك يٛاثٍ ٚٔمطضات ضفتبض ٕ٘ٛزٜ ٚ زض نٛضت اثُبَ ٔسضن تحهیّی

 . ٞیچٍٛ٘ٝ ازػبیی ٘رٛاٞٓ زاقت

 

 ظٞطا لّیّیبٖ:                                                                ٘بْ ٚ ٘بْ ذب٘ٛازٌی

 1/3/1392:                                                                 تبضید ٚأًبء
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 29/2/1392زض تبضید 

 ثحـطٚف 95/17زا٘كزـٛی وبضقٙبؾی اضقس ذب٘ٓ ظٞطا لّیّیبٖ اظ پبیبٖ ٘بٔٝ ذٛز زفـبع ٕ٘ـٛزٜ ٚ ثـب ٕ٘ـطٜ 

 .ٞفسٜ ٚ ٘ٛز ٚ پٙذ نسْ ٚ ثـب زضرـٝ ثؿیبض ذٛة ٔٛضز تهٛیـت لـطاض ٌطفت

 

 

 أًبء اؾتبز ضإٞٙب                                                                                         
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 چکیدُ     

     زض ایٗ پبیبٖ ٘بٔٝ لهس زاضیٓ ثٝ ُٔبِؼٝ ٍٕٞطایی يؼیف ٚ لٛی فطآیٙسٞبی تىطاض يٕٙی ٘مبٌ حبثت 

 . ٞبی ذبل زض فًبٞبی ثب٘بخ ثپطزاظیٓ ثطای ثطذی ٍ٘بقت

:𝐸 ٚ 𝑇 ظیط ٔزٕٛػٝ ٔحسة اظ 𝐶 یه فًبی ثب٘بخ، 𝐸     فطو وٙیٓ  𝐶 → 𝐶 ٍ٘بقتی اؾت ثٝ لؿٕی  

 . ٘بتٟی اؾت𝐹(𝑇) یؼٙی 𝑇وٝ ٔزٕٛػٝ ٘مبٌ حبثت 

  آفیٙی قجٝ غیط 𝑇 يؼیفب فكطزٜ ٚ اٌط 𝐶  زض قطٌ اپیبَ نسق وٙس، اٌط 𝐸     ٘كبٖ ذٛاٞیٓ زاز وٝ اٌط 

𝑥ٔجؿٌٛ ٔزب٘جی ثبقس آٍ٘بٜ ثطای ٞط  ∈ 𝐶 ِٝز٘جب  𝑇𝑛𝑥  ُٝثٝ یه ٘م 𝑧 ∈ 𝐹(𝑇) ٍٕٞطای تمطیجب 

 .يؼیف اؾت

ٌبٜ ٘كبٖ ذٛاٞیٓ زاز وٝ ز٘جبِٝ  زاض ثبقس آٖ  وطا𝐶ٖ زاضای یه ٘طْ زیفطا٘ؿیُ پصیط فطقٝ ٚ 𝐸     اٌط 

 𝑇𝑛𝑥  ثطای ٞط 𝑥 ∈ 𝐶 ٍٕٝٞطای تمطیجب يؼیف ثٝ یه ٘مُٝ حبثت اؾت زض ربیی و 𝑇 یه ا٘مجبو 

 .اؾت

 ضا ثطضؾی وطزٜ ٚ ثطٞبٖ رسیسی اظ  𝑇𝑛𝑥 ، ٍٕٞطایی يؼیف ز٘جبِٝ 𝑇     ثطای یه ٍ٘بقت غیط ٔجؿٌٛ 

 .لًیٝ ٔیبٍ٘یٗ اضٌٛزیه اضائٝ ذٛاٞیٓ ٕ٘ٛز

ٞبی قجٝ غیط ٔجؿٌٛ ٔزب٘جی، ٘مُٝ حبثت، ٍٕٞطای تمطیجبً  ٞبی آفیٗ، ٍ٘بقت  ٍ٘بقت:کلوات کلیدی     

 .يؼیف، اضٌٛزیه غیطذُی
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  هقدهِ    

𝑇یه ٍ٘بقت .  یه ظیط ٔزٕٛػٝ ٘بتٟی اظ آٖ اؾت𝐶زاض ٚ   یه فًبی ٘ط𝐸ْ     فطو وٙیٓ  ∶ 𝐶 → 𝐶 

 ٘بٔیٓ ٞط ٌبٜ،  (غیط ٔجؿٌٛ)ضا یه ا٘مجبو 

 𝑇𝑥 − 𝑇𝑦 ≤  𝑥 − 𝑦                 𝑥, 𝑦 ∈  𝐶   .  
 . زٞیٓ  ٕ٘بیف ٔی𝐹(𝑇) ضا ثب 𝑇ٔزٕٛػٝ ٘مبٌ حبثت 

 زض 1975زضؾبَ  [2 ]ٞبی غیط ٔجؿٌٛ تٛؾٍ  ثبیّٖٛ      اِٚیٗ لًیٝ اضٌٛزیه غیط ذُی ثطای ٍ٘بقت

 :فًبٞبی ٞیّجطت ثٝ نٛضت ظیط ثیبٖ قسٜ اؾت

 یه ٍ٘بقت غیط ٔجؿٌٛ اظ 𝐻 ٚ 𝑇 یه ظیط ٔزٕٛػٝ ٔحسة ثؿتٝ اظ یه فًبی ٞیّجطت 𝐶     فطو وٙیٓ 

𝐶 ثٝ تٛی 𝐶ٞطٌبٜ .  اؾت𝐹(𝑇)ٌٖبٜ ثطای ٞط    ٘بتٟی ثبقس آ𝑥 ∈ 𝐶ٗؾعاضٚٞبی   ، ٔیبٍ٘ی،  

𝑆𝑛 𝑥 =
1

𝑛
 𝑇𝑘𝑛
𝑘=0 𝑥  

𝑦ٍٕٞطای يؼیف ثٝ یه ٘مُٝ حبثت  ∈ 𝐹(𝑇)اؾت  . 

ٞبی   تؼٕی𝑇ٓ ٚ ثب تغییطات زض ذٛال ٍ٘بقت 𝐻     ثب ربیٍعیٙی یه فًبی ثب٘بخ ثٝ ربی فًبی ٞیّجطت 

ٞب ذٛاٞیٓ پطزاذت  زض ایٗ پبیبٖ ٘بٔٝ ثٝ چٙس ٕ٘ٛ٘ٝ اظ ایٗ تؼٕیٓ. ٔتفبٚتی اظ لًیٝ فٛق حبنُ قسٜ اؾت

 .زٞیٓ  اضربع ٔی[8، 18، 22، 29، 33، 35]ثطای اَلاػبت ثیكتط ذٛا٘ٙسٜ ضا ثٝ زیسٖ 

وٙس یؼٙی ثٝ اظای ٞط ز٘جبِٝ    یه فًبی ثب٘بخ اؾت وٝ زض قطٌ اپیبَ نسق ٔی𝐸     فطو وٙیٓ 

 𝑥𝑛 ≤ 𝐸 ٝوٝ ث 𝑥 ∈ 𝐸 ،ٍٕٓٞطای يؼیف اؾت زاقتٝ ثبقی  

𝑙𝑖𝑚𝑛→∞ 𝑖𝑛𝑓 𝑥𝑛 − 𝑥 ≤ 𝑙𝑖𝑚𝑛→∞ 𝑖𝑛𝑓 𝑥𝑛 − 𝑦   
𝑦ثطای ٞط ٘مُٝ زِرٛاٜ  ∈ 𝐸 ٝو . 𝑦 ≠ 𝑥 ٓفطو وٙی 𝐶 یه ظیط ٔزٕٛػٝ ٔحسة يؼیفب فكطزٜ زض 𝐸 

𝑇 اؾت ٚ  ∶ 𝐶 → 𝐶 ٍٝ٘بقتی آفیٙی قجٝ غیط ٔجؿٌٛ ٔزب٘جی اؾت و 𝐹 𝑇 ≠ زض فهُ زْٚ ٘كبٖ . ∅ 

𝑥ذٛاٞیٓ زاز وٝ ثطای ٞط  ∈ 𝐶 ِٝز٘جب  𝑇𝑛𝑥  ٍٕٞطای تمطیجب يؼیف ثٝ یه ٘مُٝ حبثت 𝑧 ∈ 𝐹 𝑇  

 .اؾت

 یه فًبی ثب٘بخ ثب قطٌ 𝐸فطو وٙیٓ : تٛاٖ ثٝ نٛضت ظیط ثیبٖ ٕ٘ٛز      ٘تیزٝ انّی فهُ ؾْٛ ضا ٔی

𝑇فطو وٙیٓ . ای ٔحسة يؼیفب فكطزٜ اظ آٖ ثبقس  ظیط ٔزٕٛػ𝐶ٝاپیبَ ٚ  ∶ 𝐶 → 𝐶 ٍٝ٘بقتی آفیٙی قج  

.وٙیٓ ثٝ َٛضی وٝ   اذتیبض ٔی 0,1) ای زضثبظٜ   ضا ز٘جبِٝ 𝛼𝑛 غیط ٔجؿٌٛ اؾت ٚ    1 − 𝛼𝑛 =∞
𝑛=1

 ٌبٜ ز٘جبِٝ تؼطیف قسٜ ثٝ فطْ،   آٖ∞

                                                           
   .Baillon 

   .Cesaro 
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𝑥1 ∈ 𝐶 ,    𝑥𝑛+1 = 𝛼𝑛𝑥𝑛 +  1 − 𝛼𝑛 𝑆𝑛 𝑥𝑛+1                𝑛 ≥ 1   
 . ٍٕٞطای يؼیف اؾت𝑇ٞبی ؾعاضٚ اؾت، ثٝ یه ٘مُٝ حبثت   ز٘جبِٝ ٔیبٍ٘یٗ 𝑆𝑛 وٝ زض آٖ 

 ضا ٔٛضز ُٔبِؼٝ لطاض ذٛاٞیٓ  𝐹 𝑇     زض فهُ چٟبضْ قطایٍ ٞٓ اضظ ثب ٘بتٟی ثٛزٖ ٔزٕٛػٝ ٘مبٌ حبثت 

 یه فًبی ثب٘بخ ٔحسة یىٙٛاذت اؾت ثٝ َٛضی وٝ یه ٘طْ زیفطا٘ؿیُ پصیط فطقٝ 𝐸فطو وٙیٓ . زاز

𝑇ثطای یه ٍ٘بقت غیط ٔجؿٌٛ .  اؾت𝐸 یه ٔزٕٛػٝ ثؿتٝ ٔحسة اظ 𝐶فطو وٙیٓ . زاضز ∶ 𝐶 → 𝐶 

 :احىبْ ظیط ٔؼبزِٙس

𝐹 𝑇      𝑖 ٘بتٟی اؾت . 

 𝑖𝑖  ِٝز٘جب    𝑇𝑛𝑥  ثطای ٞط  𝑥 ∈ 𝐶ٖزاض اؾت  وطا. 

 𝑖𝑖𝑖  ِٝز٘جب    𝑆𝑛 𝑇
𝑖𝑥  ، 𝑖 = 1 , 2 , … 𝑥، ثطای ٞط  ∈ 𝐶 ثٝ یه ٘مُٝ حبثت 𝑦 ∈ 𝐶 ٍٕٞطای 

 .يؼیف اؾت

ٞبی يؼیف  ٞب ثب ٕٞؿبیٍی ، اضتجبٌ آٖ 𝛾 ٞبی اظ ٘ٛع       ؾطا٘زبْ زض فهُ پٙزٓ ثب ٔؼطفی ٍ٘بقت

 یه 𝐶 یه فًبی ٘طْ زیفطا٘ؿیُ پصیط فطقٝ ٚ 𝐸فطو وٙیٓ .  ضا ثطضؾی ذٛاٞیٓ وطز 𝐹 𝑇ٔزٕٛػٝ 

 ثطای ٞط 𝑇𝑛 اؾت ثٝ َٛضی وٝ 𝐶 یه ا٘مجبو ضٚی 𝑇فطو وٙیٓ . ٔزٕٛػٝ يؼیفب فكطزٜ اظ آٖ اؾت

𝑛 ∈ ℕ اظ ٘ٛع  𝛾 زض ایٗ نٛضت ثطای ٞط .  اؾت𝑥 ∈ 𝐶 ِٝز٘جب  𝑇𝑛𝑥  ٍٕٝٞطای تمطیجب يؼیف ث 

 . اؾت 𝐹 𝑇یه ٘مُٝ ٔٙحهط ثفطز زض 

 [32]، [23]، [22]، [8]     زض ذبتٕٝ لاظْ ثٝ شوط اؾت وٝ ُٔبِت ایٗ پبیبٖ ٘بٔٝ ثطٌطفتٝ قسٜ اظ ٔطارغ 

 . اؾت[33]ٚ 
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 فصل اٍل

 پیش در آهدي بر آًالیس تابعي

 

 

 

 

     زض ایٗ فهُ وٝ قبُٔ زٚ ثرف اؾت، تؼبضیف ٔمسٔبتی آ٘بِیع تبثؼی ضا وٝ زض ایٗ ٔمبِٝ ٔٛضز ٘یبظ 

آٚضیٓ ٚ ٕٞچٙیٗ ثٝ ثطضؾی انَٛ ا٘مجبو ٔتطی وٝ قبُٔ انُ ا٘مجبو ثب٘بخ ٚ تٛؾیغ ثیكتط  ثبقٙس، ٔی ٔی

 . پطزاظیٓ انُ ثب٘بخ اؾت ٔی

 ℝ یب ٔیساٖ حمیمی ℂ     تٛرٝ زاضیٓ وٝ ٔٙظٛض اظ فًبی ثطزاضی یؼٙی فًبی ثطزاضی ضٚی ٔیساٖ ٔرتٍّ 

 .اؾت
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   هفاّین هقدهاتی آًالیش. 1.1     

:𝑑تبثغ .  یه ٔزٕٛػٝ ٘بتٟی ثبقس𝑋 فطو وٙیس .1.1.1تؼزیف       𝑋 × 𝑋 → 𝑅 ثط هتز ضا یه 𝑋 ٌٓٛیی 

 ٞط ٌبٜ زض قطایٍ ظیط نسق وٙس،

,𝑑 𝑥(آ)      𝑦 ≥ 0   ،  ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋      

,𝑑 𝑥(ة)      𝑦 = 0 ⟺ 𝑥 = 𝑦     

,𝑑 𝑥     (ح)      𝑦 = 𝑑 𝑦, 𝑥    

,𝑥∀ (ت)      𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋  , 𝑑 𝑥, 𝑦 ≤  𝑑 𝑥, 𝑧 +  𝑑 𝑧, 𝑦    

    𝑑 𝑥, 𝑦 ٗضا فبنّٝ ثی  𝑥, 𝑦ٌٓٛیی .   

 

 .قٛز  ٘بٔیسٜ ٔیفضای هتزیٔزٕٛػٝ ٔزٟع ثٝ یه ٔتط . 1.1.2تؼزیف      

 

𝑥 اؾت اٌط ثٝ ٞط دار  فضای ًزم یه𝑋 ٌٛییٓ فًبی ثطزاضی .1.1.3تؼزیف       ∈ 𝑋 ٚ ػسز حمیمی 

 ، چٙبٖ ٔطثٌٛ ثبقس وٝ 𝑥، ثٝ ٘بْ ٘طْ  𝑥 ٘بٔٙفی ٔب٘ٙس 

,𝑥ثٝ اظای ٞط  (آ)      𝑦 ∈ 𝑋 ، 𝑥 + 𝑦 ≤  𝑥 +  𝑦 ، 

𝑥اٌط  (ة)      ∈ 𝑋 ٚ 𝛼 ،اؾىبِط ثبقس  𝛼𝑥 =  𝛼  𝑥 ، 

𝑥اٌط  (ح)      ≠ 0 ، 𝑥 > 0. 

 .وٙیٓ ٍ٘بضز ٘یع اؾتفبزٜ ٔی  ٔی 𝑥  ضا ثٝ 𝑥     اظ ٚاغٜ ٘طْ ثٝ ٔؼٙی تبثؼی وٝ 

,𝑑 𝑥ی  تٛاٖ یه فًبی ٔتطی ٌطفت وٝ زض آٖ فبنّٝ زاض ضا ٔی      ٞط فًبی ٘طْ 𝑦  ٗثی 𝑥 ٚ 𝑦 ٔؿبٚی 

 𝑥 − 𝑦 اؾت . 

 

زاض اؾت وٝ ٘ؿجت ثٝ ٔتط تؼطیف قسٜ ثٝ ٚؾیّٝ ٘طٔف تبْ   یه فًبی ٘طْفضای تاًاخ. 1.1.4      تؼزیف 

 . ثبقس؛ ایٗ یؼٙی ٞط ز٘جبِٝ وٛقی زض آٖ ثبیس ٍٕٞطا ثبقس ٔی
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 ثٝ تبثؼی تِ طَر یکٌَاذت ّوگزا 𝑋اظ تٛاثغ حمیمی زض فًبی ثب٘بخ  𝑥𝑛  ٌٛییٓ . 1.1.5     تؼزیف 

𝜀 اؾت اٌط ثٝ اظای ٞط 𝑋 ثط 𝑥ٔب٘ٙس  > ثبقس ثٝ َٛضی وٝ ثٝ اظای ٞط  (𝜀فمٍ تبثغ ) 𝑛0 ػسزی ٔب٘ٙس 0

𝑛 ≥ 𝑛0 ٞط ٚ 𝑎 ∈ 𝑋 ، 𝑥𝑛 𝑎 − 𝑥 𝑎  < 𝜀ثبقس  . 

 

𝐶یه فًبی ثطزاضی ثبقس، ٌٛییٓ ٔزٕٛػٝ 𝑋  اٌط .1.1.6      تؼزیف  ⊂ 𝑋 اؾت اٌطهحدب  

𝑡𝐶 +  1 − 𝑡 𝐶 ⊂ 𝐶          0 ≤ 𝑡 ≤ 1   

𝑥، اٌط       ثٝ ػجبضتی زیٍط ∈ 𝐶  ، 𝑦 ∈ 𝐶   ٚ ،0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑥  قبُٔ 𝐶 ، ثبیس 1 +  1 − 𝑡 𝑦ثبقس  . 

 

  ثبقس ثٝ َٛضی وٝ 𝑋 یه تٛپِٛٛغی ثط فًبی ثطزاضی τ فطو وٙیٓ .1.1.7تؼزیف      

  یه ٔزٕٛػٝ ثؿتٝ ثبقس، 𝑋ٚی  ٞط ٘مُٝ (آ)     

 . پیٛؾتٝ ثبقٙسτاػٕبَ فًبی ثطزاضی ٘ؿجت ثٝ  (ة)     

 یه فًبی ثطزاضی تٛپِٛٛغیه 𝑋 اؾت، ٚ 𝑋 ثط تَپَلَصی تزداری یه τ     زض ایٗ قطایٍ ٌٛییٓ 

 .ثبقس ٔی

 

 اؾت اٌط ثٝ ٞط دار  کزاى𝑋 اظ یه فًبی ثطزاضی تٛپِٛٛغیه 𝐸ٌٛییٓ ظیط ٔزٕٛػٝ . 1.1.8     تؼزیف 

𝑠 ػسزی ٔب٘ٙس 𝑋 زض0 اظ 𝑉ٕٞؿبیٍی  > 𝑡  چٙبٖ ٘ظیط ثبقس وٝ ثٝ اظای ٞط 0 > 𝑠 ،𝐸 ⊂ 𝑡𝑉. 

 

 اؾت اٌط هَضؼاً هحدب 𝑋ٌٛییٓ . یه فًبی ثطزاضی تٛپِٛٛغیىی ثبقس𝑋 فطو وٙیٓ .1.1.9     تؼزیف 

 .ا٘س ٔٛرٛز ثبقس  وٝ اػًبیف ٔحسة𝛽یه پبیٝ ٔٛيؼی ٔب٘ٙس 

 

 اؾت دار هَضؼاً کزاى 𝑋ٌٛییٓ .  یه فًبی ثطزاضی تٛپِٛٛغیىی ثبقس𝑋فطو وٙیٓ . 1.1.10     تؼزیف 

 .زاض زاقتٝ ثبقس  یه ٕٞؿبیٍی وطا0ٖاٌط 

 

هَضؼاً  𝑋ٌٛییٓ .  ثبقس𝜏 یه فًبی ثطزاضی تٛپِٛٛغیىی ثب تٛپِٛٛغی 𝑋 فطو وٙیٓ .1.1.11تؼزیف      

 .ای ثب ثؿت فكطزٜ زاقتٝ ثبقس  ٕٞؿبیٍی0 اؾت اٌط فطزدُ
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 یه 𝑋 . ثبقس𝜏 یه فًبی ثطزاضی تٛپِٛٛغیىی ثب تٛپِٛٛغی 𝑋 فطو وٙیٓ .1.1.12     تؼزیف 

𝑭  -اؾت اٌط تٛپِٛٛغی فضا 𝜏 آٖ ثٝ ٚؾیّٝ یه ٔتط پبیبی تبْ ٔب٘ٙس 𝑑اِمب قسٜ ثبقس . 

  

 فضای فزضِ یه  𝑋. یه فًبی ثطزاضی تٛپِٛٛغیىی ثبقس𝑋 فطو وٙیٓ .1.1.13     تؼزیف 

 . فًبی ٔٛيؼبً ٔحسة ثبقس– 𝐹 یه 𝑋اؾت اٌط 

 

 چٙبٖ 𝑋 اؾت اٌط یه ٘طْ ثط پذیز ، ًزم𝜏 ثب تٛپِٛٛغی 𝑋 فًبی ثطزاضی تٛپِٛٛغیه .1.1.14     تؼزیف 

 . ؾبظٌبض ثبقس𝜏ی آٖ ثب تٛپِٛٛغی  ٔٛرٛز ثبقس وٝ ٔتط اِمبء قسٜ ثٝ ٚؾیّٝ

 

ٞبیی 𝑥 ی   ضا ٔزٕٛػٝ 𝐸ٕٝٞ. ای اظ اػساز حمیمی اؾت  ز٘جبِٝ 𝑠𝑛  فطو وٙیٓ .1.1.15تؼزیف     

𝑠𝑛𝑘 ٞب ظیط ز٘جبِٝ  ٌیطیٓ وٝ ثطای آٖ ٔی 𝑠𝑛𝑘 ٔٛرٛز اؾت وٝ  𝑠𝑛  اظ   → 𝑥. 

∞→𝑙𝑖𝑚𝑛 ٌٛییٓ ٚ ثب ٕ٘بز  𝑠𝑛  ضا حس ثبلای ز٘جبِٝ 𝐸      سَپزیون 𝑠𝑢𝑝 𝑠𝑛زض نٛضتی . زٞیٓ  ٘كبٖ ٔی

∞→𝑙𝑖𝑚𝑛٘ٛیؿیٓ  ٔی. زاض ٘جبقس  اظ ثبلا وطاٖ 𝑠𝑛 وٝ  𝑠𝑢𝑝 𝑠𝑛 = +∞. 

∞→𝑙𝑖𝑚𝑛 ٌٛییٓ ٚ ثب ٕ٘بز  𝑠𝑛  ضا حس پبییٗ ز٘جبِٝ 𝐸      ایٌفیون 𝑖𝑛𝑓 𝑠𝑛زض نٛضتی وٝ . زٞیٓ  ٘كبٖ ٔی

 𝑠𝑛 ٖ٘ٛیؿیٓ  ٔی. زاض ٘جبقس  اظ پبییٗ وطا𝑙𝑖𝑚𝑛→∞ 𝑖𝑛𝑓 𝑠𝑛 = −∞. 

∞→𝑙𝑖𝑚𝑛اؾت اٌط ٚ تٟٙب اٌط  𝑠  ٍٕٞطا ثٝ 𝑠𝑛      ز٘جبِٝ  𝑠𝑢𝑝 𝑠𝑛 = 𝑙𝑖𝑚𝑛→∞ 𝑖𝑛𝑓 𝑠𝑛. 

 

𝑥قٛز اٌط زض ٞط ػٙهط   پیٛؾتٝ ٘بٔیسٜ ٔی𝑓 ٍ٘بقت.1.1.16     تؼزیف  ∈ 𝑋پیٛؾتٝ   پیٛؾتٝ ثبقس ٚ ،

 . ا٘تربة وطز𝑥 زض تؼطیف پیٛؾتٍی ضا ثتٛاٖ ٔؿتمُ اظ 𝛿قٛز اٌط، ػلاٜٚ ثط ایٗ، یىٙٛاذت ٘بٔیسٜ ٔی

  

                                                           
 . F-Space 

 . Frechet   
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𝐸 زض فًبی ٔتطی ثبقس، ٔزٕٛػٝ 𝑋 یه ٔتط ثط ٔزٕٛػٝ 𝑑 اٌط .1.1.17     تؼزیف  ⊂ 𝑋 ضا 

𝑑ٌٛییٓ اٌط ػسزی ٔب٘ٙس دار  کزاى 𝑀 < ، 𝐸 زض 𝑥 ٚ 𝑦 چٙبٖ ٔٛرٛز ثبقس وٝ ثٝ اظای ٞط ∞

𝑑 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑀 . 

زاض حتی   وطا𝑑ٖزاض ٚ  ٞبی وطاٖ  ثبقس، ٔزٕٛػ𝑑ٝ یه فًبی ثطزاضی تٛپِٛٛغیه ثب ٔتط ؾبظٌبض 𝑋     اٌط 

زاض اؾت   وطا𝑑ٖ ذٛز 𝑋ٌبٜ   یه ٔتط ثبقس آ𝑑ٖثٝ ػٙٛاٖ ٔخبَ، ٞط ٌبٜ .  پبیب ثبقس ِعٚٔبً یىی ٘یؿتٙس𝑑اٌط 

𝑀ثب ) = 𝑋زاض ثبقس ٍٔط آٖ وٝ  تٛا٘س وطاٖ ِٚی، ٕ٘ی (1 =  𝑑زاض ثٛزٜ ٚ   یه فًبی ٘ط𝑋ْٞط ٌبٜ  .  0 

 ضا ثب 𝑑زاضی یىی ذٛاٞٙس ثٛز؛ ِٚی اٌط  ٌبٜ زٚ ٔفْٟٛ وطاٖ ، آٖ ٔتط اِمب قسٜ ثٝ ٚؾیّٝ ٘طْ ثبقس

𝑑1 = 𝑑  1 + 𝑑   ( وٙس یه ٔتط پبیب وٝ ٕٞبٖ تٛپِٛٛغی ضا اِمب ٔی )  ػٛو وٙیٓ، ایٗ زٚ ٔفْٟٛ یىی

 .٘رٛاٞٙس ثٛز

 

  𝑥𝑛  ٚ  𝑦𝑛 ز٘جبِٝ ٞبی   اؾت ٞط ٌبٜتِ طَر یکٌَاذت هحدب 𝑋 فًبی ثب٘بخ .1.1.18     تؼزیف 

 ٔٛرٛز ثبقٙس وٝ

 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 → 2,    𝑦𝑛 ≤ 1,  𝑥𝑛 ≤ 1  

𝑥𝑛 وٙٙس وٝ  ایزبة ٔی − 𝑦𝑛 →  .ثٝ ػٙٛاٖ ٔخبَ، ٞط فًبی ٞیّجطت ثٝ َٛض یىٙٛاذت ٔحسة اؾت. 0

 

,𝑋  فطو وٙیس .1.1.19     تؼزیف  𝑑  ٚ یه فًبی ٔتطی ثبقس  𝑓: 𝑋 → 𝑋 ٝتبثؼی اظ ٔزٕٛػ𝑋 ٝث 

𝑎٘مُٝ . تٛی ذٛزـ ثبقس ∈ 𝑋 ًقطِ ثاتت ضا یه 𝑓 ٘بٔیٓ اٌط 𝑓 𝑎 = 𝑎. 

 

,𝑋  فطو وٙیس.1.1.20     تؼزیف  𝑑 تبثغ .  یه فًبی ٔتطی ثبقس𝑓: 𝑋 → 𝑋 ٘بٔیٓ اٌط اًقثاض ضا یه 

0ػسزی ٔب٘ٙس  < 𝑎 < , 𝑑 𝑓 𝑥  ثبقس ثٝ َٛضی وٝ 1 𝑓 𝑦  ≤ 𝑎𝑑 𝑥, 𝑦  ؛𝑎 ضا حبثت ا٘مجبو 

 .٘بٔیٓ ٔی

 

𝑥 یه فًبی ثب٘بخ ٚ 𝐸 فطو وٙیٓ .1.1.21تؼزیف       ∈ 𝐸 ٓثبقس ٚ فطو وٙی  𝑥𝑛 ⊂ 𝐸ثبقس  .

𝑥𝑛٘ٛیؿیٓ   اؾت، ٚ ٔی𝐸 زض 𝑥ثٝ ٘مُٝ ّوگزای ضؼیف   𝑥𝑛 ٌٛییٓ  ⇀ 𝑥 زض 𝐸 ٜٞط ٌب ، 

 𝑓, 𝑥𝑛 ⇀  𝑓, 𝑥                   ∀𝑓 ∈ 𝐸∗  
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 . فًبی زٌٚب٘ی اؾت∗𝐸 ثٝ َٛضی وٝ 

𝑥𝑛ٌٛییٓ انٛلاً  ٚلتی ٔی.  ثبقس𝑋ای زض ز٘جبِٝ 𝑥𝑛       ثٝ ػٙٛاٖ ٔخبَ، فطو وٙیٓ →  یؼٙی ٞط  0

ٌٛییٓ ثٝ َٛض يؼیف  ٚلتی ٔی.  ثٝ لسض وبفی ثعضي اؾت𝑛ٞب ثب   𝑥𝑛 حبٚی تٕبْ 0ٕٞؿبیٍی انّی 

𝑥𝑛 → 𝑥𝑛 قبُٔ ٕٞٝ 0 یؼٙی ٞط ٕٞؿبیٍی يؼیف 0 چٖٛ ٞط .  ثٝ لسض وبفی ثعضي اؾت𝑛ٞب ثب  

 ٕٞؿبیٍی يؼیف ثٝ قىُ 

𝑉 =  𝑥 ∶   𝛬𝑖𝑥 < 𝑟𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛    ثٝ اظای      

𝛬𝑖اؾت وٝ زض آٖ  ∈ 𝑋
∗ ٚ 𝑟𝑖 > 𝑥𝑛قٛز وٝ ثٝ َٛض يؼیف  ، ثٝ آؾب٘ی ٔؼّْٛ ٔی0 →  اٌط ٚ فمٍ اٌط 0

𝛬𝑥𝑛ثٝ اظای ٞط → 0 , 𝛬 ∈ 𝑋∗. 

 .(ػىؽ ُّٔت ٔؼٕٛلاً ٘بزضؾت اؾت ).      ِصا ٞط ز٘جبِٝ ٍٕٞطا ثٝ َٛض يؼیف ٍٕٞطاؾت

𝑥0 ثٛزٜ ٚ 𝑋 یه ظیط ٔزٕٛػٝ ثٝ َٛض يؼیف فكطزٜ 𝐾     ٞطٌبٜ  ∈ 𝐾ُٝی حسی يؼیف   یه ٘م

𝐸ی قٕبضـ پصیطی ٔب٘ٙس  ٔزٕٛػٝ ⊂ 𝐾ٖای ٔب٘ٙس  ٌبٜ ز٘جبِٝ  ثبقس، آ 𝑥𝑛  زض 𝐸 ٞؿت وٝ ثٝ َٛض 

 . ٍٕٞطاؾت𝑥0يؼیف ثٝ  

𝐸     ثٝ ٕٞیٗ ٘حٛ ، ٔزٕٛػٝ  ⊂ 𝑋 یؼٙی، ) اؾت دار تِ طَر ضؼیف کزاى𝐸ٖزاض   یه ظیط ٔزٕٛػٝ وطا

𝑋𝑤اٌط ٚ فمٍ اٌط ٞط (  اؾت 𝑉  ُٕٔٞب٘ٙس فٛق قب𝑡𝐸 ثٝ اظای 𝑡 = 𝑡 𝑉 > ایٗ ضخ . ای ثبقس 0

𝛬زٞس اٌط ٚ فمٍ اٌط ٘ظیط ٞط  ٔی ∈ 𝑋∗ ػسزی ٔب٘ٙس 𝛾 𝛬 <  چٙبٖ ٔٛرٛز ثبقس وٝ ثٝ اظای ∞

𝑥ٞط ∈ 𝐸 . 𝛬𝑥 ≤ 𝛾 𝛬   ٝثٝ ػجبضت زیٍط، ٔزٕٛػ 𝐸 ⊂ 𝑋ٖزاض اؾت اٌط ٚ فمٍ   ثٝ َٛض يؼیف وطا

𝛬 اٌط ٞط  ∈ 𝑋∗ٖزاض ثط  یه تبثغ وطا𝐸ثبقس . 

 

,𝑋  فًبی تٛپِٛٛغیه .1.1.22     تؼزیف  𝜏  ٘بٔیٓ اٌط ٞط ٘مُٝ اظ هَضؼاً فطزدُ ضا 𝑋 ٕٝٞؿبیٍی زاقت 

زاض ٔٛيؼبً فكطزٜ اؾت اٌط ٚ فمٍ اٌط ثب ثؼس ٔتٙبٞی  زا٘یٓ وٝ یه فًبی ٘طْ ٔی. ثبقس وٝ ثؿتف فكطزٜ ثبقس

 .ثبقس

  

𝑥 فًبی ثب٘بخ ٚ 𝐸 فطو وٙیٓ .1.1.23     تؼزیف  ∈ 𝐸 ٚ ، 𝑥𝑛 ⊂ 𝐸 ٌٓٛیی  𝑥𝑛   ِّوگزای قَی ت

𝒙٘ٛیؿیٓ   اؾت ٚ ٔی𝑥𝑛 → 𝑥 زض 𝐸،ٜٞطٌب  

𝑙𝑖𝑚𝑛→∞ 𝑥𝑛 − 𝑥 = 0  
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قٛز وٝ  ٞبیی اػٕبَ ٔی آیس وٝ زض آٖ ثط زؾتٍبٜ اظ ٔىب٘یه آٔبضی ٔیارگَدیک ی   ٚاغٜ.1.1.24     تثصزُ 

ثطای ٔكبٞسٜ یه ٔخبَ . ٞب ٔتٛؾٍ ٔىب٘ی ٔؿبٚی ٔتٛؾٍ ظٔب٘ی ثطای ثؼًی اظ وٕیبت ثطلطاض اؾت زض آٖ

 𝜓 ثٛزٜ، Ωای چٖٛ   زض ٔزٕٛػℳٝرجطی ٔب٘ٙس  - 𝜎ی احتٕبَ ثط   یه ا٘ساظ𝜇ٜضیبيی ؾبزٜ، فطو وٙیٓ 

  ثٍٙبضز، ٚ تىطاضٞبی آٖ ضا ثب،Ω ضا ثٝ تٛی Ωی  ٔزٕٛػٝ

 𝑛 = 2,3,4,…    𝜓
𝑛

= 𝜓𝑜𝜓
𝑛−1

, 𝜓
1

= 𝜓  

  ػجبضت اؾت اظ، 𝜓 ٘ؿجت ثٝ تجسیُ Ω ثط 𝑓اٌط ظٔبٖ ضا ٌؿؿتٝ ثٍیطیٓ، ٔتٛؾٍ ظٔب٘ی تبثغ . وٙیٓ تؼطیف ٔی

𝑙𝑖𝑚𝑛→∞
1

𝑛
 𝑓 + 𝑓𝑜𝜓 + ⋯+ 𝑓𝑜𝜓𝑛−1   

 .ٚلتی ایٗ حس ثٝ ٔفٟٛٔی ٔٛرٛز ثبقس

𝑓     ٔتٛؾٍ ٔىب٘ی تبثغ  ∈ 𝐿1 𝜇  چیعی رع ∫ 𝑓𝑑𝜇
Ω

 . ٘یؿت

 ٚ  𝜓 𝐸ایٗ یؼٙی .  ػلالٝ ٔٙسیΩٓ ثٝ ضٚی Ω اظ 𝜓ٞبی یه ثٝ یه حبفظ ا٘ساظٜ ٔب٘ٙس       ٔب ثٝ ٍ٘بقت

𝜓
−1
 𝐸  ثٝ اظای ٞط 𝐸 ∈ ℳ  زض ℳ ٜٞب  ی آٖ ا٘س ٚ ا٘ساظ𝜇 𝐸 زض ایٗ نٛضت ٚايح اؾت . ثبقس  ٔی

𝑓وٝ ثٝ اظای ٞط  ∈ 𝐿1 𝜇  ، 

∫  𝑓𝑜𝜓 𝑑𝜇 = ∫ 𝑓𝑑𝜇
ΩΩ

  

= 𝜓 𝐸     ٞطٌبٜ، ػلاٜٚ ثط ایٗ،  𝐸 ∈ ℳ  فمٍ ثٝ اظای 𝜇 𝐸 = = 𝜇 𝐸 ثب 0 ٌبٜ    ضخ زٞس، آ1ٖ

 . اضٌٛزیه اؾت𝜓ٌٛییٓ 

 

  𝑋ٚیه ٘مُٝ زض 𝑥0  یه فًبی تٛپِٛٛغیه ثبقس، 𝑋 فطو وٙیٓ.1.1.25     تؼزیف 

𝑓: 𝑋 → ℝ ∪  −∞, +∞   

 .      تبثؼی حمیمی ٔمساض تٛؾؼٝ یبفتٝ اؾت

𝜀 اؾت اٌط ثطای ٞط 𝑥0 زض ٘مُٝ ًیوِ پیَستِ تالایی 𝑓ٌٛییٓ  (اِف)      >  𝑥0 اظ 𝑈 ٕٞؿبیٍی 0

≥ 𝑈 ،𝑓 𝑥 زض 𝑥ٔٛرٛز ثبقس ثٝ َٛضی وٝ ثطای ٞط  𝑓 𝑥0 + 𝜀 . ثٝ ٚیػٜ ثطای حبِت ذبل فًبی

𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑥0تٛا٘یٓ ثٍٛییٓ  ٔتطیه ٔی
𝑠𝑢𝑝 𝑓 𝑥 ≤ 𝑓 𝑥0   . 
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𝜀 اؾت اٌط ثطای ٞط 𝑥0زض ٘مُٝ ًیوِ پیَستِ پاییٌی  𝑓ٌٛییٓ (ب)      >  ٔٛرٛز 𝑥0 اظ 𝑈 ٕٞؿبیٍی 0

≤ 𝑈 ،𝑓 𝑥 زض 𝑥ثبقس ثٝ َٛضی وٝ ثطای ٞط  𝑓 𝑥0 − 𝜀 . ثٝ ٚیػٜ ثطای حبِت ذبل فًبی ٔتطیه

𝑙𝑖𝑚𝑥→𝑥0تٛا٘یٓ ثٍٛییٓ  ٔی
𝑖𝑛𝑓 𝑓 𝑥 ≥ 𝑓 𝑥0  . 

 

𝑏𝑛 فطو وٙیٓ .1.1.26ّای سشارٍ       قضیِ هیاًگیي = 𝑛−1  𝑎𝑖  ،𝑎𝑛 → 𝑎 𝑛
𝑖=1ٌٖبٜ، ؛ آ 

𝑙𝑖𝑚𝑛→∞ 𝑏𝑛 = 𝑎.  

∞→𝑙𝑖𝑚𝑛 اثتسا ٔفْٟٛ .تزّاى      𝑏𝑛 = 𝑎وٙیٓ  ضا یبزآٚضی ٔی: 

𝛿ثطای ٞط  > 𝑏𝑛  ثٝ َٛضی وٝ ثطای ٞط𝑛𝛿 ٚرٛز زاضز یه 0 − 𝑎 < 𝛿 ،𝑛 > 𝑛𝛿 حبَ، چٖٛ .  

،𝑙𝑖𝑚𝑛→∞ 𝑎𝑛 = 𝑎زا٘یٓ وٝ ثطای ٞط  ٔی ε،   ثٝ َٛضی و𝑛εٝٚرٛز زاضز  

 𝑎𝑛 − 𝑎 < 𝜀              ،  ∀𝑛 > 𝑛𝜀 .  

𝛿 = 2𝜀 وٙیٓ  ضا ا٘تربة ٔی .𝜀،وٙیٓ  ضا حبثت اذتیبض ٔی. 𝑛𝜀 فطو  . ٌیطیٓ  ضا ثٝ نٛضت فٛق زض ٘ظط ٔی 

𝑏𝑛وٙیٓ وٝ  ٔی − 𝑎 ٚ  ،𝑛 ≥ 𝑛𝜀ثبقس . 

 𝑏𝑛 − 𝑎 =  𝑛−1  𝑎𝑖
𝑛
𝑖=1  − 𝑎 =  𝑛−1  𝑎𝑖

𝑛
𝑖=1  − 𝑎

𝑛

𝑛
   

=  𝑛−1 −𝑛𝑎 +  𝑎𝑖  =  𝑛−1   𝑎𝑖 − 𝑎 𝑛
𝑖=1     

 :وٙیٓ      حبَ ػجبضت ؾٕت ضاؾت ضا ثٝ زٚ لؿٕت تمؿیٓ ٔی

,   𝑛𝜀      ٔزٕٛع لؿٕت اَٚ ضا ثیٗ  زٞیٓ ٚ ثبلی ٔب٘سٜ رٕلات ضا زض ضاثُٝ رٕؼی زْٚ لطاض   لطاض ٔی1

 زٞیٓ، ٔی

 𝑏𝑛 − 𝑎 =  
1

𝑛
  𝑎𝑖 − 𝑎  ≤  

1

𝑛
  𝑎𝑖 − 𝑎 
𝑛𝜀   
𝑖=1                                          1.1.27                             

+  
1

𝑛
  𝑎𝑖 − 𝑎 𝑛
𝑖=𝑛𝜀+1                                                                    (1.1.28)  

 ،(1.1.27)اثتسا وطاٖ ضاثُٝ . ٌیطیٓ ضا زض ٘ظط ٔی (1.1.28) ٚ (1.1.27)     حبَ وطاٖ زٚ ضاثُٝ رٕؼی 

 
1

𝑛
  𝑎𝑖 − 𝑎 
𝑛𝜀   
𝑖=1  ≤

1

𝑛
  𝑎𝑖 − 𝑎 ≤

1

𝑛
 𝑚𝑎𝑥𝑗=1

𝑛𝜀    𝑎𝑗 − 𝑎 
𝑛𝜀   
𝑖=1

𝑛𝜀   
𝑖=1  

= 𝑚𝑎𝑥𝑗=1
𝑛𝜀    𝑎𝑗 − 𝑎 

1

𝑛
 1 = 𝑚𝑎𝑥𝑗=1

𝑛𝜀    𝑎𝑗 − 𝑎 
𝑛𝜀   

𝑛
 

𝑛𝜀   
𝑖=1    
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 ضا ثبظ وٙیٓ زاضیٓ  𝑛ٚ اٌط      

𝑛 >
𝑛𝜀 𝑚𝑎𝑥 𝑗=1

𝑛𝜀    𝑎𝑗−𝑎  

𝜀
,  

 ضؾیٓ، ثٝ ضاثُٝ ظیط ٔی (1.1.27)ٌبٜ اظ ضاثُٝ رٕؼی  آٖ     
1

𝑛
   𝑎𝑖 − 𝑎 

𝑛𝜀   
𝑖=1  < 𝜀  

 وٙیٓ، ضا ثٝ َٛض ٔكبثٝ ثبظ ٔی (1.1.28)      حبَ وطاٖ ضاثُٝ

 
1

𝑛
  𝑎𝑖 − 𝑎 𝑛
𝑖=𝑛𝜀+1  ≤

1

𝑛
  𝑎𝑖 − 𝑎 ≤

1

𝑛
 𝑚𝑎𝑥𝑖=𝑛𝜀+1

𝑛  𝑎𝑖 − 𝑎 
𝑛𝜀   
𝑖=𝑛𝜀+1

𝑛
𝑖=𝑛𝜀+1  

= 𝑚𝑎𝑥𝑖=𝑛𝜀+1
𝑛  𝑎𝑖 − 𝑎 

1

𝑛
 1 = 𝑚𝑎𝑥𝑖=𝑛𝜀+1

𝑛𝜀    𝑎𝑖 − 𝑎 
𝑛−𝑛𝜀 

𝑛
 𝑛

𝑖=𝑛𝜀+1    

≤ 𝑚𝑎𝑥𝑖=𝑛𝜀+1
𝑛  𝑎𝑖 − 𝑎 ≤ 𝜀                                                                    1.1.29                   

زٞیٓ وٝ، اٌط  ثٙبثطایٗ ٘كبٖ ٔی.  اؾت 𝑛𝜀ای ثطای چٍٍٛ٘ی ا٘تربة ٘تیزٝ (1.1.29)     ٘بٔؿبٚی 

𝜀 ضا زاقتٝ ثبقیٓ ٚ فطو وٙیٓ 𝛿حبثت  =
𝛿

2
،𝑛𝜀 ٌٝ٘ٛ ٝوٙیٓ وٝ   ای ا٘تربة ٔی  ضا ث

𝑛𝛿 =
𝑛𝜀 𝑚𝑎𝑥 𝑗=1

𝑛𝜀    𝑎𝑗−𝑎  

𝜀
𝑛 ثٝ َٛضی وٝ ثطای ٞط  > 𝑛𝛿  ، 𝑏𝑛 − 𝑎 < 𝛿 ٝاؾت؛ ث 

∞→𝑙𝑖𝑚𝑛ػجبضت زیٍط ٘كبٖ زازیٓ    𝑏𝑛 = 𝑎. 

 

  یه ٘طْ زیفطا٘ؿُ پصیط فطقٝ زاضز ٞطٌبٜ ثٝ اظای ٞط𝐸ٌٛییٓ فًبی ثب٘بخ . 1.1.30     تؼزیف 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸 ،هَجَد تاضد،حس ظیط  

𝑙𝑖𝑚
𝑡→0

 𝑥 − 𝑡𝑦 −  𝑥   

𝑡
. 

 

 اصل اًقثاض تاًاخ. 1.2     

     ثٝ ؾبزٌی لبثُ تٛرٝ اؾت وٝ زض انُ ٍ٘بقت ا٘مجبو ثب٘بخ، لًیٝ ٘مُٝ حبثت ثٝ َٛض ٌؿتطزٜ زض ٕٞٝ 

ضٚز؛ ظیطا اؾتفبزٜ اظ قطٌ ٔٙمجى وٙٙسٜ ضٚی ٍ٘بقت، احجبت ضا ؾبزٜ ٚ آؾبٖ  ٞب ثٝ وبض ٔی تزعیٝ ٚ تحّیُ

وٙس، ثٝ ایٗ ػّت وٝ ایٗ قطٌ تٟٙب ٘یبظ ٔزٕٛػٝ زض یه فًبی ٔتطیه وبُٔ اؾت؛ ٚ تمطیجب ثب وبضثطزٞبی  ٔی

، 1922انُ اَٚ لًیٝ ثب٘بخ وٝ زض ؾبَ . قٛز اؾتب٘ساضز زض تئٛضی زیفطا٘ؿیُ ٚ ٔؼبزلات ا٘تٍطاَ یبفت ٔی



20 
 

فًبیی وٝ زض ضٚاثٍ شیُ . ثٝ قىّی ؾبزٜ آقىبض قس،  ثطای حُ ٔؼبزِٝ ا٘تٍطاَ ٔٛرٛز ؾبذتٝ قسٜ ثٛز [23]

 . اؾت 0,1  یؼٙی فًبی ٕٞٝ تٛاثغ پیٛؾتٝ ثط  𝐶 0,1ٔٛضز اؾتفبزٜ لطاض ٌطفتٝ، فًبی 

,𝑀      فطو وٙیس  𝑑 یه ٍ٘بقت .  یه فًبی ٔتطیه ثبقس𝑇:𝑀 → 𝑀قٛز اٌط   ٌفتٝ ٔی ِیپكیتع

𝑘حبثت  ≥ ,𝑥 ٚرٛز زاقتٝ ثبقس ثٝ َٛضی وٝ ثطای ٞط 0 𝑦 ∈ 𝑀، 

𝑑 𝑇 𝑥 , 𝑇 𝑦  ≤ 𝑘𝑑 𝑥, 𝑦 .                                      (1.2.1)  

 .قٛز  ٘بٔیسٜ ٔی𝑇وٙس، حبثت ِیپكیتع؛   نسق ٔی(1.2.1) وٝ زض ػجبضت 𝑘     وٕتطیٗ ٔمساض 

 

𝑇:𝑀 یه ٍ٘بقت ِیپكیتع .1.2.2     تؼزیف  → 𝑀 ثب حبثت ِیپكیتع 𝑘 <  یه ٍ٘بقت ا٘مجبيی ٘بٔیسٜ 1

 .قٛز ٔی

 

,𝑀 فطو وٙیس (انُ ٍ٘بقت ا٘مجبيی ثب٘بخ) .1.2.3     قضیِ  𝑑  ٚ ُٔیه فًبی ٔتطیه وب 

𝑇:𝑀 → 𝑀ٌبٜ  آٖ.  یه ٍ٘بقت ا٘مجبيی ثبقس𝑇 یه ٘مُٝ حبثت ٔٙحهط ثٝ فطز 𝑥0،ٗزاضز، ٚ ػلاٜٚ ثط ای  

𝑙𝑖𝑚𝑛→∞ 𝑇
𝑛 𝑥 = 𝑥0            ,        ∀ 𝑥 ∈ 𝑀  

𝑥زا٘یٓ وٝ ثطای ٞط   یه ٍ٘بقت ا٘مجبيی اؾت، ٔی𝑇چٖٛ .      تزّاى ∈ 𝑀، 

𝑑 𝑇 𝑥 , 𝑇2 𝑥  ≤ 𝑘𝑑 𝑥, 𝑇 𝑥  .  

,𝑑 𝑥     ثب ايبفٝ وطزٖ  𝑇 𝑥  ثٝ َطفیٗ ٘بٔؿبٚی ثبلا زاضیٓ؛  

𝑑 𝑥, 𝑇 𝑥  + 𝑑 𝑇 𝑥 , 𝑇2 𝑥  ≤ 𝑑 𝑥, 𝑇 𝑥  + 𝑘𝑑 𝑥, 𝑇 𝑥    

 تٛاٖ ٘ٛقت؛      وٝ ٔی

𝑑 𝑥, 𝑇 𝑥  − 𝑘𝑑 𝑥, 𝑇 𝑥  ≤ 𝑑 𝑥, 𝑇 𝑥  − 𝑑 𝑇 𝑥 , 𝑇2 𝑥    

       ربثٝ ربیی آٖ ٔؼبزَ اؾت ثب؛

𝑑 𝑥, 𝑇 𝑥  ≤  1 − 𝑘 −1 𝑑 𝑥, 𝑇 𝑥  − 𝑑 𝑇 𝑥 , 𝑇2 𝑥     

𝜑:𝑀     حبَ تبثغ  → ℝ+ ضا ثب اؾتفبزٜ اظ تؿبٚی  

𝜑 𝑥 =  1 − 𝑘 −1𝑑 𝑥, 𝑇 𝑥  ,  
                                                           

 . lipschitz 


