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چͺیده

زوج�گروه�هایn−ایزوکلینیک

وسیله�ی: به
نژاد قاسم محمدحسن

زیرگروه M که ،(G,M) گروه�های زوج همه�ی کلاس به را n-ایزوکلینیسم مفهوم پایان�نامه، این در ما

زوج�گروه دو برای را هم�ارز شرایط تعدادی مفهوم، این جزئیات مطالعه با سپس و داده توسعه است، G نرمال

مͬ�کنیم. پیدا ͷایزوکلینی-n

به نسبت قسمت-تحویل�ناپذیر خارج و زیرگروه-تحویل�ناپذیر زوج�گروه�ها، n-ساقه معرفͬ با به�علاوه

n-ایزوکلینیسم به نسبت خارج�قسمت-تحویل�ناپذیر زوج�گروه�ها، n-ساقه که مͬ�کنیم ثابت n-ایزوکلینیسم،

زیرگروه- هم کند، Zn(M,G)صدق ≤ γn+١(M,G)شرط در که زوج�گروهͬ هر کلͬ�تر، حالت در و هستند

مͬ�باشد. n-ایزوکلینیسم به نسبت خارج�قسمت-�تحویل�ناپذیر هم و تحویل�ناپذیر

خارج�قسمت-تحویل�ناپذیر. زیرگروه-تحویل�ناپذیر، n-ساقه، گروه n-ایزوکلینیسم، زوج�گروه�ها، واژه�هایکلیدی:

د
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اختصاری فهرستنشانه�های

G در x عنصر مرکزساز :CG(x)

G در x عنصر نرمال�ساز :NG(x)

G در x عنصر مزدوجͬ رده :ClG(x)

G جابه�جایی درجه :d(G)

G مزدوجͬ رده�های تعداد :k(G)

G گروه مرکز :Z(G)

G گروه مرکز) (n-امین بالایی مرکزی سری جملۀ +n)-امین ١) :Zn(G)

G گروه پایینͬ مرکزی سری جملۀ n-امین :γn(G)

G مشتق زیرگروه :G′

٢n مرتبه از دووجهͬ گروه :D٢n

٢n مرتبه از چهارگان گروه :Q٢n

n پیمانه به صحیح اعداد حلقه :Zn

n درجه از متناوب گروه :An

n درجه از متقارن گروه :Sn

b و a جابه�جاگر :[a, b]

xn و . . . ،x٢ ،x١ جابه�جاگر :[x١, x٢, . . . , xn]

X مجموعه�ی با شده تولید زیرگروه :⟨X⟩

G در H اندیس :[G : H]

R روابط مجموعه و X مولد مجموعه با گروه نمایش :⟨X | R⟩

است نرمال G Mدر Mکه و G زوج�گروه :(G,M)

ز



g ∈ G mو ∈ M که ،[m, g] جابه�جاگرهای تمام با شده تولید زیرگروه :[M,G]

است Gنرمال Mدر وقتͬ {m ∈ M | ∀g ∈ G, [m, g] = ١} مجموعه :Z(M,G)

زوج�گروه�ها بالایی مرکزی سری جملۀ +n)-امین ١) :Zn(M,G)

زوج�گروه�ها پایینͬ مرکزی سری جملۀ (n)-امین :γn(M,G)

است B زیرگروه A :A ≤ B

است B نرمال زیرگروه A :AEB

است B مشخصه�ی زیرگروه A :AcharB

است یͺریخت B با A :A ∼= B

است ͷایزوکلینی B با A :A ∼ B

است ͷایزوکلینی-n ،B با A :A ∼n B

Gn و . . . ،G٢ ،G١ گروه�های مستقیم حاصلضرب :G١ ×G٢ × . . .×Gn

Ai ≤ G که {a١a٢ . . . an | ai ∈ Ai (١ ≤ i ≤ n)} مجموعه :
∏n

i=١Ai

G فراتینͬ زیرگروه :ϕ(G)

ح



پیشگفتار

نماد اول، عدد ͷی از توانͬ مرتبه با گروه�هایی رده�بندی منظور به [؟]، ١٩۴٠ سال در ١ هال

متناهͬ گروه�های رده�بندی در مͬ�تواند ایزوکلینیسم چطور که داد نشان و کرد معرفͬ را ایزوکلینیسم٢

زیرگروه�های و K

Z(K)
با H

Z(H)
اگر تنها و اگر مͬ�نامیم، ٣ͷایزوکلینی را K و H شود. استفاده

باشند. Kیͺریخت ′ با H ′ آن�ها، جابه�جاگر

گروه�های گروه�هاست. همه کلاس در هم�ارزی رابطه ͷی و ایزومورفیسم از تعمیمͬ ایزوکلینیسم،

و D٨ دووجهͬ گروه مثال برای نیست. برقرار همیشه آن عکس اما هستند، ͷایزوکلینی ایزومورفیسم،

و اگر آبلͬ�ست هرگروه بدانیم که است جالب خیلͬ .D٨ ≇ Q٨ اما هستند، ͷایزوکلینی Q٨ چهارگان

باشد. ͷایزوکلینی همانͬ گروه با اگر تنها

مینیمال مرتبه با متناهͬ گروه ͷی شامل حداقل هم�ارزی هرکلاس که کرد ثابت هم�چنین هال

نامید. ساقه۴ گروه را آن و است جابه�جاگرش زیرگروه در مشمول مرکزش که مͬ�باشد

که ،n کلاسحداکثر از پوچ�توان گروه�های تمام واریته گرفتن نظر در با [؟] بایوش۵ ،١٩٧۶ سال در

[؟] هͺستر۶ سال، ده از پس کند. معرفͬ را n-ایزوکلینیسم مفهوم توانست است، مثبت صحیح عدد n

گروه�های به بود، آمده بدست ͷایزوکلینی گروه�های برای او از قبل که را نتایجͬ

١Hall
٢Isoclinism
٣Isoclinic
۴Stem group
۵Bioch
۶Hekster

١



قسمت- خارج و زیرگروه-تحویل�ناپذیر n-ساقه، گروه معرفͬ با هم�چنین داد. تعمیم ͷایزوکلینی-n

نسبت خارج�قسمت-تحویل�ناپذیر n-ساقه، گروه که کرد ثابت n-ایزوکلینیسم، به نسبت تحویل�ناپذیر

صدق Zn(G) ≤ γn+١(G) شرط در که گروهͬ هر کلͬ�تر، حالت در و است. n-ایزوکلینیسم به

مͬ�باشد. n-ایزوکلینیسم به نسبت خارج�قسمت-تحویل�ناپذیر هم و زیرگروه-تحویل�ناپذیر هم کند،

که شد معرفͬ زیر صورت به ١٩۴۴ درسال [؟] میلر٧ توسط متناهͬ گروه�های جابه�جایی درجه

جابه�جا باهم Gکه در مرتب جفت�های تعداد تقسیم، حاصل با برابر ،G گروه جابه�جایی درجه d(G)

است. G مرتبه دوم برتوان مͬ�شوند،

حاصل با برابر گروه ͷی جابه�جایی درجه که، فرمول این ارائه با ١٩٧٣ درسال ٨[؟] گاستافسون

درجه برای را ۵
٨
بالای کران توانست است، گروه آن مرتبه بر گروه مزدوجͬ کلاس�های تعداد تقسیم

کند. پیدا غیرآبلͬ گروه�های جابه�جایی

گروه�های این�که و گروه�ها ایزوکلینیسم مفهوم از استفاده با ١٩٩۵ سال در [؟] ٩ لسͺات آن از پس

رده�بندی را ١
٢
حداقل جابه�جایی درجه با گروه�های توانست دارند، یͺسان جابه�جایی درجه ͷایزوکلینی

ͷایزوکلینی S٣ متقارن گروه با باید کند، اختیار را
١
٢
جابه�جایی درجه گروهͬ اگر که داد نشان او کند.

هستند. ٢ حداکثر کلاس از پوچ�توان گروه�های ، ١
٢
از بیشتر جابه�جایی درجه با گروه�های و باشد

تعریف را dn(G) جابه�جایی درجه n-امین و داد تعمیم را گروه�ها جابه�جایی درجه لسͺات، سپس

بر مͬ�شوند، جابه�جا دوبه�دو که مرتبی n)-تایی�های + ١) تعداد تقسیم حاصل با برابر dn(G) کرد.

مͬ�باشد. گروه مرتبه +n)-ام ١) توان

که کردند معرفͬ را جابه�جایی درجه از دیͽری تعمیم [؟]، چیتͬ و سالم�کار مقدم، ٢٠٠۵ درسال

جابه�جاگر که مرتبی� n)-تایی�های + ١) تمام مجموعه با برابر و گرفت نام پوچ�توانͬ درجه n-امین

مͬ�باشد. گروه مرتبه (١+n)-ام توان بر تقسیم است، گروه همانͬ عنصر با برابر آن�ها (١+n)-تایی

برای را جدیدی نتایج مͬ�کند، حفظ را n-پوچ�توانͬ درجه که ͷایزوکلینی-n گروه�های تعریف با آن�ها

که است ذکر به لازم آوردند. بدست است، نرمال گروه در عنصرشان هر مرکزساز که CN-گروه�ها،

مͬ�باشد. بدیهͬ مربوطه نتایج و بوده ٢ حداکثر کلاس از پوچ�توان CN-گروه�ها،

زوج�گروه�های کلاسهمه به را ایزوکلینیسم مفهوم [؟]، کریمͬ و سعیدی سالم�کار، ٢٠٠٧ سال در

کلاس هر شرایط، بعضͬ تحت که دادند نشان و داده تعمیم است، G نرمال Mزیرگروه که (G,M)

برای را هم�ارز شرایط تعدادی آن�ها هم�چنین مͬ�باشد. ساقه زوج�گروه ͷی حداقل شامل هم�ارزی

٧Miller
٨Gustafson
٩Lescot
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کردند. معرفͬ ͷایزوکلینی زوج�گروه�های

،٢٠١١ سال در [؟] غلامͬ و حیدریان که کارهایی بررسͬ و مطالعه با پایان�نامه این در ما

زوج�گروه�های همه کلاس به را n-ایزوکلینیسم مفهوم داده�اند، انجام [؟] هͺستر نتایج راستای در

تعدادی نماد، این جزئیات مطالعه با سپس و داده توسعه است، G نرمال زیرگروه M که (G,M)

زوج�گروه�های معرفͬ با علاوه به مͬ�کنیم. پیدا ͷایزوکلینی-n زوج�گروه دو برای را هم�ارز شرایط

مͬ�کنیم ثابت n-ایزوکلینیسم، به نسبت قسمت-تحویل�ناپذیر خارج و زیرگروه-تحویل�ناپذیر n-ساقه،

حالت در و هستند n-ایزوکلینیسم به نسبت خارج�قسمت-تحویل�ناپذیر n-ساقه، زوج�گروه�های که

زیرگروه-تحویل�ناپذیر هم کند، Zn(M,G)صدق ≤ γn+١(M,G)شرط در که زوج�گروهͬ هر کلͬ�تر،

مͬ�باشد. n-ایزوکلینیسم به نسبت خارج�قسمت-تحویل�ناپذیر هم و

٣



١ فصل

اولیه مقدمات تعاریفو

نیاز مورد بعدی فصل�های در که مͬ�پردازیم مقدماتͬ قضایای تعاریفو بعضͬ بیان به فصل این در

رده�های و نرمال�سازها مرکزسازها، تعریف با اول بخش در است. بخش چهار شامل فصل این است.

از مقدماتͬ نتایجͬ p-گروه�ها، معرفͬ با دوم بخش در مͬ�نماییم. معرفͬ را رده�ای معادله مزدوجͬ،

قضیه�ها برخͬ بیان به پوچ�توان، گروه�های معرفͬ با سوم، بخش در مͬ�آویم. بدست را آنها بین روابط

و مͬ�نماییم. معرفͬ را پایینͬ و بالایی مرکزی سری�های فراتینͬ، زیرگروه ادامه در و پرداخته نتایج و

برای بالا کرانͬ قضیه، و مثال طرح با جابه�جایی، درجه مفهوم تعریف با چهارم، فصل در سرانجام

مختلفͬ مراجع از برگرفته فصل این مطالب مͬ�کنیم. پیدا ناآبلͬ و متناهͬ گروه�های جابه�جایی درجه

بیشتر، مطالعه�ی به نیاز صورت در خواننده و است شده اشاره آن�ها به بخش�ها از ͷی هر در که است

کند. مراجعه آن�ها به مͬ�تواند

۴



رده�ای معادله و نرمال�سازها مرکزساز�ها، ١-١

مزدوجͬ دراین�صورترده باشد. آن از یͷعضو x و متناهͬ گروه ͷیG فرضکنید تعریف١.١.١.

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت وبه مͬ�دهیم نشان ،ClG(x) با را G در x

ClG(x) =
{
g ∈ G

∣∣g = xy; y ∈ G
}

=
{
xy = yxy−١

∣∣ y ∈ G
}
.

مͬ�باشند زیر خواص دارای مزدوجͬ رده�های .٢.١.١ قضیه

دارد. قرار خود مزدوجͬ رده در عنصر هر الف)

.ClG(x) = ClG(y) آن�گاه ،x ∈ ClG(y) اگر ب)

.ClG(x) ∩ ClG(y) = ∅ یا ClG(x) = ClG(y) ج)

مͬ�باشد. G گروه برای افراز ͷی
{
ClG(x)

∣∣x ∈ G
}
مجموعه د)

مͬ�شود. حاصل نتیجه سادگͬ به هم�ارزی�ست، رابطه ͷی تزویج رابطه که آنجایی از� اثبات.

x دراین�صورتمرکزساز باشد. آن از عضو ͷی x و متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض .٣.١.١ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت وبه مͬ�دهیم نشان ،CG(x) با را G در

CG(x) =
{
y ∈ G

∣∣xy = yx
}
.

مͬ�کنیم: تعریف باشد. گروه ͷی G کنید فرض .۴.١.١ تعریف

Z(G) =
{
y ∈ G

∣∣ ∀x ∈ G; xy = yx
}
.

مͬ�نامیم. G گروه مرکز را Z(G)دراین�صورت

دراین�صورت باشد. متناهͬ گروهͬ G کنید فرض .۵.١.١ قضیه

Z(G) =
∩
x∈G

CG(x).

است. بدیهͬ نتیجه تعریف، به توجه با اثبات.

تعداد دراین�صورت باشد. آن از عنصر ͷی x و متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض [؟] .۶.١.١ قضیه

مͬ�شمارد. را | G | که ،[G : CG(x)] با است برابر G در x مزدوجͬ رده عناصر

۵



به نتیجه در باشد. x ∈ Z(G) اگر تنها و اگر است، مزدوجͬ رده ͷی {x} مجموعه .٧.١.١ نتیجه

،G مرکز در x هر ازای

[G : CG(x)] = ١.

رده�ای عدد Gرا متمایز مزدوجͬ رده�های تعداد باشد. متناهͬ گروه ͷیG فرضکنید تعریف٨.١.١.

مͬ�دهیم. نشان k(G) با را آن و مͬ�گوییم G گروه

آن�گاه باشند، G متمایز مزدوجͬ رده�های تمامͬ (xi ∈ G) ،xn ،. . . ،x٢ ،x١ اگر .٩.١.١ تعریف

|G| =
n∑

i=١

|xi| =
n∑

i=١

[G : CG(xi)].

مͬ�نامند. G رده�ای معادله�ی را آن که

را G رده�ای معادله�ی ؟؟، نتیجه بنابر آن�گاه باشد، متناهͬ گروه ͷی G اگر [؟] .١٠.١.١ ملاحظه

نوشت: زیر صورت به مͬ�توان

|G| = |Z(G)|+
m∑
i=١

[G : CG(xi)].

.[G : CG(xi)] > ١ و xi ∈ G \ Z(G) ،١ ≤ i ≤ m برای آن در که

باشد. G گروه از عنصری g و G گروه از ناتهͬ زیرمجموعه�ای X کنید فرض .١١.١.١ تعریف

با است برابر g وسیله Xبه دراین�صورتمزدوج

Xg = gXg−١ =
{
gxg−١

∣∣x ∈ X
}
.

تعریف زیر صورت به و مͬ�دهیم نشان NG(X) نماد با را G در X نرمال�ساز .١٢.١.١ تعریف

مͬ�کنیم:

NG(X) =
{
g ∈ G

∣∣Xg = X
}
.

مͬ�باشد G از زیرگروهͬ بزرگترین NG(H) آن�گاه باشد، G از زیرگروهͬ H اگر .١٣.١.١ ملاحظه

است. نرمال آن در H که

دراین�صورت باشد، G از Hزیرگروهͬ کنید فرض [؟] (نرمال�ساز-مرکزساز) .١۴.١.١ قضیه

CG(H)ENG(H)

است. یͺریخت Aut(H) از زیرگروهͬ با NG(H)�CG(H) و

۶



متناهͬ p-گروه�های ١-٢

به�ازای اگر گویند یpͷ-گروه را G باشد. او̰ل عدد ͷی p و گروه ͷی G کنید فرض .١.٢.١ تعریف

.o(g) = pn که باشد داشته وجود n نامنفͬ عددصحیح ،g ∈ G هر

نامند. مͬ G از یpͷ-زیرگروه را H آن�گاه باشد، یpͷ-گروه H و G گروه از Hزیرگروهͬ اگر

هرگاه مͬ�نامند، ویژه١ بسیار p-گروه را G متناهͬ گروه .٢.٢.١ تعریف

Z(G) = G′ ∼= Zp.

هستند. ویژه بسیار Q٨ D٨و p-گروه�های مثال، عنوان به

نداشته نابدیهͬ واقعͬ نرمال زیرگروه هرگاه مͬ�نامند، ساده گروه را G نابدیهͬ گروه .٣.٢.١ تعریف

باشد.

مͬ�نامند. تابدار گروه را باشند متناهͬ مرتبه�ی از آن عناصر همه�ی که را گروهͬ .۴.٢.١ تعریف

باشند نامتناهͬ مرتبه�ی از آن دیͽر عضوهای همه�ی همانͬ، عضو جز به که گروه هر .۵.٢.١ تعریف

تابمͬ�نامند. بدون گروه را

مͬ�نامند مقدماتͬ آبلͬ گروه را G دراین�صورت باشد. آبلͬ گروه ͷی G کنید فرض .۶.٢.١ تعریف

.ap = ١ ،a ∈ G هر برای �که �طوری به باشد، داشته وجود p اول عدد هرگاه

ͷی را M دراین�صورت باشد. آن از زیرگروه ͷی M و گروه ͷی G کنید فرض .٧.٢.١ تعریف

یا M = H که دهد نتیجه M ≤ H ≤ G هرگاه مͬ�گویند، G از (ماکسیمال) بیشین زیرگروه

.H = G

،K ⊆ L اگر باشند. G گروه زیرگروه�های K و H ،L کنید فرض ددکیند٢) ) [؟] .٨.٢.١ قضیه

.(HK) ∩ L = (H ∩ L)K آنگاه

.|H| | |G| آن�گاه ،H ≤ G و باشد متناهͬ گروه ͷی G اگر )[؟] ٣ لاگرانژ ) .٩.٢.١ قضیه

١Extra special p-group
٢Dedekind
٣Lagrange

٧



به�طوری�که باشد، او̰ل عدد ͷی p و متناهͬ گروهͬ G کنید فرض )[؟] ۴ کوشͬ ) .١٠.٢.١ قضیه

مͬ�باشد. p مرتبه�ی از عنصری شامل Gدراین�صورت .p | |G|

باشد. p اول عدد از توانͬ |G| اگر فقط و اگر است Gیpͷ-گروه متناهͬ گروه [؟] .١١.٢.١ نتیجه

.|Z(G)| > ١ آن�گاه باشد، نا�بدیهͬ و متناهͬ یpͷ-گروه G اگر [؟] .١٢.٢.١ نتیجه

دراین�صورت باشد. است) او̰ل عددی p) متناهͬ p-گروه ͷی G کنید فرض [؟] .١٣.٢.١ قضیه

است. نابدیهͬ Z(G) ∩N ،G از N نابدیهͬ و نرمال زیرگروه هر برای

مͬ�نامند، G از است) او̰ل عددی p) سیلو یpͷ-زیرگروه را G گروه از P زیرگروه .١۴.٢.١ تعریف

باشد. G از (بیشین) ماکزیمال یpͷ-زیرگروه ،P هرگاه

اگر دراین�صورت .p
∣∣|G| که باشد او̰ل عددی p و متناهͬ گروهͬ G کنید فرض [؟] .١۵.٢.١ قضیه

.NG(H) = H آن�گاه ،NG(P ) ≤ H ≤ G و باشد G سیلوی p-زیرگروه ،P

باشد. G از ماکسیمال زیرگروهͬ M و متناهͬ p-گروه ͷی G کنید فرض [؟] .١۶.٢.١ نتیجه

.[G : M ] = p Mو EGدراین�صورت

پوچ�توان گروه�های ١-٣

دراین�صورت باشد. گروه ͷی G کنید فرض .١.٣.١ تعریف

مͬ�نامند. y و x جابه�جاگر را [x, y] = x−١y−١xy ∈ G عنصر ،x, y ∈ G هر �ازای به الف)

زیرگروه ،X, Y ≤ G هر ازای به ب)

[X,Y ] =
⟨
[x, y]

∣∣ x ∈ X, y ∈ Y
⟩

مͬ�نامند. Y و X جابه�جاگر زیرگروه را

مͬ�کنیم: تعریف دراین�صورت باشد. G از نرمال زیرگروه ͷیM کنید فرض ج)

[M,G] =
{
[m, g]

∣∣m ∈ M, g ∈ G
}
.

.[M,n+١G] =
[
[M,n G], G

]
،n ≥ ١ برای و [M,٠G] = M داریم: کلͬ حالت در و

۴Cauchy
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