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چͺیده
حلقه�های خواص بررسͬ به سپس و مͬ�کنیم تعریف را تمیز fـ حلقه پایان�نامه این در ابتدا

تحت که را شرایطͬ باشد. موریتاکانتͺس حلقه ͷی C =

(
A V
W B

)
کنیم فرض مͬ�پردازیم. تمیز ـ f

کامل عنصر تعدادی شامل که حلقه�هایͬ همچنین مͬ�کنیم. بیان را باشد تمیز ـ f حلقه ͷی C آن
مͬ�دهیم نشان ادامه در مͬ�دهیم، قرار بررسͬ مورد را ها حلقه این ساختار و کنیم مͬ تعریف را هستند
معرفͬ به آخر در است. چنین نیز Mn(R) آن�گاه باشد، کامل عنصر تعدادی شامل R حلقه اگر که

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را حلقه�ها این خواص برخͬ و مͬ�پردازیم یͺتا تمیز و تمیز حلقه�های
مقالات از برگرفته نامه، پایان این در شده ارائه مطالب

. باشد مͬ [١٠] و [١]



ଘمقدৎ
و భما

ঙࢡඥرସ୍م



චاری... ণپاس໋�

همنشینͬ به و شد رهنمونمان دانش و علم طریق به و بخشید هستͬ�مان که را یͺتا پروردگار بͬ�کران سپاس

ساخت. روزیمان را معرفت و علم از خوشه�چینͬ و نمود مفتخرمان ودانش علم رهروان

مͬ�دانم لازم خود بر رسانده�ام، پایان به را تحصیلم از پرخاطره دوره�ی این متعال، خداوند یاری به که اکنون

در من راه�گشای و راهنما همواره که هاشمͬ دکتر آقای جناب فرزانه، و فرهیخته استاد بͬ�دریغ زحمات از

نمایم. قدردانͬ و تشͺر صمیمانه است، بوده پایان�نامه این اتمام

دعای و بوده همراهم زندگͬ، بلندی�های و پستͬ در همواره که مͬ�نهم ارج را مهربانم مادر زحمات پایان، در

همچنین است. بوده من وپشتیبان همراه که صبورم همسر از مͬ�کنم تشͺر و است بوده راهم ی بدرقه خیرش

مرا که حیدری سمیه خانم و وزیری زهرا خانم پاسبان، خدیجه خانم زاده، ممͬ سمیه خانم عزیزم دوستان از

مͬ�کنم. موفقیت آرزوی برایشان و دارم را سپاسͽزاری نهایت نمودند یاری مهم این در

اوزویدوਆی ਟیਟیࣣคه
۱۳۹۲
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١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم و نیازها پیش

١



مقدمه ١.١

را تمیز های حلقه زیادی نویسنده�های او بر علاوه شد. تعریف ،[١١] ١ نیͺلسون بوسیله تمیز حلقه�های

۵ خورانا. و ۴ یو ،٣ اندرسون ،٢ کامیلو جمله از داده�اند: قرار بررسͬ مورد

تمیز ناصفر تعویض�پذیر حلقه روی جمله�ای�ها چند حلقه که دادند نشان [١] در کامیلو و اندرسون

آن�گاه باشند، کامل عنصر تعدادی شامل B و A حلقه�های اگر که داد نشان [٣] در چن همچنین نیست.

است. چنین نیز T موریتاکانتͺس حلقه

حلقه�های ابتدا دوم فصل در مͬ�کنیم. بیان را مقدماتͬ مفاهیم تعاریفو نمادها، اول فصل در پایان�نامه این در

آن تحت که شرایطͬ و مͬ�پردازیم تمیز ـ f حلقه�های خواص بررسͬ به سپس و مͬ�کنیم تعریف را تمیز ـ f

اگر مͬ�دهیم نشان همچنین و مͬ�کنیم بیان را باشد تمیز fـ حلقه ͷی T =

(
A V
W B

)
موریتاکانتͺس حلقه

معرفͬ به ادامه در است. تمیز ـ f نیز Mn(R) ،n ≥ ١ هر برای آن�گاه باشد، تمیز ـ f حلقه ͷی R حلقه

شامل R حلقه اگر که مͬ�دهیم نشان همچنین و مͬ�پردازیم هستند کامل عنصر تعدادی شامل که حلقه�هایͬ

است. چنین نیز Mn(R) آن�گاه باشد، کامل عنصر تعدادی

برای معادل�هایͬ همچنین مͬ�کنیم. بیان آن از مثال�هایͬ و مͬ�پردازیم تمیز حلقه�های معرفͬ به سوم فصل در

نمود، بررسͬ را تمیز حلقه�های ویژگͬ�های مͬ�توان که دیͽری روش�های ادامه در مͬ�دهیم. ارائه تمیز حلقه

مͬ�کنیم. بیان مورد این در گزاره�هایͬ و قضایا و مͬ�کنیم معرفͬ را یͺتا تمیز آخرحلقه�های در مͬ�دهیم. ارائه

باشد. مͬ [١٠] و [١] مقالات از برگرفته پایان�نامه، این در شده ارائه مطالب

١Nicholson
٢Comillo
٣Anderson
۴Yu
۵Khurana



٣ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .٢.١

مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ٢.١

شود ذکر آن خلاف آن�که مͽر است یͺدار و شرکت�پذیر صفر غیر حلقه�ی ͷی نمایانͽر R نامه پایان این در

مͬ�کنیم: استفاده زیر نمادهای از و

،R حلقه�ی یͺه�های مجموعه�ی :U(R)

،R حلقه�ی یͺه�های غیر مجموعه�ی :N(R)

،R روی n× n بالامثلثͬ ماتریس�های حلقه :Tn(R)

،R روی n× n ماتریس�های حلقه :Mn(R)

،R روی n−بعدی عمومͬ خطͬ گروه :GLn(R)

،R حلقه جیͺبسون رادیͺال :J(R)

،R حلقه کامل عناصر مجموعه : K(R)

،Xصفرساز : Ann(X)

جمله�ای�ها، چند حلقه : R[X]

توانͬ، سریهای حلقه�های :R[[X]]

اصلͬ، ایده��آل دامنه :PID

،R حلقه اول ایده�آل�های تمام مجموعه :Spec(R)

،R حلقه�ی ماکسیمال ایده�آل�های تمام مجموعه�ی :Max(R)

.R حلقه�ی مینیمال اول ایده�آل�های تمام مجموعه :Min(R)

، R حلقه خودتوان�های مجموعه :Id(R)

،
{ x١

...
xn

 | x١, . . . , xn ∈ R

}
مجموعه : Rn×١

،
{(

x١, . . . , xn
)
| x١, . . . , xn ∈ R

}
مجموعه :R١×n

مͬ�دهیم: قرار ،a, b ∈ R و α, β ∈ U(R) هر برای



۴ مقدماتͬ مفاهیم و نیازها پیش .١

B١٢(a) =

(
١ a
٠ ١

)
, B٢١(a) =

(
١ ٠
a ١

)
, [α, β] =

(
α ٠
٠ β

)
.

برقرارند: زیر رابطه�های ،١ ≤ i, j ≤ ٢ و x, y ∈ R ،α١, α٢, β١, β٢ ∈ U(R) هر برای بوضوح

،Bij(x)Bij(y) = Bij(x+ y) (١)

،Bij(x)[α١, α٢] = [α١, α٢]Bij(α
−١
i xαj) (٢)

،[α١, α٢]Bij(x) = Bij(αixα
−١
j )[α١, α٢] (٣)

،[α١, α٢][β١, β٢] = [α١β١, α٢β٢] (۴)

،[α١, α١−[٢ = [α−١
١ , α−١

٢ ] (۵)

.B−١
ij (x) = Bij(−x) (۶)

مͬ�نامیم. ∆ های رابطه را فوق رابطه�های

،BWA و دو�مدول -(A,B) ،AVB که کنیم فرض مͬ�گیریم. نظر در را B و A حلقه�های .١.٢.١ تعریف

دو�مدولͬ همومورفیسم�های ψ : V ⊗B W −→ A و ϕ : W ⊗A V −→ B و باشند دو�مدول -(B,A)

.ψ(v ⊗ w)v
′
= vϕ(w ⊗ v

′
), ϕ(w ⊗ v)w

′
= wψ(v ⊗ w

′
) بطوری�که باشند

.T =

(
A V
W B

)
کنیم فرض مͬ�نامیم. موریتاکانتͺست را (A,B, V,W,ψ, ϕ) این�صورت در

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را T روی ضرب دوتایͬ عمل

(
a v
w b

)(
a
′

v
′

w
′
b
′

)
=

(
aa

′
+ ψ(v ⊗ w

′
) av

′
+ vb

′

wa
′
+ bw

′
ϕ(w ⊗ v

′
) + bb

′

)
.

است. حلقه ͷی فوق دوتایͬ ضرب و ماتریس�ها معمولͬ جمع دوتایͬ عمل دو با T که داد نشان مͬ�توان

مͬ�نامیم. موریتاکانتͺست حلقه را T

مثلثͬ ماتریس�های حلقه و ٢×٢ ماتریس�های حلقه شامل موریتاکانتͺست حلقه�های کلاس که است واضح



۵ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .٢.١

است.

.a ∈ aRa هرگاه مͬ�نامیم، منظم نیومن فون را a ∈ R عنصر ( الف .٢.٢.١ تعریف

باشد. منظم نیومن فون آن عنصر هر هرگاه مͬ�نامیم، منظم نیومن فون را R حلقه ( ب

.e٢ = e هرگاه مͬ�نامیم، خودتوان را R حلقه�ی از e عنصر ( الف .٣.٢.١ تعریف

باشد. خودتوان آن عنصر هر هرگاه مͬ�نامیم، بولͬ را R حلقه�ی ( ب

.re = er ،r ∈ R هر برای هرگاه مͬ�نامیم، مرکزی را e ∈ R خودتوان ( ج

باشد. نداشته ناصفری پوچ�توان عنصر هیچ هرگاه مͬ�نامیم، یافته تقلیل را R حلقه�ی .۴.٢.١ تعریف

بعدی ـ n عمومͬ خطͬ گروه را R حلقه از درایه�هایͬ با ،n×n وارون�پذیر ماتریس�های تمام .۵.٢.١ تعریف

مͬ�دهند. نمایش GLn(R) نماد با و مͬ�نامند R روی

باشد. یͺدار و جابجایͬ حلقه ͷی R کنیم فرض .۶.٢.١ تعریف

باشد. یͺه y یا x آن�گاه باشد، a = xy اگر و نباشد یͺه a هرگاه مͬ�نامیم، تحویل�ناپذیر را ٠ ̸= a ∈ R ( الف

.p | y یا p | x آن�گاه ،p | xy اگر و نباشد یͺه p هرگاه مͬ�نامیم، اول را ٠ ̸= p ∈ R ب)

.b | a و a | b هرگاه هستند، ͷشری b و a عنصر دو گوییم ( پ

هرگاه مͬ�دهیم نمایش UFDعلامت با و مͬ�نامیم یͺتا تجزیه دامنه ͷی را R صحیح دامنه�ی تعریف٧.٢.١.

کند: صدق زیر شرایط در

بطوری�که بنویسیم، a = p١ . . . . . . pm صورت به بتوانیم را R حلقه�ی از a یͺه غیر ناصفر هرعنصر ( الف

هستند. تحویل�ناپذیر عناصری pm, . . . , p١

آن�گاه هستند، تحویل�ناپذیر عناصر�ی qn, . . . , q١ و pm, . . . , p١ بطوری�که ،p١ . . . pm = q١ . . . qn اگر ( ب

باشند. ͷشری pδ(i) و qi بطوری�که باشد داشته وجود δ ∈ Sn و باشد n = m



۶ مقدماتͬ مفاهیم و نیازها پیش .١

دنباله�های تمام مجموعه R[[x]] کنیم فرض باشد. یͺدار حلقه ͷی R کنیم فرض الف) .٨.٢.١ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به آن روی را ضرب و جمع اعمال باشد. R روی a٠ + a١x+ . . .

و (a٠ + a١x+ . . .) + (b٠ + b١x+ . . .) = ((a٠ + b٠) + (a١ + b١)x+ . . .)

در .ck =
∑k

i=٠ aibk−i ،k هر برای بطوری�که (a٠ + a١x+ . . .)(b٠ + b١x+ . . .) = (c٠ + c١x+ . . .)

آن است. آن ضربͬ خنثͬ عضو (١,٠, . . .) و بوده یͺدار حلقه ͷی R[[x]] داد نشان مͬ�توان سادگͬ به نتیجه

هستند. R روی توانͬ سریهای همان R[[x]] عناصر و نامیده توانͬ سریهای حلقه�های را

با را اریب توانͬ سریهای حلقه باشد. R روی درون��ریختͬ ͷی δ و حلقه ͷی R کنیم فرض ب)

بطور K روی ضرب و جمع است. توانͬ سریهای عناصر همانند آن عناصر مͬ�دهیم. نمایش K = R[[x; δ]]

.xa = δ(a)x ،a ∈ R هر برای بطوری�که مͬ�شود، تعریف طبیعͬ

اگر است بسته ضربͬ R جابجایͬ حلقه از S مجموعه�ی زیر که مͬ�گوییم .٩.٢.١ تعریف

و ١ ∈ S الف)

.s١s٢ ∈ S آن�گاه ، s١, s٢ ∈ S اگر ب)

روی را ∼ رابطه باشد. R جابجایͬ حلقه از بسته ضربͬ زیر�مجموعه�ای S کنیم فرض .١٠.٢.١ تعریف

(a, b)و (b, t) ∈ R× S ازای به مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به R× S

(a, s) ∼ (b, t) ⇐⇒ ∃u ∈ S : u(ta− sb) = ٠.

است. R× S روی هم�ارزی رابطه�ای ∼ این�صورت در

نمایش S−١R با را ∼ هم�ارزی رده�های مجموعه و a
s
یا a/s با را (a, s) ∈ R × S شامل هم�ارزی رده

عمل�های تحت S−١R این�صورت در مͬ�دهیم.

a

s

b

t
=
ab

st
و a
s
+
b

t
=
ta+ sb

st

R کسرهای حلقه را S−١R جدید حلقه این است. جابجایͬ حلقه�ای ،s, t ∈ S و a, b ∈ R ازای به

مͬ�نامیم. S به نسبت



٧ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .٢.١

کنیم فرض باشد. R حلقه از اول ایده�آلͬ P و جابجایͬ حلقه�ای R کنیم فرض .١١.٢.١ تعریف

سازی موضعͬ از حاصل حلقه را Rp مͬ�دهیم. نمایش Rp با را S−١R حلقه این�صورت در .S := R \ P

مͬ�نامیم. P در R

آن��گاه ،P ∩ S = ∅ و P ∈ Spec(R) اگر .١٢.٢.١ قضیه

.P e = {λ ∈ S−١R : λ =
a

s
, a ∈ P, s ∈ S} ∈ Spec(S−١R)

کنید. رجوع ٣٢.۵ قضیه [١٢] به برهان.

در .α ∈ U(R) و A ∈ GL٢(R) که ،A =

(
α a
b c

)
و باشد حلقه ͷی R کنیم فرض .١٣.٢.١ گزاره

بطوری�که دارند وجود β ∈ U(R) و d, e ∈ R عناصر این�صورت

A = [α, β]B٢١(d)B١٢(e),

.e = α−١a و d = β−١b ،β = −bα−١a+ c آن در که

که دارند وجود x, y ∈ R مͬ�کنیم ثابت برهان.

B٢١(x)

(
α a
b c

)
B١٢(y) = [α, β].

کنند: صدق زیر تساوی در باید x, y ∈ R واقع )در
α αy + a

xa+ b (xα+ b)y + xa+ c

)
=

(
α ٠
٠ β

)
.

چون .β = −bα−١a + c و x = −bα−١ ،y = −α−١a نتیجه در .xα + b = ٠ و αy + a = ٠ پس

[α, β] پس مͬ�باشد.)، B١٢(−y)A−١B٢١(−x) بصورت آن (وارون است وارون�پذیر B٢١(x)AB١٢(y)

پس .β ∈ U(R) لذا است. وارون�پذیر

B٢١(−bα−١)AB١٢(−α−١a) = [α, β].



٨ مقدماتͬ مفاهیم و نیازها پیش .١

در چپ از و B−١
١٢ (−α

−١a) = B١٢(α
−١a) در راست از فوق تساوی ضرب با

داریم: ،B−١
٢١ (−bα

−١) = B٢١(bα
−١)

A = B٢١(bα
−١)[α, β]B١٢(α

−١a).

پس .B٢١(bα
−١)[α, β] = [α, β]B٢١(β

−١b) داریم ،∆ روابط (٢) ازبند

A = [α, β]B٢١(β
−١b)B١٢(α

−١a).

در .β ∈ U(R) و A ∈ GL٢(R) که ،A =

(
a b
c β

)
و باشد حلقه ͷی R کنیم فرض .١۴.٢.١ گزاره

بطوری�که دارند وجود α ∈ U(R) و d, e ∈ R عناصر این�صورت

A = [α, β]B١٢(d)B٢١(e),

.e = β−١c و d = α−١b ،α = a− bβ−١c که

شود. مͬ اثبات قبل گزاره�ی مشابه برهان.

R از (n > ١) In, . . . , I١ ایده�آل�های هرگاه مͬ�نامیم، پذیر تجزیه را R حلقه�ی الف) .١۵.٢.١ تعریف

.R = I١ ⊕ I٢ ⊕ · · · ⊕ In بطوری�که باشند موجود

مͬ�نامیم. ناپذیر تجزیه نباشد، پذیر تجزیه� که حلقه�ای ب)

باشد. R حلقه غیرصفر مرکزی خودتوان تنها ١ اگر تنها و اگر است، ناپذیر تجزیه R حلقه�ی .١۶.٢.١ نتیجه

کنید. رجوع ٧.٧ نتیجه [٢] به برهان.

هر برای بطوری�که باشند R حلقه از ایده�آل�هایͬ In, . . . , I١ و حلقه ͷی R کنیم فرض .١٧.٢.١ نتیجه

. R

I١ ∩ . . . ∩ In
∼=

∏n
i=١

R

Ii
این�صورت در .Ii + Ij = R ،i ̸= j



٩ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .٢.١

کنید. رجوع ٢.٢٧ نتیجه� [٩] به برهان.

این�صورت در .f =
∑n

i=٠ aix
i ∈ R[x] و بوده یͺدار و جابجایͬ حلقه ͷی R کنید فرض .١٨.٢.١ قضیه

باشد. R از پوچ��توانͬ عناصر a١, . . . , an و بوده R در یͺه ͷی a٠ اگر تنها و اگر است، R در یͺه ͷی f

کنید. رجوع [٩] به برهان.

داشته بفرد منحصر ماکسیمال ایده�آل هرگاه مͬ�نامیم، موضعͬ را R تعویض�پذیر حلقه .١٩.٢.١ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش (R,M) صورت به را آن آن�گاه باشد، R بفرد منحصر ماکسیمال ایده�آل M اگر باشد؛

: معادلند زیر شرایط آن�گاه یͺدارباشد، و جابجایͬ حلقه ͷی R هرگاه .٢٠.٢.١ قضیه

است. موضعͬ حلقه ͷی R (١)

هستند. M مانند سره ایده�آلͬ مشمول R غیریͺه�های تمام (٢)

مͬ�دهند. تشͺیل ایده�آل ͷی R یͺه�های غیر (٣)

ایده�آل مشمول (a) بنابراین .(a) ̸= R آن�گاه باشد، غیریͺه ͷی a ∈ R هرگاه :(٢) ⇐= (١) برهان.

است. M فرد منحصربه ماکسیمال

است. واضح :(٣) ⇐= (٢)

R از سره�ای ایده�آل N(R) لذا ،١ /∈ N(R) چون .N(R) = ∪m∈Max(R)m⊴R مͬ�دانیم : (١) ⇐= (٣)

ماکسیمال mایده�آل فرضکنیم حال .N(R) ⊆ n که دارد وجود n مانند R از ماکسیمالͬ ایده�آل لذا و است

این�صورت در باشد. R از دلخواهͬ

m ⊆ ∪m∈Max(R)m ⊆ n.

است. موضعͬ R حلقه�ی یعنͬ .m = nپس است، ماکسیمال m چون

به اگر تنها و اگر r ∈ J(R) این�صورت در .r ∈ R و باشد جابجایͬ حلقه��ای R کنیم فرض .٢١.٢.١ لم

باشد. وارون�پذیر R در ١− ra ،a ∈ R هر ازای



١٠ مقدماتͬ مفاهیم و نیازها پیش .١

کنید. رجوع ١٧.٣ لم [١٢] به برهان.

آن�گاه ،a, b ∈ R که aR + bR = R هرگاه دارد، ͷی پایدار برد خاصیت R حلقه گوییم .٢٢.٢.١ تعریف

.a+ by ∈ U(R) بطوری�که باشد داشته وجود y ∈ R

نیز Mn(R) ،n ≥ ١ هر برای آن�گاه باشد، داشته ͷی پایدار برد خاصیت R حلقه اگر .٢٣.٢.١ نتیجه

دارد. ͷی پایدار برد خاصیت

کنید. رجوع ١.١.۶ نتیجه [۵] به برهان.

Mتوسط اگر باشد. راست مدول -RͷیM و باشد ͷی پایدار برد با حلقه�ای R کنیم فرض .٢۴.٢.١ لم

بطوری�که دارد وجود U ∈ GLn(R) آن�گاه شود، تولید {b١, . . . , bn} و {a١, . . . , an} مجموعه زیر دو

.(a١, . . . , an) = (b١, . . . , bn)U

چون .a١, a٢, · · · , an, b١, b٢, · · · , bn ∈M و باشد راست مدول - R ͷی M کنیم فرض برهان.

.(a١, . . . , an)Mn(R) = (b١, . . . , bn)Mn(R)پس ،a١R+a٢R+. . .+anR = b١R+b٢R+. . .+bnR

و (a١, . . . , an)A = (b١, . . . , bn) که دارند وجود Mn(R) از B و A ماتریس�های لذا

،٢٣.٢.١ نتیجه به بنا پس دارد، ͷی پایدار برد خاصیت R حلقه چون .(a١, . . . , an) = (b١, . . . , bn)B

C ∈ Mn(R) پس ،BA + (In − BA) = In چون طرفͬ از دارد. ͷی پایدار برد خاصیت نیز Mn(R)

بنابراین .B + (In −BA)C = U ∈ GLn(R) که دارد وجود

(b١, . . . , bn)U = (b١, . . . , bn)(B + (In −BA)C) = (a١, . . . , an).

،٠ =
x

١ ∈ Rm ،m ∈Max(R) هر برای اگر .x ∈ R و باشد جابجایͬ Rیͷحلقه فرضکنیم .٢۵.٢.١ لم

.x = ٠ آن�گاه
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.r ∈ Ann(x) لذا و rx = ٠ بطوری�که دارد وجود r ∈ R −m پس .٠ =
x

١ ∈ Rm کنیم فرض برهان.

،m ∈ Max(R) هر برای بنابراین .(R − m) ∩ Ann(x) ̸= ∅ ،m ∈ Max(R) هر برای نتیجه در

.x = ٠ نتیجه در .Ann(x) = R لذا .Ann(x) ⊈ m



٢ فصل

تعداد شامل که وحلقه�هایͬ تمیز ـ f حلقه�های
هستند کامل عنصر زیادی

١٢



تمیز ـ f حلقه�های ١.٢

مͬ�کنیم. بیان را تمیز ـ f حلقه�های از گزاره�هایͬ ابتدا بخش این در

.sxt = ١ بطوری�که باشند داشته وجود s, t ∈ R هرگاه مͬ�نامیم، کامل را x ∈ R عنصر .١.١.٢ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش K(R) علامت با را کامل عناصر مجموعه

هستند. K(R) در دوطرفه و یͺطرفه وارون�پذیر عناصر که است واضح

ͷی از جمعͬ حاصل صورت به بتوان را آن هرگاه مͬ�نامیم، تمیز fـ را x ∈ R عنصر ( الف .٢.١.٢ تعریف

نوشت. خودتوان ͷی و کامل عنصر

باشد. تمیز fـ آن عنصر هر هرگاه مͬ�نامیم، تمیز ـ f را R حلقه�ی ( ب

است. تمیز ـ f تمیز، ـ f حلقه�ی ͷی از همریخت تصویر هر (١) .٣.١.٢ گزاره

تمیز ـ f ،Ri هر اگر تنها و اگر است، تمیز fـ ،{Ri} حلقه�های از R =
∏
Ri مستقیم حاصلضرب (٢)

باشد.

باشد. حلقه�ای همریختͬ ͷی ψ : R −→ R

I
و باشد تمیز ـ f حلقه�ی ͷی R کنیم فرض (١) برهان.

است خودتوان عنصر ͷی e که r = e+ w داریم r ∈ R هر برای پس است، تمیز ـ f حلقه R چون

.r + I = e+ w + I ∈ R

I
بنابراین .swt = ١ بطوری�که دارند وجود s, t ∈ R لذا .w ∈ K(R) و

است. R
I
از کامل عنصر ͷی w + I که مͬ�دهیم نشان حال

swt = ١ =⇒ (s+ I)(w + I)(t+ I) = swt+ I = ١+ I.

است. تمیز ـ f حلقه ͷی نیز R
I
نتیجه در است. R

I
از کامل عنصر ͷی w + I لذا

xi = ei+wi داریم ، i هر و x = (xi) ∈ R برای باشد. تمیز ـ f حلقه ͷی Ri هر که =⇐فرضکنیم (٢)

e = (ei) ∈
∏
Ri که x = e + w بنابراین .siwiti = ١ داریم ،si, ti ∈ R برای و خودتوان ei که



١۴ هستند کامل عنصر زیادی تعداد شامل که وحلقه�هایͬ تمیز ـ f حلقه�های .٢

x نتیجه در .(si)(wi)(ti) = (١) ∈
∏
Ri که w = (wi) ∈ K(

∏
Ri) و است خودتوان عنصر ͷی

است. تمیز ـ f عنصر

است
∏
Ri از همریختͬ تصویر Ri هر چون باشد. تمیز fـ حلقه ͷی

∏
Ri که کنیم فرض : =⇒

نیز Riها ،(١) بند به بنا پس است.)، حلقه�ای همریختͬ (xi) 7→ xk ضابطه با θk :
∏
Ri −→ Rk)

هستند. تمیز fـ حلقه�های

،١ مͬ�شوند برده بالا L پیمانه به خودتوان�ها گوییم باشد. R حلقه از ایده�آل ͷی L فرضکنیم تعریف١.٢.۴.

.(e−x) ∈ L بطوری�که باشد داشته وجود e ∈ R خودتوان آن��گاه ،x−x٢ ∈ L اگر ،x ∈ R هر برای هرگاه

R آن�گاه شوند، برده بالا J(R) پیمانه�ی به خودتوان�ها اگر باشد. حلقه ͷی R کنیم فرض .۵.١.٢ گزاره

باشد. تمیز fـ حلقه R =
R

J(R)
اگر تنها و اگر است، تمیز ـ f حلقه

است. تمیز ـ f حلقه نیز R ،٣.١.٢ گزاره�ی طبق پس باشد. تمیز fـ حلقه ͷی R کنیم فرض :⇐= برهان.

e٢ − e ∈ J(R) که x = e + w آن�گاه ،x ∈ R اگر باشد. تمیز ـ f حلقه R که کنیم فرض :=⇒

از e′ خودتوان پس مͬ�شوند، برده بالا J(R) پیمانه�ی به خودتوان�ها چون .s, t ∈ R و swt = ١ و

داریم h ∈ J(R) برای پس ،swt = ١ چون .r ∈ J(R) و x = e
′
+ w + r که دارد وجود R

بنابراین .s١wt١ = ١ که دارند وجود s١, t١ ∈ R لذا .swt = ١ + h ∈ ١ + J(R) ⊆ U(R)

.s١(w + r)t١u
−١ = ١ داریم u ∈ U(R) برای پس .s١(w + r)t١ = ١+ s١rt١ ∈ ١+ J(R) ⊆ U(R)

است. تمیز ـ f عنصر x نتیجه در است. R حلقه از کامل عنصر ͷی w + r بنابراین

آن�گاه شوند، برده بالا J(R) پیمانه�ی به خودتوان�ها اگر باشد. تمیز ـ f حلقه�ی R کنیم فرض .۶.١.٢ گزاره

است. تمیز ـ f نیز R[x]

< xn+١ >
،n ≥ ١ هر برای

١Idempotents can be lifted modulo L


