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  مقدمه

سري فوريه و تبديل فوريه نوشته شده  ي   هزيادي درباراي ه باز حدود قرن نوزدهم، مقالات و كتا

به  اه كجمواي اخير بوده است و موضوع ه لبيشتر در سا اه كجمواست. برعكس، توسعه و بحث 

اي كاربردي مبدل شده است. هدف در اين ه ها و ساير زمينه ليك ابزار عمومي در پردازش سيگنا

  .باشد يم اه كجمواي اساسي مربوط به آناليز فوريه و ه هايد ي   هپايان نامه، ارائ

اي ه ههدف اصلي سري فوريه اين است كه يك سيگنال را به عنوان متغيري از زمان به مولف

اي ناخواسته است. ه شا، حذف اغتشاه لمشترك در پردازش سيگنا ي   همسئل .ش تجزيه كندا سيفركان

اي سينوسي و كسينوسي ه همولف سيگنال داده شده به ي   هيك راه صافي كردن اغتشاش ناخواسته تجزي

 ،ديگر مرتبط با تحليل سيگنال ي   هاي ناخواسته است. مسئله سو سپس حذف ضرايب متناظر با فركان

���� ي   هفشرده سازي اطلاعات است. يك روش موثر، توصيف سيگنال بر حسب سري فوري � ∑ ��� cos����  �� sin����  ر ت كوچكو حذف آن ضرايبي است كه از يك حد تحملي

  هستند.

ند و تنها روي ك يتناوب حركت م ي   هبه طور كلي، يك موجك شبيه يك موج است كه در يك دور

وان يك موجك را به جلو يا عقب انتقال داد، ت يزمان م ي   همتناهي ناصفر است. در حوز ي   هيك باز

با فركانس پايين يا بالا به دست  ياه كجمووان با يك اتساع ت يمهمچنين ، فشرده يا منبسط كرد

ا استفاده كرد.ابتدا سيگنال به ه لبراي صافي كردن يا فشرده سازي سيگنا اه كجمووان از ت يآورد. م

ود، سپس ضرايب متناظر با جملات ش يموجك بيان م ياه عااتسا و ه لاانتقصورت مجموعي از 

  وند.ش يناخواسته حذف يا تعديل م

هاي آن ارائه شده است، گذشته از اين كه تبديل فوريه خود به خود  تبديل فوريه و ويژگي 1در فصل 

ند. در ا همورد استفاده قرار گرفت اه كجمومفيد است، بسياري از موضوعات در فصول بعد در بررسي 

ا ه نايي از آه لتبديل موجك پيوسته و گسسته معرفي شده است، ابتدا تعريف موجك و مثا 2فصل 

آن بيان گرديده و در انتهاي فصل  هاي ويژگي(تبديل موجك پيوسته) و  ���آورده شده، سپس     موجك گسسته) توضيح داده شده است. (تبديل ���



ا، مانند ه كموج هاي ويژگياست، ه كموجرين نوع ت هبا استفاده از موجك هار كه ساد 3فصل در 

ها مورد  لا در تحليل سيگناه ناست، بيان شده و كاربرد آه نآ هاي ويژگيتعامد كه از جمله مهمترين 

ا در آمار آورده شده است، اين كار ه كي از كاربرد موجا هنمون 4بحث قرار گرفته است. در فصل 

به يك نفر هستند يا ا متعلق ه خط تط و آزمون اين كه آيا دسخ توري چندين نمونه دسآ عتوسط جم

  خير؟، انجام شده است.

  زير تدوين شده است: ي   هفصل و بر اساس مقال 4اين پايان نامه در 

Lytle, B. & Yang, C. Detecting Forged Handwriting with Wavelets and Statistics �E. Aboufadel, faculty mentor�, Rose Hulman Undergraduate Mathematics Journal, Issue 1, 2006.                            
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  1فصل

  تبديل فوريه
از سري فوريه درنظر گرفت. سري فوريه يك سيگنال را  اي هوان شكل پيوستت يتبديل فوريه را م

,<=>ي    هروي باز . در مقابل، كند مي، تجزيه كنند ميكه با بسامد صحيح نوسان  اييه همولف به ?<

 @، كه @با بسامد  اي هزماني نامتناهي را به مولف ي   هزتبديل فوريه، سيگنال تعريف شده روي يك با
عات اين فصل در مباحث مربوط وموض .كند ميهر عدد حقيقي يا حتي مختلط باشد، تجزيه د وانت يم

  بعد به كار خواهند رفت. ايه لفصدر  اه كجبه مو

  تبديل فوريه 1- 1

A=ي   هتابع تعريف شده روي باز ي   ه، سري فوري�تابع  ي   هست آوردن تبديل فوريد هبراي ب B C B A 

تابع تعريف شده در سري فوريه  اي هطبق قضي. هيمد   يمهايت ميل ن   يبه ب را Aسپس  ،را درنظر گرفته

A=روي  B C B A  به صورت زير بيان كرد.وان ت يمرا  

��C� � D E�
∞

�FG∞ HI�JK LM   ,                       
  كه در آن

E� � 1

2A N ����HGI�JO L⁄ Q�L
GL .                     

  

  

  



  ٢  ��� اول: 
	��� ��ر��

  وريم:آ يدر مجموع قبلي بدست م �Eهايت ميل كند و باجايگذاري مقدارن يبه ب A با فرض اين كه

��C� � limL→∞ S D T 1

2A N ����HGI�JO L⁄L
GL Q�U HI�JK L⁄∞

�FG∞ V                       
   � limL→∞ S D 1

2A
∞

�FG∞ N ����HI�J�KGO� L⁄L
GL Q�V.                              

  . باشد ميبه دست آوردن مجموع سمت راست به عنوان فرمول مجموع ريمان يك انتگرال  ،هدف

�@فرضبا  � �> A⁄ وW@ � @�XY = @� � > A⁄يدآ يمزيربه دست  ي   هرابط .  

��C� � AZ[L→∞ D S 1

2> N ����HI\]�KGO�L
GL Q�V W@ ∞

�FG∞ .                         �1 = 1�           
  :فرض كنيد

L̂�@�� � 1

2> N ����HI\]�KGO�L
GL Q�                       

  ) برابر است با:1-1بنابراين مجموع (

D L̂
∞

�FG∞ �@��W@ .                        
_اين عبارت مانند تعريف مجموع ريمان انتگرال  L̂�@�Q@∞G∞ وقتي باشد مي .A  ميل كند،  هايتن يببه

  :يدآ يمصورت زير در  ) به1-1( ي   ه. بنابراين رابطبه صفر همگراست @Wمقدار 

��C� � AZ[L→∞ N L̂�@�Q@∞

G∞                        
Aوقتي  → ∞،L̂�@�   به انتگرال

1

2J _ ����HI\�KGO�G̀` Q�  بنابراين،شود ميتبديل .  

                             ��C� � 1

2> N N ����∞

G∞
∞

G∞ HI\�KGO�Q�Q@                                                    
  



  ٣  ��� اول: 
	��� ��ر��

  به عبارت ديگر 

��C� � 1

a2> N bc
1

a2> N ����`
G` HGI\O Q�de

`
G` HI\KQC                      �2 = 1�           

  با درنظر گرفتن 

�f�@� � 1

a2> N �∞G∞ ���HGI\OQ�                      
  :يدآ يم) به صورت زير در2-1( ي   همعادل

��C� � 1

a2> N �f�@�∞

G∞ HI\KQ@ .                                        �3 = 1�           
اغلب به عنوان فرمول  )3-1(ي    هرابط وشود  ميناميده  �ي   هفوريتبديل ، �@��f تابع تذكر: 1-1-1

  .ودش يمعكوس فوريه شناخته م

_ر با مشتق پذي ي   هتتابع پيوس ،�اگر  :قضيه 1-1-2 |����| Q� h ∞G̀` اهگ   نباشد،آ:  

��C� � 1

a2> N �f�@�`
G` HI\KQ@                                                                 

  . باشد مي) به صورت زير �ي   هفوري(تبديل  �@��fكه 

�f�@� � 1

a2> N �∞G∞ ���HGI\OQ�                      
  آمده است. [7]برهان در مرجع  برهان:

_و راست برقرار است. برقراري فرض  پبا ميانگين حدود چ ���C يبا جايگذار )3-1(اه فرمول گ ن، آاي هنقاط ناپيوستگي داشته باشد، مانند يك تابع پل ���Cاگر تابع  |����| Q� h ∞G̀`  براي

  لازم است؛ يعني  �fاطمينان از همگرايي انتگرال 



  �  ��� اول: 
	��� ��ر��

j�f�@�j B 1

a2> N j����HGI\OjQ�∞

G∞                        
� 1

a2> N |����|∞

G` Q� h ∞                         jHGI\Oj � 1زيرا           
  بگيريد:ا درنظر ر موج مستطيلي زير :مثال 1-1-3

���� � k1          = > B � B >∘ رد غير اين صورت       
                       

����HGI\O: داريم � �����cos @� = Z sin ����، زوج است �چون  .��@ sin تابعي فرد است و  �@

  انتگرال آن روي خط حقيقي مساوي صفر است. بنابراين 

�f�@� � 1

a2> N ���� mno�@��Q�∞

G∞                       
� 1

a2> N mno�@��Q�J
GJ                      

  � a2 oZ��@>�
√>@                                      

ند، انتظار داريم ك يچون تابع ثابت با بسامد صفر نوسان م ثابت است. اي هتابعي تك ،�در اين مثال 

به  �fكه اين موضوع درنمودار ،نزديك صفر است اختيار كند @رين مقدارش را وقتي ت گبزر �@��fكه

  .دهند ميرا نشان  �fو �به ترتيب نمودارهايي از 2و  1اي ه لوضوح مشخص است. شك

  



  �  ��� اول: 
	��� ��ر��

  
  موج مستطيلي ي   هفوريتبديل  :2شكل                                   موج مستطيلي :1شكل

  فرض كنيد  مثال: 1-1-4

���� � kcos 3�                         = > B � B >∘ در غير اين صورت                                
                      

����لذا  ،تابعي زوج است �چون  sin  صفرتابعي فرد و انتگرال آن روي خط حقيقي مساوي  �@

  است. بنابراين 

�f�@� � 1

a2> N ����∞

G∞ mno�@��Q�                      
         � 1

a2> N mno q3�rJ
GJ mno�@��Q�             

  . كنيم مياي زير استفاده ه ياز تساو فوقانتگرال ي    هببراي محاس

mno�s  t� � mno s mno t = oZ� s oZ� t                       mno�s = t� � mno s mno t  oZ� s oZ� t                       
sبا جايگذاري  � tو  �3 �  يري نتيجه به صورت زيرگ لوجمع روابط با يكديگر و سپس انتگرا �@

  .شود مي



  �  ��� اول: 
	��� ��ر��

N mno q3�rJ
GJ mno�@�� Q� � N mno q3  @r �Q�  N mno q3 = @r �Q�                     J

∘
J

∘  

                                           � 1

3  @ oZ� q3  @r >  1

3 = @ oZ� q3 = @r >                     
  . يدآ يمبه صورت زير در �ي    هفوريدر نتيجه تبديل 

�f�@� � a2@ oZ��@>�
√> u9 = @2v  .                     

  نشان داده شده است. 4و  3اي ه لدر شك �f و �نمودارهايي از

  
mno نمودار :3شكل                    q3�r                                  ي   هفوريتبديل  :4شكل mno q3�r  

@تبديل فوريه در  � 3, ����كه با توجه به اين كه  ،سدر ياوج خود م ي   هبه نقط، 3= � cos با  �3

<=ي    هروي باز 3بسامد  B � B   اين رفتار قابل انتظار است. كند، مينوسان  <

  فرض كنيد  مثال: 1-1-5

���� � ksin 3�                                = > B � B >∘ در غير اين صورت                                     
                      

  .كند مييك تابع فرد است، تنها بخش سينوسي تبديل در انتگرال شركت  �چون 

  

  



  ٧  ��� اول: 
	��� ��ر��

  برابر است با: �بنابراين تبديل

�f�@� � =Za2> N ����`
G` oZ��@�� Q� � =Za2> N oZ� q3�rJ

GJ oZ��@�� Q�                      
sبا جايگذاري  � tو  �3 � mno�sاي ه   يدر تساو �@  t� و mno�s = t� ، در مثال قبل و تفاضل

  .كنيم ميانتگرال فوق را محاسبه  ،ا از يكديگره نآ

N sin�3 ��J
GJ sin� @ �� Q� � N mno q3 = @r �Q� = N mno q3  @r �Q�J

∘
J

∘                        
                           � 1

3 = @ oZ�w@>x  1

3  @ oZ�w@>x � 6 oZ��@>�
u9 = @2v  

  بنابراين

�f�@� � =3a2 ZoZ��@>�
√> u9 = @2v  .                     

  ن به صورت زير داده شده است:آاين مثال مربوط به يك موج مثلثي است كه فرمول  مثال: 1-1-6

���� � k>  �                           = > B � B ∘  > = �                                ∘ B � B >∘ در غير اين صورت                                
   

  آن به صورت زير است: ي   هفوري اين تابع زوج است و بنابراين تبديل

�f�@� � 2

a2> N ���� mno�@��∞

∘ Q� � 2

a2> N �> = �� cos�@��J
∘ Q�                     

< با درنظر گرفتن = � � s و mno�@��Q� � Qt،  بهساحمروش جزء به جزء  بهرا  فوقانتگرال 

  .كنيم مي

2

a2> N �> = �� mno�@��J
∘ Q� � 2

a2>
1@ oZ��@�� �> = ��|∘J  2

a2> N 1@ oZ��@�� Q�J
∘                  



  ٨  ��� اول: 
	��� ��ر��

� 2

a2>
q1 = cos�@>�r

@2
 .                     

1با سرعت  6-1-1و  5-1-1اي ه لمثا ي   هفوريتبديل  @وقتي  ⁄2@ → ر از ت   عكه سريكنند،  مينزول  ∞

1سرعت نزول  اي ه لمثا ر درت   عاشد. نزول سريب   يم 4-1-1و  3-1-1اي ه لمثا ي   هفوريدر تبديل  ،⁄@

  .شود ميا نتيجه ه ناز پيوستگي توابع آ 6-1-1و  1-1-5

  د.ان هاي زير نشان داده شده لدر شك �fو  �.نمودارهاي 

  

  
  موج مثلثي ي   هفوريتبديل : 6شكل                                      موج مثلثي :5شكل                      

  تبديل فوريه ايه يويژگ 1-2

تبديل اي اساسي تبديل فوريه بيان شده است. ابتدا نماد ديگري براي ه يدر اين بخش، اغلب ويژگ

  .كنيم ميبه صورت زير تعريف  �ي   هفوري

y<�?�@� � �f�@�                       
  .رداندگ يرا به عنوان خروجي برم �fو تابع گيرد  ميرا  �، تابع yي   هفوريعملگر 

  ود:ش يبه روش مشابه، عملگر معكوس تبديل فوريه نيز به صورت زير تعريف م

yG1<�?�C� � 1

a2> N ��@�∞

G∞ HI\KQ@                      



  ٩  ��� اول: 
	��� ��ر��

yG1 معكوسy است.  

yG1zy<�?{ � �                                           �4 = 1�          
  برهان:

yG1zy<�?{�C� � yG1z�f{�C�                                  y طبق تعريف            
                          � 1

a2> N �f�@�HI\K Q@     `
G` yG1z�f{طبق تعريف            

 � ��C�                                  2 = 1 = 1قضيه             طبق 
  .دان هزير داده شد ي   هعضي از خواص تبديل فوريه و معكوس آن در قضيب

����بزرگ، |�|ذير و براي پ قتوابع مشت |و  �فرض كنيد قضيه: 1-2-1 در اين صورت  ،∘�

  .خواص زير برقرارند

  ،m. يعني، براي هر ثابت باشند ميتبديل فوريه و معكوس آن، عملگرهاي خطي  -1

y<�  |? � y<�?  y�|� و y<m�? � my<�?,                       
yG1<�  |? � yG1<�?  yG1�|� و yG1<m�? � myG1<�?                      

  به صورت زير است.  ������ي    هتبديل فوري -2

y<������?�@� � Z� Q�Q@� }y<�?�@�~                       
  به صورت زير است. �����@ي    همعكوس تبديل فوري -3

yG1<@���@�?��� � �=Z�� Q�Q�� �yG1<�?����                      
  آن به صورت زير است. ي   هفورياه تبديل گ نآ ،باشد �ام تابع �مشتق ����اگر -4

yz����{�@� � �Z@��y<�?�@�                      
  



  ١٠  ��� اول: 
	��� ��ر��

 به صورت زير است. �ام تابع �مشتق  ي   هفوري معكوس تبديل -5
yG1z����{��� � �=Z���yG1<�?���                      

  انتقال به صورت زير است. ي   هفوريتبديل  -6

y<��� = ��?�@� � HGI\�y<�?�@�                       
  .اتساع به صورت زير است ي   هفوريتبديل  -7

y<�����?�@� � 1� y<�? u@�v                      
����اگر براي  -8 �∘ ،� h∘،اهگ نآ:  

y<�?�@� � 1

a2> �<�?�Z@�                       
  است و به صورت زير تعريف شده است:  �تبديل لاپلاس  ?�>�كه 

�<�?�o� � N ����`
∘ HGO�Q�.                      

  برهان:

  ود.ش   ينتيجه مخطي بودن تبديل فوريه از خطي بودن انتگرال  -1

                          y<�  |?�@� � 1

a2> N <����  |���?`
G` HGI\OQ� 

                                                  � 1

a2> N ����`
G` HGI\OQ�  1

a2> N |���`
G` HGI\OQ�  

  � y<�?�@�  y<|?�@�.                      
  

  

 



  ١١  ��� اول: 
	��� ��ر��

                                      y<m�?�@� � 1

a2> N m����HGI\OQ�   `
G`  

                                                         � m 1

a2> N ����HGI\OQ�`
G`  

                                                         � m y<�?�@�. 
  ود.ش   يفوريه نيز اثبات مبه روش مشابه معكوس تبديل 

  ي   هبا استفاده از معادل -2

                                     ������HGI\O � �Z�� Q�Q@� �����HGI\O�  
  وريم:آ   يبه دست م

                                y<������?�@� � 1

a2> N ��`
G` ����HGI\OQ� 

                                                          � �Z�� Q�Q@� ��
� 1

a2> N ����HGI\OQ�`
G` ��

�
 

                                                          � �Z�� Q�Q@� <y<�?�@�?. 
  .ودش   يمنيز به طور مشابه اثبات  3خاصيت 

  داريم: �ام تابع � مشتق ي   هفوري براي تبديل -4

                               yz�������{�@� � 1

a2> N �������`
G` HGI\OQ� 

sحال با درنظر گرفتن  � HGI\O  وQt � �������Q�     انتگرال فوق را به روش جزء به جزء محاسبه

  .كنيم مي



  ١٢  ��� اول: 
	��� ��ر��

1

a2J _ �������G̀` HGI\OQ� � 1

a2J �q�G1r���HGI\OjG`̀  Z@ 1

a2J _ �q�G1r���G̀` HGI\OQ�          

                         � �Z@� 1

a2> N �q�G1r���`
G` HGI\OQ�.                                          

�. حالشود ميصفر  ∞= و ∞در � ، دليل برقراري تساوي فوق اين است كه طبق فرض = بار  1

  :كنيم ميديگر روش جزء به جزء را تكرار 

                   1

a2> N �������`
G` HGI\OQ� � �Z@�� 1

a2> N ����`
G` HGI\OQ� 

                                                                � �Z@��y<�?�@�. 
  معكوس به طور مشابه است.  ي   هفوريتبديل اثبات خاصيت متناظر براي 

�با استفاده از تغيير متغير  -6 = � � o :داريم  

y<��� = ��?�@� � 1

a2> N ��� = ��HGI\OQ�`
G`                        

                                                           � HGI\� 1

a2> N ��o�HGI\�Qo`
G`  

                                                           � HGI\�y<�?�@�. 
��ر متغيرينظر گرفتن تغيبا در  -7 � t :داريم  

y<�����?�@� � 1

a2> N �����HGI\OQ�∞

G∞                       
                                                            � 1

a2> N 1� ��t�HGI\��Qt`
G`  

                                                            � 1� y<�? u@�v. 



  ١٣  ��� اول: 
	��� ��ر��

  با استفاده از تعاريف تبديل فوريه و تبديل لاپلاس داريم: -8

                                        y<�?�@� � 1

a2> N ����HGI\OQ�`
G`  

                                                         � 1

a2> N ����HGI\OQ�`
∘  

                                                         � 1

a2> �<�?�Z@�. 
را درنظر بگيريد، كه  5-1-1تابع مثال  1-2-1 ي   هبراي نشان دادن خاصيت چهارم قضي مثال: 1-2-2

  آن برابر است با: ي   هفوريتبديل 

�f�@� � =3a2 Zsin�@>�
√> u9 = @2v  ,                      

���′�از طرفي  � 3 mno mnoي    هفوريكه تبديل  ،�3   محاسبه شده است. بنابراين  4-1-1در مثال  �3

�f��@� � 3a2 @sin�@>�
√> u9 = @2v  .                                              �5 = 1�           

�براي  1-2-1ي    هيخاصيت چهارم قض �   به صورت زير است. 1

�f��@� � Z@�f�@�,                      
  )، تساوي برقرار است.5-1(ي    هو رابط �@��f كه با توجه به

كه  ،را درنظر بگيريد 5-1-1تابع مثال  .شود ميخاصيت اتساع بررسي  در اين مثال، مثال: 1-2-3

� و نمودار 7آن در شكل  نمودار q2�r  نشان داده شده است. 8در شكل  


