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චاری ণپاس໋�

پسندیده�ترین و بندگان گرامی�ترین و فرشتگان نزدیکترین که سپاسی همه اندازه به را خدا سپاس
مانند باشد داشته برتری دیگر سپاس�های بر که سپاسی کرده�اند، ستایش را او ستایش�کنندگان

دارد. آفریدگان به نسبت پروردگار که برتری
علم که جهانشاهی محمد دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد از می��دانم خود وظیفه� آغاز در
را قدردانی و تشکر کمال نموده�اند، تقدیم بنده به بی�دریغ و صمیمانه را خود تخصص و دانش و

نمی��رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایی��های بدون قطعاً که باشم داشته
پايان�نامه، این آماده�سازی جهت در را بنده که رنجبر مجتبی دکتر آقای جناب بزرگوار، استاد از

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار خویش ارزشمند راهنمایی�های مورد
و تشکر گرفتند، برعهده را پايان�نامه این داوری زحمت که آقازاده ناصر دکتر آقای جناب از

می�نمایم. قدردانی
فراغت و خيال آسودگی كمال در تا شدند سبب دشواری�ها، تحمل با كه عزيزم خانواده از پايان در

سپاسگزارم. صميمانه بماند زنده من در آموختن شوق بال،

عباس�نواز وحيد
تبريز/١٣٩٢
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چکیده

فصل�های در نیاز مورد مقدماتی تعاریف و مفاهیم اول، فصل در می�باشد. فصل سه شامل پایان�نامه این
نظریه این منشاء که تغییرات حساب اولیه مفاهیم و تعاریف معرفی به سپس می�نماییم. بیان را آتی
آنرا کابردهای و می�آوریم بدست روش دو با را اویلر-لاگرانژ دیفرانسیل معادله و می�پردازیم می�باشند،

می�نماييم. ذكر زمان كوتاهترين خم مساله جمله از مثال چند بوسیله
گالرکین ریلی-ریتز، روش�های شامل که تغییرات حساب از آمده بدست تقریبی روش�های دوم، فصل در
یک اکسترمال�های با را مرزی مقدار مساله یک جواب�های که قضیه�ای کمک به را می�باشند، کانترویچ و

می�نماييم. بررسی می�کند، متناظر تابعک
شرط بیان و مركب مرزی شرط با تکانشی دیفرانسیل معادله یک گرفتن، درنظر با سوم فصل در بالاخره،
را متمایز ٢kجواب وجود و نموده بررسی را کلاسیک و ضعیف جواب�های بین رابطه Palais− Smale

می�نماییم. تضمین آن برای
کمینه�ها پاره�ای، و معمولی دیفرانسیل معادلات مرزی، مقدار مسائل تغییرات، حساب کلیدی: های واژه

. وبیشینه�ها

چ



پیشگفتار

آن. تاج بر است جواهری همچون انتگرال و دیفرانسل حساب و است علوم ملکه ریاضیات شک، بی
شاخه�ای آنرا می�توان کلی حالت در و می�باشد انتگرال و دیفرانسیل حساب از شاخه�ای تغییرات حساب
را انتگرال یک مقدار که می�پردازد تابعی یافتن به نظريه اين حالت ساده�ترین در كرد. محسوب آناليز از
استفاده مورد مهندسی و فیزیک ریاضی، مسائل از بسیاری حل در آن از حاصل نتایج و کند اکسترمم
با آن روی جسمی هرگاه که (خمی می�باشد. مسائل اين جمله از زمان كوتاهترين خم مساله می�گيرد. قرار

کند.) راطی مفروض نقطه دو بین فاصله ممکن زمان کمترین در کند، حرکت معین اولیه سرعت
و است دایره کند احاطه را مساحت کمترین که مفروض، محیط با خمی دانستند، می باستان یونانیان
٢ سال١۶٨۶نیوتن در کرد. بررسی را زمان کوتاهترین خم مساله جزئی بطور (١۶۴١-٢۵۶٢) ١ گالیله
است، مساله جواب که را خمی ویژگی�های و کرد مطرح را کمینه مساحت با دوررانی رویه�های مساله

[٣] داد. ارائه اثبات بدون
کوتاهترین خم مساله ٣ برنولی یوهان که شد، آغاز زمانی تغیرات حساب یافته سازمان مطالعه حال این با
گماشت همت مساله این حل به نیز یوهان برادر یاكوب ساخت. مطرح ١۶٩۶ سال در دیگر بار را زمان
آن�ها بین تلخی نسبتاً مشاجرات داشت موضوع این سر بر برادرش با که اختلاف�نظرهایی به توجه با و
١٧٠١ سال در را خودش حل یاکوب بالاخره کشید، طول سالها که جروبحث�های از پس درگرفت.
یکی کرد، گردآوری ١٧۴۴ سال در که خود جامع مقاله در او شد. ۴ اویلر تحقیقات سرآغاز که منتشرکرد،

دیفرانسیل معادله کشف که خود کارهای مشهورترین از

∂f

∂y
− d

dx
(
∂f

∂y′
) = ٠.

١٧٧٠ و ١٧۶٢ سال�های در خود مقالات در ۵ لاگرانژ شد. نامگذاری او خود نام به که داد، ارائه را بود
یک معرف که y = y(x) تابع بجای می�کرد. بررسی که انتگرال�هایی در وی کرد. عرضه تحلیلیی روش
نماد با آنرا و می�نامیم y تابع تغییر را y − y = αη ) قرارداد. را y(x) = y(x) + αη(x) تابع بود، خم
داریم، مطالعه دردست که نظریه�ای پس آن از است.) تغییرات حساب نام منشاء که می�دهیم نمایش δy

١Galilei
٢Newton
٣ Bernouli
۴Euler
۵Lagrange

ح



خ پیشگفتار

۶ پلاتو توسط مساله این جواب یافتن برای تجربی روش ١٨٧٣ سال در شد. نامیده تغییرات حساب
[١٨] شد. ابداع بلژیکی، کور فیزیک�دان

برای کافی شرط شد، معروف او خود نام به که E(x, y, p, y′) تابع معرفی با ٧ وایرشتراس ١٨٧٩ سال در
١١ هیلبرت ، ١٠ آدمار ، ٩ کنزر ، ٨ زرملو چون، دانشمندانی بعدها نمود. بيان بیشینه�ها و کمینه�ها وجود
و دادند انجام تغییرات حساب روی سودمندی کارهای و... ١۵ داربو ، ١۴ مایر ، ١٣ تسلبخ ، ١٢ تونلی ،

[٣] نمودند. بدل منسجم نظریه به آنرا
استفاده تغییرات حساب از عام نسبيت به راجع خود اثر در ١۶ اینیشتین نوین فیزیک در که نماند ناگفته
است، کوانتوم مکانیک های پایه از یکی که موج معادله یافتن برای را آن ١٧ شرودینگر و کرده گسترده�ای

گرفت. بگار
حل برای آن از و یافته کاربردی و محض ریاضیات در فراوانی توسعه تغییرات حساب حاضر عصر در

می�شود. استفاده برق مهندسی بویژه مهندسی و فیزیکی مسائل از بسیاری
مشکل روش�ها سایر به آن�ها های جواب آوردن بدست که مسائلی از برخی حل دیفرانسیل معادلات در
روش�های راستا این در و می�شود امکان�پذیر تغییرات حساب نظریه کمک به است. ممکن غیر عملا یا

است. آمده بوجود نیز متنوعی عددی و تحلیلی
در عمیقی مطالعات ٢١ ریسری و ٢٠ رابینوویتز ، ١٩ بونانو ، ١٨ آورنا چون ریاضیدانانی اخیر دهه در
داده�اند. انجام دیفرانسیل معادلات در آن�ها کاربردهای و تغییرات حساب و بحرانی نقاط نظریه زمینه
این کمک به [١١] ٢۴ رودریگز و [١٢ ،٨] ٢٣ نيتو ، [١٣] ٢٢ گوان مثل دانشمندانی و [١۶ ،١۵ ،١۴ ،٢]
مرکب مرزی شرط با تکانشی دیفرانسیل معادله یک جواب�های بررسی زمینه در جدیدی کارهای نظریه
پايان اين منابع دهیم. گسترش و تشریح را روند این کوشیده�ایم، نامه پایان این در نیز ما كرده�اند. آغاز

می�باشد. [١٩ ،۶ ،۵ ،١] مقالات براساس بيشتر نامه

۶Plato
٧ Weierstrass
٨Xeremloe
٩Kenzer

١٠Ademar
١١Hilbert
١٢Toneli
١٣Teselbach
١۴Meier
١۵ Darboux
١۶Einstein
١٧Schrodinger
١٨Averna
١٩Bonanno
٢٠Rabinowitz
٢١Ricceri
٢٢Qian
٢٣Nieto
٢۴ Rodriguez



١ فصل

كاربردهای و اساسی مفاهيم و تعاريف
تغييرات حساب اوليه

مقدمه ١.١

سپس و می�نمایيم بیان را ١ تغییرات حساب نظریه با آشنایی برای نیاز مورد ریاضی مفاهیم فصل، این در
ديفرانسيل معادله جمله از تغييرات، حساب بنيادين اصول

∂f

∂y
− d

dx
(
∂f

∂y′
) = ٠.

تغییراتی عملگرهای معرفی با ادامه، در و می�نماييم ارائه را است، مشهور ٢ اویلر-لاگرانژ معادله به که
برای را زمینه و پرداخته اويلر-لاگرانژ تغییراتی اصل اثبات به متغیره چند توابع تیلور بسط و δ٢ و δ

می�نماييم. فراهم می�باشند، نیاز مورد بعدی فصل�های در که مطالبی

ریاضی مقدمات ٢.١

معادله يك جواب�های كه تابعی فضاهای همچنين و ضروری اوليه تعاريف بيان به قسمت، اين در
می�پردازيم. سوبولوف و هيلبرت باناخ، فضاهای نظير می�شوند، تعريف آن روی ديفرانسيل

f : X×X −→ C نگاشت x, y ∈ X هر برای باشد. C روی برداری فضای یک X اگر .١.٢.١ تعریف
دارای هرگاه می�نامیم. داخلی ضرب یک می�شود. داده نمایش f(x, y) =< x, y > نماد با معمولا را

باشد. زیر خواص

١− ∀x, y, z ∈ X < x+ y, z >=< x, z > + < y, z > .

٢− ∀x, y ∈ X, ∀α ∈ C < αx, y >= α < x, y > .

١Variational method
٢Euler-Lagrange equation

١



٢ تغييرات حساب اوليه كاربردهای و اساسی مفاهيم و تعاريف

٣− ∀x, y ∈ X < x, y >= < y, x >.

۴− ∀x ∈ X < x, x >≥ ٠, < x, x >= ٠⇔ x = ٠.

می�شوند. نتيجه فوق خواص از سادگی به زير، ويژگی�های

١− ∀x, y, z ∈ X < x, y + z >=< x, y > + < x, z > .

٢− ∀x ∈ X, ∀α ∈ C < x,α y >= α < x, y > .

٣− ∀x ∈ X < ٠, x >=< x,٠ >= ٠.

را X آنگاه شده، تعریف داخلی ضرب یک آن روی که باشد، برداری فضای یک X اگر .٢.٢.١ تعریف
می�نامیم. داخلی ضرب فضای یک

∥x∥ نماد با را (< x, x >)
١
٢ ، x ∈ X هر برای باشد. داخلی ضرب فضای یک X اگر .٣.٢.١ تعریف

می�نامیم. X داخلی ضرب فضای نرم آنرا و داده نمایش
ضرب فضای هر لذا می�شود. تعریف نرم یک داخلی ضرب فضای هر روی فوق، تعریف به توجه با

. است نرم�دار فضای یک داخلی

تنها و اگر می�نامیم. X در کوشی را {un} دنباله باشد. داخلی ضرب فضای یک X اگر .۴.٢.١ تعریف
اگر

∀ε > ٠ ∃N(ε) ∈ N ; ∀n,m > N(ε) =⇒∥ un − um ∥< ε.

باشد. X در ای نقطه به همگرا X در کوشی دنباله هر هرگاه می�نامیم، کامل را X فضای .۵.٢.١ تعریف
فضای معمولا و می�نامیم ۴ هیلبرت را کامل، داخلی ضرب فضای و ٣ باناخ را کامل نرمدار فضای

می�دهيم. نمايش H نماد با را هیلبرت

بیان را ها آن روی شده تعریف داخلی ضرب همراه به هیلبرت فضای چند مثال، اين در .۶.٢.١ مثال
می�نماییم:

داخلی ضرب با هیلبرت فضای یک Cn آنگاه باشد، C روی مرتب های n−تایی تمام مجموعه Cn اگر -١
است. زیر

∀x, y ∈ C, < x, y >=

n∑
i=n

xiyi.

می�باشند. y = (y١, y٢, ..., yn) و x = (x١, x٢, ..., xn) آن در که
داخلی ضرب با برداری فضای یک Rn آنگاه دهیم، تغییر Rn رابه Cn اگر فوق تعریف در -٢

< x, y >=
n∑

i=n

xiyi.

بود. خواهد
٣Banach space
۴ Hilbert
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صورت این در باشد. [a, b] بازه در انتگرالپذیر مربع توابع تمامی نشاندهنده L٢([a, b]) کنید فرض -٣
است. زیر داخلی ضرب با هیلبرت، فضای یک L٢([a, b])

∀u, v ∈ L٢([a, b]), < u, v >=

∫ b

a
u(x)v(x)dx.

داد: تعمیم D ⊆ R٢ دامنه با متغیره دو توابع برای توان می را فوق تعریف -۴

< u, v >=

∫ ∫
D
u(x, y)v(x, y)dxdy.

فضای در عملگر یک را A : H −→ H نگاشت باشد. هیلبرت فضای یک H اگر .٧.٢.١ تعریف
اگر و می�نامیم هیلبرت

∀u, v ∈ H, ∀α, β ∈ C, A(αu+ βv) = αAu+ βAv.

است. خطی عملگر یک A آنگاه باشد.

هرگاه می�نامیم. کراندار H هيلبرت فضای روی را A عملگر .٨.٢.١ تعریف

∃K > ٠ ∀u ∈ H ; ∥Au∥ ≤ K∥u∥.

داخلی ضرب H در v ثابت عنصر برای باشد. H هیلبرت فضای روی عملگر، یک A اگر .٩.٢.١ تعریف
و می�دهیم نمایش I(u) با آنرا معمولا که گرفت، نظر در u از عملگری عنوان به می�توان را < Au, v >

I(u) =< Au, v >

می�نامیم. H روی خطی، (فانکشنال) ۵ تابعک یک را

زیر مثال در آورد. بدست را I(u) تابعک می�توان A عملگر و v ، u بودن مشخص با .١٠.٢.١ مثال
. می�نماییم ذکر را موارد این از نمونه چند

u = y(x), v = x, A = x٢
d٢

dx٢
+۵x d

dx
+۶. ;x ∈ (١,٢) −١

Au = Ay = x٢
d٢y

dx٢
+ ۵xdy

dx
+ ۶y,

داريم: پس می�باشد. I(u) =< Au, v > چون

I(y) =< Ay, x >=

∫ ٢

١
(x٣y′′ + ۵x٢y′ + ۶xy) dx.

u = y(x), v = ١, Au =
√
١+ u′٢, ;x ∈ (x١, x٢) − ٢

۵Functional
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شد خواهد مشخص زير بصورت I(u) تابعك

I(u) =< Ay,١ >=
∫ x٢

x١

√
١+ y′٢ dx.

u = u(x), v = ١, A = ∇٢, ;D ⊆ R٢ − ٣

داريم: نيز مورد اين در

I(u) =< Au, v >=< ∇٢u,١ >=
∫ ∫

D
(uxx + uyy) dxdy.

خطی نگاشت�های تمام نشاندهنده B(X,R) و باشد حقیقی برداری فضای یک X اگر .١١.٢.١ تعریف
نماد با و می�نامیم X دوگان فضای را آن که است، باناخ فضای یک B(X,R) آنگاه باشد. R به X از

. می�نامیم R به X از خطی تابعک یک را آن عضو هر و می�دهیم نمایش X∗

داشته وجود A∗ : H −→ H عملگر و باشد H هیلبرت فضای روی عملگر، یک A اگر .١٢.٢.١ تعریف
بطوريكه باشد،

∀u, v ∈ H, < Au, v >=< u,A∗v > .

عملگر برای پس می�نامیم. خودالحاق را A آنگاه باشد. A = A∗ اگر و می�نامیم A الحاقی را A∗ آنگاه
داریم: A خودالحاق

< Au, v >=< u,Av > .

می�نماییم. بررسی را زیر های عملگر بودن الحاق خود .١٣.٢.١ مثال
می�باشد. A عملگر الحاقی A∗ که T = A∗A-١

< Tu, v >=< A∗Au, v >=< v,A∗Au >=< Av,Au >=< Au,Av >=< u,A∗Av > .

می�باشد. الحاق خود T پس
صفر بازه این مرز در که باشد، می [a, b] بازه در دیفرانسیل�پذیر توابع روی عملگری A و A = d

dx -٢
می�شود.

داریم: جزء به جزء گیری انتگرال روش از استفاده با

< Au, v >=<
du

dx
, v >=

∫ b

a
(
du

dx
)v dx = [uv]ba−

∫ b

a
u(
dv

dx
) dx = − < u,

dv

dx
>= − < u,Av > .

نیست. الحاق خود A پس
(٢) قسمت مفروضات باهمان A = d٢

dx٣-٢
داریم: [a, b] مرزی روی v و u شدن صفر به توجه با و جزء به جزء گیری انتگرال روش از باراستفاده دو با

< Au, v > =<
d٢u

dx٢
, v >= [u

dv

dx
]ba −

∫ b

a
(
du

dx
)(
dv

dx
) dx = −

∫ b

a
(
du

dx
)(
dv

dx
) dx
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= −[(u
dv

dx
)|ba −

∫ b

a
u(
d٢v

dx٢
)dx] = −[u(b)

dv

dx
(b)− u(a)

dv

dx
(a)] +

∫ b

a
u(
d٢v

dx٢
)dx

=

∫ b

a
u(
d٢v

dx٢
)dx =< u,

d٢v

dx٢
>=< u,Av > .

است. خودالحاق عملگر یک d٢

dx٢
پس

می�شوند. صفر ∂D روی و می�شوند تعریف D ⊆ R٢ روی که دیفرانسیل�پذیری توابع برای ، A = ∇٢ -۴
داريم: D ⊆ R٢ روی v و u اسکالر توابع برای گرین اول دستور به بنا

∫ ∫
D
[v(∇٢u) + (∇v.∇u)] dxdy =

∫
∂D
(v
∂u

∂n
)ds.

می�شود نتيجه ∂D روی v و u شدن صفر به توجه با و می�باشد D بر نرمال بردار n آن در ∫که ∫
D
v(∇٢u) dxdy =

∫
∂D
v(∇u.n) ds−

∫ ∫
D
(∇v.∇u) dxdy

= −
∫ ∫

D
(∇v.∇u) dxdy.

بنابراین

< Au, v >=< ∇٢u, v >=
∫ ∫

D
v(∇٢u) dxdy = −

∫ ∫
D
(∇v.∇u) dxdy.

که می�شود نتیجه داخلی ضرب جابجایی خاصیت به توجه با و مشابه کاملا طریق به

< u,Av > =

∫ ∫
D
u(∇٢v) dxdy

= −
∫ ∫

D
(∇u.∇v) dxdy

= −
∫ ∫

D
(∇v.∇u) dxdy.

لذا
< Au, v >=< u,Av > .

می�باشد. خودالحاق عملگر ∇٢ نتیجه در

و شده�اند تعریف D ⊂ Rn داخل که باشد اسکالر تابع یک Φ و برداری توابع v و u اگر .١۴.٢.١ مثال
صورت به v و u برای شده تعربف داخلی ضرب به توجه با و می�شوند صفر ∂D روی

< u, v >=

∫ ∫ ∫
D
(u.v) dV.

می�باشد. A = grad الحاقی A∗ = −div که می�دهیم نشان
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اتحاد به توجه با
gradΦ.v = div(Φv)− Φdivv.

داریم: ∂D روی v و Φ شدن صفر و دیورژانس قضیه و

< AΦ, v > =< gradΦ, v >

=

∫ ∫ ∫
D
(gradΦ.v)dV

=

∫ ∫ ∫
D
div(Φv) dV −

∫ ∫ ∫
D
(Φdivv) dV

=

∫ ∫
D
(n.Φv) ds+

∫ ∫ ∫
D
Φ(−divv) dV

=

∫ ∫ ∫
D
Φ(−divv) dV

=< Φ,−divv >

=< Φ, A∗v > .

هر برای هرگاه می�نامیم. مثبت ، H هیلبرت فضای روی را A عملگر .١۵.٢.١ تعریف

u ∈ H < Au, u >≥ ٠.

طوری به باشد، موجود K مثبت عدد اگر همچنين، باشد. u = ٠ که است برقرار زمانی تساوی و باشد
باشیم داشته u ∈ H هر برای که

< Au, u >≥ K < u, u > .

می�نامیم. معین مثبت را A آنگاه

فضای p ∈ [١,+∞) هر برای باشد. Rn فضای در لبگ پذیر اندازه مجموعه یک Ω اگر .١۶.٢.١ تعریف
است ∥f∥p <∞ ، f ∈ Lp(Ω) هر برای که می�گیریم. نظر در لبگ اندازپذیر توابع تمام شامل را Lp(Ω)

صورت به ∥.∥p و

∥f∥p =
(∫

Ω
|f(x)|p dx

) ١
p

می�شود. تعریف Lp(Ω) روی
نمایش wk,p(Ω) نماد با را k مرتبه از سوبولف فضای باشد. p ≥ ١ و نامنفی صحیح عدد یک k اگر

می�نماییم. تعریف زیر صورت به و می�دهیم

wk,p(Ω) = {u : u ∈ Lp(Ω), Dαu ∈ Lp(Ω),٠ < |α| ≤ k} .

را f آنگاه باشند. پيوسته f−١ و f يك، به يك تناظر f : X −→ Y نگاشت اگر .١٧.٢.١ تعریف
می�نامیم. همسانریخت یا هومئومورفیسم
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دیفرانسیل معادله .١٨.٢.١ تعریف

a١(x)
d٢y

dx٢
+ a٢(x)

dy

dx
+ (a٣(x) + λ)y = ٠. (١.١)

دهیم قرار اگر می�گیریم. نظر در را

p(x) = exp

∫ xa٢(t)
a١(t)

dt,

q(x) =
a٣(x)
a١(x)

p(x),

s(x) =
p(x)

a١(x)
,

داشت خواهيم (١.١) معادله در روابط این باجایگذاری آنگاه

d

dx
(p
dy

dx
) + (q + λs)y = ٠.

می�نامیم. اشتورم-لیویل معادله آنرا که

حسابتغییرات اولیه مثال�های و اویلر-لاگرانژ معادله تغییراتی، مساله ٣.١

آن جواب آوردن بدست برای لازم شرط یک و می�دهیم شرح را تغییراتی مساله مفهوم قسمت، این در
اساسی نقش تغییرات، حساب نظریه تکامل و ابداع روند در که خاص مساله چند سپس و می�نماییم بیان

. می�نماییم حل و بیان را داشته�اند

ایستی را I(y) تابع این می�گوییم آنگاه کند. اکسترمم I(y)را تابعک مقدار y(x) تابع اگر .١.٣.١ تعریف
می�نامیم. I(y) بحرانی نقطه يا رااکسترمال y = y(x) و می�کند

y(x١) = y١ مرزی شرط در و باشد پیوسته دوم مرتبه مشتق دارای y = y(x) تابع اگر .٢.٣.١ تعریف
می�نامیم. پذیرفتنی را y = y(x) آنگاه کند. صدق y(x٢) = y٢ و

آنگاه باشد. پذيرفتنی y = y(x) هرگاه و

I(y) =

∫ x٢

x١

f(x, y, y′) dx.

است. تعریف خوش

[a, b] بازه در پیوسته دوم مرتبه مشتق دارای که توابعی، تمام مجموعه C٢([a, b]) اگر .٣.٣.١ تعریف
از هریک به نسبت پیوسته دوم مرتبه جزئی مشتقات دارای f(x, y, y′) و بگيريم درنظر می�باشند،
به y(x) ∈ C٢([a, b]) تابع یافتن از است عبارت تغییراتی مساله یک آنگاه باشد. y′ و y ، x متغیرهای
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تابعک طوریکه
I(y) =

∫ x٢

x١

f(x, y, y′) dx.

کند. اکسترمم را y(x٢) = y٢ و y(x١) = y١ مرزی شرط با

عمل زیر طریق به نمود، مشخص را تغییراتی مساله یک جواب بتوان که روشی آوردن بدست برای
كرد. خواهد تغییر نيز I مقدار y مقدار در تغییر اندکی با باشد مساله جواب y(x) کنید فرض می�نماييم.
پارامتر α اگر و باشد η(x١) = η(x٢) = ٠ و پیوسته η′′(x) که باشد، تابعی η(x) کنید فرض حال

آنگاه باشد. کوچکی

y(x) = y(x) + αη(x). (٢.١)

، y′′(x) و η′′(x) بودن پیوسته به توجه با زیرا بود. خواهد پذیرفتنی توابع از پارامتری یک خانواده یک

y′′(x) = y′′(x) + αη′′(x).

داشت خواهيم و بود خواهد پیوسته

y(x١) = y(x١) + αη(x١) = y١ + ٠α = y١.

y(x٢) = y(x٢) + αη(x٢) = y٢ + ٠α = y٢.

داريم: I(y) در y(x) قراردادن با

I(y) =

∫ x٢

x١

f(x, y, y′)dx =

∫ x٢

x١

f(x, y(x) + αη(x), y′(x) + αη′(x))dx.

که می�شود نتیجه (٢.١) رابطه در α = ٠ انتخاب با دهیم، نمایش I(α) را راست سمت اگرانتگرال
اکسترمم I ، α = ٠ انتخاب با پس می�کند، اکسترمم را I مقدار y(x) چون و می�باشد y(x) = y(x)

دوم مرتبه جزئی مشتقات دارای f و است پذیرفتنی تابعی y(x) چون و گرفت خواهد را خود مقدار
I ′(٠) = ٠ آنگاه شود، اکسترمم I اگر لذا می�باشد. y′ و y ، x متغیرهای از یک هر به نسبت پیوسته

شد. خواهد
داریم: زنجیری ازقائده استفاده با و

dI

dα
=

∫ x٢

x١

d

dα
f(x, y, y′)dx

=

∫ x٢

x١

(
∂f

∂y

∂y

∂α
+
∂f

∂y

∂y′

∂α
)dx

=

∫ x٢

x١

[
∂f

∂y
η(x) +

∂f

∂y
η′(x)

]
dx. (٣.١)

رابطه به باتوجه پس بود. خواهد y′(x) = y(x) درنتیجه و y(x) = y(x) آنگاه باشد، I ′(٠) = ٠ اگر
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که می�شود نتیجه ∫فوق x٢

x١

[
∂f

∂y
η(x) +

∂f

∂y′
η′(x)]dx = ٠. (۴.١)

داریم: η(x١) = η(x٢) = ٠ چون و جزءبه�جزء انتگرال�گيری روش کمک به
∫ x٢

x١

∂f

∂y′
η′(x)dx =

[
η(x)

∂f

∂y′

]x٢
x١

−
∫ x٢

x١

η(x)
d

dx
(
∂f

∂y′
)dx

= η(x٢)
∂f

∂y′
|x٢ − η(x١)

∂f

∂y′
|x١ −

∫ x٢

x١

η(x)
d

dx
(
∂f

∂y′
)dx. (۵.١)

داریم: (۶.١) رابطه در (١.٢) رابطه جایگذاری با
∫ x٢

x١

[
η(x)

∂f

∂y′
− η(x)

d

dx
(
∂f

∂y′
)

]
dx =

∫ x٢

x١

η(x)

[
∂f

∂y
− d

dx
(
∂f

∂y′
)

]
dx = ٠.

كه است امكان�پذير زمانی اين و

∂f

∂y
− d

dx
(
∂f

∂y′
) = ٠. (۶.١)

مشتقات با دیفرانسیل معادله یک ظاهر در معادله این می�نامیم. اویلر-لاگرانژ معادله را (۶.١) معادله
معمولی دیفرانسیل معادله یک معادله این در آنها جایگذاری و ∂f

∂y′ و
∂f
∂y محاسبه از پس ولی است، جزئی

(۶.١) معادله است، کافی I(y) تابعک اکسترمال�های یافتن برای لذا می�شود. ظاهر دو درجه از حداکثر
نماییم. راحل

هم که دیفرانسیلی معادله از می�توان لذا باشد، مشکل (۶.١) معادله حل است، ممکن موارد بعضی در
نمود. استفاده است معادله این با ارز

ارز هم اویلر-لاگرانژ معادله آنگاه دهیم. نشان fy′ و fy نمادهای با ترتیب رابه ∂f
∂y′ و

∂f
∂y اگر .۴.٣.١ لم

معادله با
f − y′fy′ = c.

می�باشد.

داریم: اویلر-لاگرانژ معادله به بنا برهان.

∂f

∂y
− d

dx
(
∂f

∂y′
) = ٠,

fy −
d

dx
fy′ = ٠. (٧.١)

متغیرهاست. این از تابعی نیز fy′ بنابراین می�باشد. y′ و y ، x از تابعی f(x, y, y′) چون
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داریم: زنجیری قاعده به بنا و

d

dx
fy′(x, y, y

′) =
∂fy′

∂y

dy

dx
+
∂fy′

∂y′
dy′

dx
= y′fyy′ + y′′fy′y′ . (٨.١)

داریم: (٧.١) رابطه در (٨.١) رابطه جایگذاری با

fy − y′fyy′ − y′′fy′y′ = ٠. (٩.١)

می�شود نتیجه y′ در (٩.١) رابطه طرفین ضرب با

y′(fy − y′fyy′ − y′′fy′y′) = ٠,
y′fy − y′y′fyy′ − y′′fy′y′′fy′y′ = ٠.

داريم: y′′fy′ عبارت کردن کم و اضافه با

y′fy + y′′fy′ − y′′fy′ − y′y′fyy′ − y′y′′fy′y′ = ٠, (١٠.١)

df

dx
=
∂f

∂y

dy

dx
+

∂f

∂yy′

dy′

dx
= y′fy + y′fy′ , (١١.١)

كه می�شود نتيجه (١٠.١) رابطه در (١١.١) رابطه جایگذاری با

df

dx
− (y′′fy′ + y′y′fyy′ + y′y′′fy′y′) = ٠,

df

dx
− [y′′fy′ + y′(y′fyy′ + y′′fy′′)] = ٠.

داريم: (٨.١) رابطه از استفاده با

df

dx
− (y′′fy′ + y′

d

dx
fy′) = ٠,

df

dx
− [

dy′

dx
fy′ + (

d

dx
fy′)y

′] = ٠,
df

dx
− (

d

dx
(y′fy′) = ٠,

d

dx
(f − y′fy′) = ٠,

f − y′fy′ = c. (١٢.١)

آن حل موارد بعضی در شد گفته طوریه همان و می�باشد یک حداکثر مرتبه از دیفرانسیل معادله یک كه
(۶.١) معادله حل است، ممکن نیز مسائل بعضی در ولی است. راحتر (۶.١) معادله حل به نسبت
اکسترمالهای یافتن برای I(y) تابعک در f(x, y, y′) تابع نوع به باتوجه بنابراین باشد. داشته ارجحيت
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نمود. استفاده (١٢.١) یا (۶.١) معادله از می�توان، آن

مسیر کوتاهترین خم ١.٣.١

منحنی�های بین از بخواهیم و باشند R٢ صفحه در مفروض نقطه دو (x٢, y٢) و (x١, y١) کنید فرض
باشد. داشته را طول کوتاهترین که آوریم، بدست چنان را y = y(x) منحنی نقاط، اين از گذرنده

دو بین واصل منحنی طول کند. می وصل بهم را نقطه دو این که باشد، دلخواهی منحنی y = y(x) اگر
انتگرال محاسبه از ∫نقطه x٢

x١

√
١+ [y′(x)]٢dx,

تابعک که آوریم بدست چنان را y = y(x) است کافی پس می�آید. بدست

I(y) =

∫ x٢

x١

√
١+ [y′(x)]٢dx. (١٣.١)

كند. مينيمم y(x٢) = y٢ و y(x١) = y١ مرزی شرط با را

داریم: لاگرانژ اویلر معادله به بنا

٠− d

dx
(

٢y′

٢
√
١+ y′

) = ٠,

y′√
١+ y′٢

= k,

y′
٢
= k٢ + k٢y′٢,

y′
٢
=

k٢

١− k٢
.

داریم: p = k٢

١−k٢ فرض با
y′
٢
= p.

می�شود: نتیجه c١ = ±√
p بافرض همچنين و بود خواهد y′ = ±√

p لذا

y′
٢
= k(١+ y′

٢
),

y′ = c١,

y = c١x+ c٢. (١۴.١)

داريم: y(x٢) = y٢ و y(x١) = y١ مرزی شرط اعمال با و

y١ = c١x١ + c٢,

y٢ = c١x٢ + c٢,


