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چکیده
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مقدمه

فشرده صفر مقسوم�علیه گراف �صفر، مقسوم�علیه گراف ویژگی�هاي بیان و معرفی به پایان�نامه این در

گرافیکی، ساختارهاي این به توجه با نهایت در و می�پردازیم R حلقه�ي �صفر مقسوم�علیه مشبکه�ي و �شده

می�نماییم. مجهز جبري ساختارهایی به را Z(R) مجموعه�ي

جمع عمل تحت لزوماً ،R جابجایی حلقه�ي �صفر مقسوم�علیه�هاي مجموعه�ي ،Z(R) اعضاي می�دانیم

دهد. تشکیل ساختارجبري هیچ R حلقه�ي روي نتواند Z(R) که می�شود موجب امر این نیستند. بسته

نظریه�ي روش�هاي و ابزارها از استفاده با �صفر، مقسوم�علیه�هاي بررسی و مطالعه اخیر، سال�هاي در

نتایج، این از چندي بررسی به داریم قصد پایان�نامه این در می�شود. دنبال قوي�تر و جدي�تر صورتی به گراف

بپردازیم. حلقه�هاست، نظریه�ي و گراف نظریه�ي میان ارتباط نوعی واقع در که

حلقه�ي یک از گراف یک ایجاد ایده�ي رسید، چاپ به ١٩٨٨ سال در که [16] مقاله��ي در بک1 ایستوان
اندرسون2 دیوید ،١٩٩٩ سال در بعد، سال�ها داد. نشان Γ(R) با را خود گراف وي کرد. مطرح را جابجایی

در آن�ها کردند. عنوان Γ(R) گراف براي را متفاوت تعریفی ،[9] مقاله�ي در لیوینگستن3 فیلیپ همراه به

مجموعه این متمایز عضو دو بین یالی و گرفتند درنظر Z(R) مجموعه�ي ناصفر اعضاي را رأس�ها گراف این

براي را جدیدي مسیر مقاله� این باشد. صفر با برابر عضو دو آن حاصل�ضرب اگر فقط و اگر گرفتند نظر در

«بک» گراف آن از پس نمود. باز جابجایی حلقه�هاي نظریه�پردازان براي �صفر مقسوم�علیه گراف مطالعه�ي

این از بسیاري ویژگی�هاي آن�ها دادند. نشان Γ(R) با را «لیوینگستن» و «اندرسون» گراف و Γ٠(R) با را

1Istvan Beck

2David Anderson

3Philip Livingston



اگر فقط و اگر است متناهی حلقه�اي R که، بود این آن�ها نتایج جمله�ي از نمودند. اثبات را گرافی ساختار

گراف باشد، نامتناهی مرتبه�ي از حلقه که مواردي در که می�شود نتیجه مطلب این از .١ ≤ |Γ(R)| < ∞

حالت�ها از بعضی در و دشوار آن گرافی ساختار بررسی این�رو از است. نامتناهی مرتبه�ي از نیز آن به نظیر

مقسوم�علیه گراف ،[28] مقاله�ي در ٢٠٠٢ سال در مولی4 مشکل، این کردن برطرف براي است. غیرممکن

[35] در ٢٠١١ سال در رسمی طور به مفهوم این هم�چنین کرد. معرفی را R حلقه�ي شده�ي فشرده صفر

مطرح هستند)، صفر مقسوم�علیه گراف رأس�هاي همان (که Z(R) اعضاي روي هم�ارزي رابطه�اي تعریف با

شده، فشرده صفر مقسوم�علیه گراف رأس�هاي روي جزئی ترتیبی تعریف با بس5، نیکولاس آن از پس شد.

صفر، مقسوم�علیه گراف برشی مجموعه�هاي بررسی هدف با را R حلقه�ي صفر مقسوم�علیه مشبکه�ي ساختار

گرفت. صورت Z(R) مجموعه�ي شناخت جهت در زمینه این در بسیاري تحقیقات نهایت در نمود. مطرح

خود مورد در را نتایجی R صفرحلقه�ي مقسوم�علیه گراف به توجه با می�کنیم سعی پایان�نامه این در

کنیم. بیان R حلقه�ي صفر مقسوم�علیه�هاي مجموعه�ي و R حلقه�ي

4Mulay

5Nicholas Beath



1 فصل

مقدماتی مفاهیم و تعاریف



حلقه�ها نظریه�ي 1.1
بخش این مباحث اثبات براي است. نشده عنوان بخش این قضایاي اثبات مطلب، سادگی دلیل به

می�کنیم. پیشنهاد را [25 ،12 ،3 ،2] مراجع پایان�نامه، این در جبري مباحث براي و [2] مرجع

است ناتهی مجموعه�ي یک R که طوري به (R,+, ·) سه�تایی یک از است عبارت حلقه یک .1.1.1 تعریف

و

+ : R×R −→ R

· : R×R −→ R

اعمال این که طوري به می�شوند نامیده R در ضرب و جمع ترتیب به که هستند R روي دوتایی عمل دو

می�کنند: صدق زیر شرایط در

است. آبلی گروه یک (R,+) الف)

،a, b, c ∈ R هر ازاي به یعنی است، نیم�گروه یک (R, ·) ب)

(a · b) · c = a · (b · c).

a, b, c ∈ R هر ازاي به یعنی می�شوند، مربوط یکدیگر به توزیع�پذیري قوانین با جمع و ضرب ج)

داریم:

a · (b+ c) = (a · b) + (a · c),

(a+ b) · c = (a · c) + (b · c).

،a ∈ R هر ازاي به که طوري به باشد داشته وجود ١ ∈ R چون عضوي اگر

a · ١ = ١ · a = a.

باشد چنان R ضرب عمل هرگاه می�نامیم. حلقه یکه�ي عضو ١را و یکدار حلقه�ي یک را R این�صورت در

،a, b ∈ R هر ازاي به که
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a · b = b · a.

می�نامیم. جابجایی حلقه�ي یک را R آن�گاه

و جابجایی حلقه�هاي اعداد، معمولی ضرب و جمع با C و R ،Q ،Z مجموعه�هاي .1 .2.1.1 مثال

حلقه�اي معمولی، ضرب و جمع اعمال تحت زوج صحیح اعداد مجموعه�ي حالی�که در یکدارند.

نیست. یکدار که است جابجایی

اگر هستند. x, y ∈ Z و طبیعی عددي n فرض�کنیم .(n پیمانه�ي به صحیح اعداد (حلقه�ي .2

است. هم�ارزي رابطه�ي یک ≡ رابطه�ي .x ≡ y(n پیمانه�ي (به می�نویسیم آن�گاه ،n|x − y

درنظر هم�ارزي رده�هاي تمام مجموعه�ي عنوان به را Zn و می�دهیم نشان x با را x هم�ارزي رده�ي

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را · و + اعمال ،x, y ∈ Zn هر ازاي به می�گیریم.

x+ y = x+ y, x · y = xy.

است. یکدار و جابجایی حلقه�ي یک (Zn,+, ·) این�صورت در

.Zn = {٠,١, . . . , n− ١} می�کنیم قرارداد

این در .ab = ٠ طوري�که به هستند R حلقه�ي از ناصفري عضوهاي b و a فرض�کنیم .3.1.1 تعریف

حلقه�ي یک R چنان�چه می�نامیم. �راست �صفر مقسوم�علیه یک b و �چپ �صفر مقسوم�علیه یک را a صورت

b ∈ R مانند ناصفري عضو هرگاه می�نامیم �صفر مقسوم�علیه یک را a ∈ R ناصفر عضو باشد، جابجایی

�صفر مقسوم�علیه�هاي بین جابجایی حلقه�ي یک در عبارت�دیگر به .ab = ٠ طوري�که به باشد داشته وجود

ندارد. وجود تمایزي راست و �چپ

مجموعه�ي از ناصفر عضوهاي مجموعه�ي هم�چنین و R حلقه�ي صفر مقسوم�علیه�هاي مجموعه�ي

می�دهیم. نشان Z(R)∗ و Z(R) با ترتیب به را R حلقه�ي صفر مقسوم�علیه�هاي

نیستند. اول n عدد به نسبت که هستند اعدادي دقیقاً �صفر مقسوم�علیه�هاي Zn حلقه�ي در .4.1.1 مثال

ندارد. �صفر مقسوم�علیه Zp آن�گاه باشد، اول عددي p اگر .5.1.1 نتیجه
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می�نامیم. صحیح دامنه�ي یک ندارد، �صفر مقسوم�علیه �که را جابجایی حلقه�ي یک .6.1.1 تعریف

هستند. صحیح دامنه�ي C و R ،Q ،Z حلقه�هاي .1 .7.1.1 مثال

است. صحیح دامنه�ي یک Z[√٢] = {a+ b
√
٢|a, b ∈ Z} حلقه�ي .2

است. صحیح دامنه�ي یک Zp ،p اول عدد هر ازاي به .3

نیست. صحیح دامنه�ي Zn آن�گاه نباشد، اول عدد n اگر .4

تعریف زیر صورت به را آن و می�دهیم نشان ann(x) با را x ∈ R عضو پوچساز مجموعه�ي .8.1.1 تعریف

می�کنیم:

ann(x) = {a ∈ R | ax = ٠}.

معکوس یک را b آن�گاه ،ab = ١ ،a, b ∈ R ازاي به اگر است. یکدار Rحلقه�اي فرض�کنیم .9.1.1 تعریف

b راست معکوس یک داراي a ∈ R چون عضوي هرگاه می�نامیم. b چپ معکوس یک را a و a راست

یکال�هاي مجموعه�ي می�نامیم. یکه) یکال، (یا وارون�پذیر عضوي را a آن�گاه باشد، c چپ معکوس یک و

می�دهد. گروه یک تشکیل ضرب عمل تحت البته که می�شود داده نشان U(R) با R حلقه�ي

گروه یک تشکیل ضرب عمل با آن ناصفر عضوهاي هرگاه می�نامیم میدان یک را R حلقه�ي .10.1.1 تعریف

بدهند. آبلی

است. صحیح دامنه�ي یک میدان هر .11.1.1 قضیه

صحیح دامنه�ي یک Z مثال عنوان به نیست. درست کلی حالت در فوق قضیه�ي عکس .12.1.1 توضیح

نیست. میدان ولی است

است. میدان یک متناهی صحیح دامنه�ي هر .13.1.1 قضیه

ازاي به طوري�که به باشد موجود nمثبت و صحیح عدد اگر است. حلقه یک R فرض�کنیم .14.1.1 تعریف

مثبت و صحیح عدد کوچک�ترین و است متناهی مشخصه�ي از R گوییم آن�گاه باشد ،na = ٠،a ∈ R هر

گوییم این�صورت غیر در می�دهیم. نشان char(R) نماد با را آن و می�نامیم R مشخصه�ي را خاصیت این با

است. صفر مشخصه�ي از R
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مشخصه�ي از Zm حلقه�ي و صفرند مشخصه�ي از C و R ،Q میدان�هاي و Z صحیح دامنه�ي .15.1.1 مثال

است. m

مرتبه�ي از جمع عمل تحت ،١ یعنی حلقه، یکه�ي عضو اگر یکدار). حلقه�ي یک (مشخصه�ي .16.1.1 تعریف

است. صفر مشخصه�ي از R گوییم این�صورت غیر در است. n مشخصه�ي از R آن�گاه باشد n متناهی

یک با برابر یا صفر با برابر صحیح دامنه�ي هر مشخصه�ي صحیح). دامنه�ي یک (مشخصه�ي .17.1.1 قضیه

است. اول عدد

یک را S این�صورت در است. آن ناتهی زیر�مجموعه�ي یک S و حلقه یک R فرض�کنیم .18.1.1 تعریف

در باشد. حلقه یک خود ،R در تعریف�شده ضرب و جمع اعمال به نسبت S هرگاه گوییم R زیر�حلقه�ي

.S 6 R می�نویسیم حالتی چنین

S آن�گاه ،S ̸= R و باشد R از زیر�حلقه�اي S اگر هستند. R زیر�حلقه�هاي {٠} و R که است واضح

.S 
 R می�نویسیم نباشد، R زیر�حلقه�ي S که حالتی در می�نامیم. R از (سره) حقیقی زیر�حلقه�ي یک را

Z زیر�حلقه�ي یک ،nZ = {٢±,١±,٠, . . .} مجموعه�ي ،n مثبت و صحیح عدد هر براي .19.1.1 مثال

است.

یک S این�صورت در است. آن ناتهی زیر�مجموعه�ي یک S و حلقه یک R فرض�کنیم .20.1.1 قضیه

اگر فقط و اگر است R زیر�حلقه�ي

باشد)، (R,+) زیر�گروه یک (S,+) (یعنی a− b ∈ S شود نتیجه a, b ∈ S هر براي .1

.ab ∈ S که شود نتیجه a, b ∈ S هر براي .2

.e٢ = e هرگاه گوییم خودتوان را R حلقه�ي در e عنصر .21.1.1 تعریف

می�کنیم: بیان زیر صورت به را آن تعریف که کاربرد. به ”ددکیند” بار اولین را حلقه یک ایده�آل مفهوم

هرگاه: می�نامیم R ایده�آل یک را R از I ناتهی زیرمجموعه�ي .22.1.1 تعریف

باشد. R زیرگروه جمع عمل تحت I .1
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باشیم: داشته r ∈ R هر و a ∈ I هر ازاي به .2

،ar ∈ I (آ)

.ra ∈ I (ب)

.I �R نویسیم می این�صورت در

یک I ترتیب همین به و باشند برقرار آ -2 و 1 شرایط هرگاه می�شود نامیده راست ایده�آل یک I

جابجایی حلقه�ي یک در که �است واضح باشند. برقرار ب -2 و 1 شرایط هرگاه می�شود نامیده چپ ایده�آل

نیست. راست و چپ ایده�آل�هاي بین تمایزي

همریختی یک را f : R −→ S تابع این�صورت در هستند. حلقه دو S و R فرض�کنیم .23.1.1 تعریف

باشیم: داشته a, b ∈ R هر ازاي به هرگاه می�نامیم حلقه�اي

،f(a+ b) = f(a) + f(b) .1

.f(ab) = f(a)f(b) .2

انجام S در راست سمت عمل�هاي و R در چپ سمت عمل�هاي ،2 و 1 تساوي�هاي در که داریم توجه

اعمال این دوي هر که باشیم داشته انتظار است طبیعی است، عمل دو داراي حلقه یک چون می�شوند.

هرگاه که است این بیان�گر 1 خاصیت علاوه به بمانند. محفوظ می�نامیم حلقه�اي همریختی که آن�چه تحت

S به R از گروهی همریختی یک f آن�گاه شوند، گرفته نظر در + تحت آبلی گروه�هاي عنوان به S و R

است.

حلقه�اي همریختی همان منظور می�شود، همریختی از صحبت هرجا پایان�نامه این در .24.1.1 توضیح

است.

که ،f همریختی هسته�ي این�صورت در است. همریختی یک f : R −→ S فرض�کنیم .25.1.1 تعریف

می�شود تعریف زیر صورت به می�شود، داده نشان kerf با

kerf = {x ∈ R | f(x) = ٠s}.
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است. R ایده�آل یک kerf آن�گاه باشد، S حلقه�ي به R حلقه�ي از همریختی یک f اگر .26.1.1 قضیه

این�صورت در است. همریختی یک f : R −→ S و هستند حلقه S و R فرض�کنیم .27.1.1 تعریف

باشد. یک�به�یک f هرگاه می�نامیم تکریختی یک را f .1

باشد. پوشا f هرگاه می�نامیم بروریختی یک را f .2

یک f : R −→ S فرض�کنیم یکریختی). اول قضیه�ي یا همریختی اساسی (قضیه .28.1.1 قضیه

φ که ،f = g٠φ به�قسمی�که دارد وجود g :
R

kerf
−→ S یکریختی این�صورت در است. بروریختی

است. R

kerf
به R از طبیعی نگاشت

g :
R

kerf
−→ S تکریختی این�صورت در است. یکهمریختی f : R −→ S فرض�کنیم .29.1.1 قضیه

.
R

kerf
∼= f(R) 6 S داریم در�نتیجه .f = g٠φ �که به�قسمی دارد وجود

اگر ،R از I ایده�آل هر ازاي به Mو ̸= R اگر گوییم ماکسیمال را R حلقه� Mاز ایده�آل .30.1.1 تعریف

.I = R یا I = M آن�گاه ،M ⊆ I ⊆ R

است. F تقسیم) حلقه�ي (یا میدان از ماکسیمال ایده�آل یک (٠) .31.1.1 مثال

فقط و اگر می�شود نامیده جزئی ترتیبی رابطه�ي یک ،Ω ناتهی مجموعه�ي 6روي رابطه�ي .32.1.1 تعریف

باشند: برقرار زیر شرایط ،a, b, c ∈ Ω هر ازاي به اگر

انعکاسی). (خاصیت a 6 a الف)

پادتقارن). (خاصیت a = b دهد نتیجه b 6 a و a 6 b ب)

تعدي). (خاصیت a 6 c دهد نتیجه b 6 c و a 6 b ج)

می�شود. نامیده جزئی مرتب مجموعه�ي یک (Ω,6) این�صورت در

هر ازاي به طوري�که به است Ω از زیرمجموعه�اي ،(Ω,6) جزئی مرتب مجموعه�ي در C زنجیر یک

.b ≤ a یا a ≤ b داریم: a, b ∈ C
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داشته a ∈ C هر ازاي به هرگاه می�شود نامیده C پائین) (کران بالاي کران یک u ∈ Ω چون عضوي

.( a ≥ u) a ≤ u باشیم

(کران بالاي کران هر براي که طوري به باشد C زنجیر پائین) (کران بالاي کران یک u اگر هم�چنین

(بزرگ�ترین بالاي کران کوچک�ترین ،u آن�گاه ،(u ≥ v) u ≤ v باشیم داشته C زنجیر از v دیگر پائین)

می�شود. نامیده C زنجیر پائین) کران

بالا کران کوچک�ترین داراي هم اعضا از زوج هر آن در که است جزئی مرتب مجموعه�ي مشبکه یک

هستند. پایین کران بزرگ�ترین داراي هم و

هرگاه می�شود نامیده (Ω,≤) جزئی مرتب مجموعه�ي ماکسیمال عضو یک m ∈ Ω مانند عضوي

.m = a دهد نتیجه m ≤ a و a ∈ Ω

داشته Ω در بالایی کران (Ω,≤) جزئی مرتب مجموعه�ي در C زنجیر هر اگر زورن). (لم .33.1.1 لم

است. ماکسیمال عضو داراي (Ω,≤) آن�گاه باشد،

آن�گاه باشد، R از (سره) حقیقی ایده�آل یک A و یکدار حلقه�ي یک R اگر زورن). (کرول- .34.1.1 قضیه

.A ⊆ M طوري�که به دارد وجود R از M ماکسیمال ایده�آل

است. ماکسیمال ایده�آل یک داراي یکدار حلقه�ي هر .35.1.1 نتیجه

از وارون�ناپذیر عضو هر این�صورت در است. یکدار و جابجایی حلقه�ي یک R فرض�کنیم .36.1.1 نتیجه

دارد. تعلق ماکسیمال ایده�آل یک به R حلقه�ي

عضو یک a این�صورت در .a ∈ R و است یکدار و جابجایی حلقه�ي یک R فرض�کنیم .37.1.1 نتیجه

باشیم داشته ،R از M ماکسیمال ایده�آل هر ازاي به اگر فقط و اگر است R حلقه�ي از یکه) (یا وارون�پذیر

.a /∈ M

ماکسیمال ایده�آل یک داراي R هرگاه است. یکدار و جابجایی حلقه�ي یک R فرض�کنیم .38.1.1 تعریف

می�نامیم. موضعی حلقه�ي یک را R آن�گاه باشد، یکتا

معادلند: زیر گزاره�هاي این�صورت در است. یکدار و جابجایی حلقه�ي یک R کنیم فرض .39.1.1 قضیه
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