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 ণپاس ච໋اری 
 

و৯د ਟی داৣم از ک૟ൎه ଘ رسم ادب و අඋࢌ ষیࢆوی ণپاس، لازم ਗی. ھേتا را ৔ ଒وਮ࣪ق ইࡣب علم و ग़ࡁभජࢌ، ଘ ૼن ࠝطا ड़඼່ودণپاس و ণتاীش ೯دا
   .اଌن پایان ଓฬ یاری ඟ໊د৯د ণپاس ච໋اری ৶ماସగ୍ا਩ی ජ໑ ଒ا ৬ భدوଌن 

భی وپدرم از ماਟ انඟیࢁ঻ نଌت، اঃ༚ روໆ ،تاേھ ਩ودشاओو ଽوদ ଒ شانیज़࣓م کلاീি ،ࢾش انൺ൑ख़ ࢸت و ادعا را ھࢤوا  انو بارانज़ ஑ یਟ ࢤود ره৶ یਖھජ໑د৯ یਜتീࣺ ୀ -

  .৤୓م
  .ଌୃن พ়ࢁඟات را دارم৶ࢤود৯د، صേ࣓ماଡاز ھࢡඥر ඼ෙय़باৣم و خاৗواده න෥ख़رज़ش భ ଒ ੌول ূࡗજࣱل یار৤م 

଒ اभࣇخار شاඟ໋دی اীشان را داত࣎م و భ ৳ماਗی ජ໑اउل اඟ໔ای اଌن پایان ଓฬ ھࢤواره از  ॷࢡس الم࢖وک ऒو॰دل دන඿ر  ໆرکار خاৣماز اণتاد ඼່زاଡ و ୁرদوارم 
خاইساری  ଒  داॐمدන඿ری ارേ॒ندم آ༚تاداوان ೯دक़ت اণ ا਩ی พ় ඼່ࢁඟ و दدر د. ام، ণپاس ච໋ارمঃند রودهی اীشان ඼ෙ঳هپشتیبا਩ی و رঘ࣒ࢤود୓ی ارز৯ده

  .ଓฬ را ଘ ࠱ھده دا੆ज़௭ࣩوॼࢹت  داوری اଌن پایان 
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 چكيده

فصل . اين پايان نامه تشكيل شده از چهارفصل كه فصل اول آن به يادآوري مفاهيم اوليه مي پردازد
. وحلقه هاي معكوس پذيرضعيف چپ اختصاص داده شده است NCI دوم به معرفي حلقه هاي 

روي اين حلقه  فصل سوم كه موضوع اصلي پايان نامه است چند حلقه ديگررا معرفي كرده وشرايطي
درآخرفصل چهارم به بيان ويژگي اينگونه حلقه . ها را بيان ميكندكه باحلقه كاهش يافته معادل شوند

 .مي پردازد هاباتوجه به عناصر خودتوان آنها
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 فصل اول

قضيه ومعرفي چند نماد كه براي فهم مطالب اين پايان نامه نياز است ، دراين فصل به بيان چند تعريف
.مي پردازيم   

:1- 1تعريف  

آن ها را به ترتيب باشند كه    R دوتايي روي   اعمال.  و +و  يك مجموعه غير تهي  R فرض كنيد     

:باشند زير برقرار مي نامند اگر شرايطرا يك حلقه   (R,+. (. مي خوانيم "ضرب"و"جمع"   

.يك گروه آبلي باشد     (R,+) 1.  

:                                                                         عمل ضرب شركت پذير باشد يعني .2   

,ܽ׊                   ܾ, ܿ א ܴ , ሺܽ. ܾሻ. ܿ ൌ ܽ. ሺܾ. ܿሻ 

ܽ, ܾ,ܿ א ܴ عمل ضرب روي جمع توزيع پذير باشد، يعني به ازاي هر .3  

               ܽ. ሺܾ ൅ ܿሻ ൌ ܽ. ܾ ൅ ܽ. )قانون توزيع پذيري چپ  ܿ ) 

  ሺܾ ൅ ܿሻ. ܽ ൌ ܾ. ܽ ൅ )قانون توزيع پذيري راست          ܽ.ܿ )               

:2- 1تعريف  

:را يك حلقه جابجايي گويند هرگاه  R . يك حلقه باشد  (R,+.) كنيدفرض   

,ܽ׊                       ܾ א ܴ, ܽ. ܾ ൌ ܾ. ܽ  

:3- 1تعريف  

݁   وجود   א ܴ R  عنصري مانند  است هرگاهيك حلقه يكدار  . يك حلقه باشد  (R,+.) كنيد فرض                   

.  ܽ݁ ൌ ݁ܽ ൌ ܽ  ،ܽ א ܴ به قسمي كه به ازاي هر  داشته باشد    
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:4- 1تعريف  

ݒ א ܴ ݑ     معكوس پذيراست هرگاه א ܴ عنصر.باشد1يك حلقه باعنصرهماني    R فرض كنيد    

ݑݒ.  ൌ ݒݑ ൌ1 موجودباشد به طوري كه 

.گوييم  به آن معكوس ضربي  يكتاست ودرصورت وجود   ݑ عنصر  ݒ  

. نمايش مي دهيم  ܷ(R) رابا R مجموعه يكه هاي  :علامت گذاري   

: 5 - 1تعريف  

R گويند اگر)راست(مقسوم عليه صفرچپرا    در   ܽ ് 0 يك عنصر .يك حلقه باشد  R دفرض كني  

 .ܾܽ ൌ 0ሺܾܽ ൌ وجود داشته باشد به طوري كه   (0 R b്   در 0 يك عنصر   

: 6- 1تعريف  

    n  عدد طبيعي هرگاه ه ميشوددتوان ناميپوچ R از حلقه   ݔ عضو .حلقه باشديك    R  كنيدفرض  

௡ݔ.         كهوجود داشته باشد به طوري  ൌ 0 

:7- 1تعريف  

.ܽଶ ൌ ܽ هرگاه ناميده مي شودخودتوان   ܽ א ܴ عنصر .يك حلقه باشد   R فرض كنيم   

: 8-1 تعريف  

R خود   از . و  +دوعمل  با  S هرگاه  ناميده مي شود  R زير حلقه   R ازحلقه   S زيرمجموعه غير تهي 

.باشد يك حلقه   
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: 9-1تعريف   

مقسوم عليه صفر  فاقدهرگاه  ناميده مي شوديك قلمرو صحيح   R .غيربديهي باشد حلقه غير صفر   

  .صحيح مي باشد  هايمثال هايي از قلمرو اعداد گويا اعداد صحيح، ،حلقه اعداد حقيقي

: 10-1تعريف  

.ناميده مي شود يك حلقه بخشي يكه باشد كه در آن هرعنصر ناصفر  1R ് 0  حلقه يكدار R  باخاصيت

:11- 1تعريف  

:باشد دراين صورت مجموعه  R يك متغيير روي  يك مجهول يا  ݔ ويك حلقه دلخواه   R فرض كنيد  

R[ݔ]={ܽ଴ ൅ ܽଵݔ ൅ ڮ ൅ ܽ௡ݔ௡ܽ׀௜ א ܴ, ݊ א ܰ ׫ ሼ0ሽ} 

 كه متشكل ازهمه چند جمله اي هاي باضرايب در R است همراه باجمع وضرب تعريف شده به

:صورت  

 (ܽ଴ ൅ ܽଵݔ ൅ ڮ ൅ ܽ௡ݔ௡ሻ+(ܾ଴ ൅ ܾଵݔ ൅ ڮ ൅ ܾ௠ݔ௠ሻ ൌ 

(ܽ଴ ൅ ܾ଴ሻ+(ܽଵ ൅ ܾଵሻݔ+…+(ܽ௡ ൅ ܾ௡ሻݔ௡ ൅ ܾ௡ାଵݔ௡ାଵ ൅ ڮ ൅ ܾ௠ݔ௠ 

و  n൑ آن در كه ݉  

 (ܽ଴ ൅ ܽଵܺ ൅ ڮ ൅ ܽ௡ݔ௡ሻ.(ܾ଴ ൅ ܾଵݔ ൅ ڮ ൅ ܾ௠ݔ௠ሻ ൌ ∑ ܿ௜௝  ௜ା௝ݔ

 0൑i ൑ ݊,   0൑ ݆ ൑ ݉ 

 كه در آن

 ܿ௜௝ୀ௔బ௕ೕା௔భ௕ೕషభାڮା௔೔௕బ
 . 

.مي نامند  R  اين حلقه را حلقه چند جمله اي ها روي حلقه  . حلقه مي باشديك  
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: 12-1تعريف  

I يك ايده آل    دراين صورت  . باشد  R يك زير مجموعه غيرتهي از   I  ويك حلقه  R  فرض كنيد  

: هرگاه است  R حلقه  ) راست( چپ   

.ܽ-ܾ א ܫ داشته باشيم    ܽ, ܾ א ܫ براي هر  عبارت ديگربه   ،باشد  (R,+) زيرگروهي از  I 1.  

به عبارت  .بسته باشد  I درعناصر ) راست( ازچپ  R دلخواه ازحلقه  نسبت به ضرب هرعضو  I 2.  

.باشد ݔܽ)    א ܽݔ  (  ܫ א ݔ , ܫ א ܴ ,ܽ א ܫ براي هر  ديگر  

: 13-1تعريف    

R      راست وهم يك  هرگاه هم يك ايده آل است   از حلقه   R    حلقه يده آل دوطرفها   I  آل ايده  

I R   باشد، مي نويسيم R I حلقه يك از آل ايده  وقتي  .باشد  R ايده آل چپ    

.است  Ժ ايده آلي ازحلقه   ܼ݊ ={nxݔ׀ א ܼሽ , n براي هرعدد صحيح وثابت   :مثال  

:14-1 تعريف  

. پوچتوان باشد   I پوچ است اگر هرعنصر   R از   I  يك حلقه باشد  ايده آل. R فرض كنيد    

:وماكسيمالايده آل هاي اول   

:15-1تعريف   

                ،R  در A,B P     آل زاي هر ايدها به و  ് R لرا او    مي نامند اگر  R    از حلقه P   ايده آل 

.Aؿ يا  ܲ Bؿ ؿAB  نتيجه دهد  ܲ ܲ   
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:16-1قضيه  

يك حوزه   صحيح  ோ

P
R  اول است اگرو تنها اگر از حلقه   ܲ ايده آل .يك حلقه باشد  R فرض كنيد  

.باشد  

:17- 1تعريف  

mؿ از  R، اگر ܴ I m≠R و به ازاي هرايده آل  در صورتي  ماكسيمال است  R از حلقه   m   آل ايده 

.m=I  يا I=R اگر  ،آن گاه     

: 18-1گزاره   

در   هيچ يك از x x اگر وتنها اگر يكه است   در اين صورت . باشد  xא  فرض كنيد R  يك حلقه وܴ

.نباشد  R ايده آل هاي ماكسيمال حلقه    

:وجيكوبسون راديكال  پوچ راديكال  

است     J مينيمال روي  يده آلا   I   باشد. JكI و   R دو ايده آل حلقه   J,I          فرض كنيد :19-1تعريف

را   I   ،ايده آل ديگري قرار نگيرد J و  I  ين وب J={0} اگر  .ايده آل ديگري قرار نگيرد   J,I هرگاه بين 

.مينيمال حلقه گوييم ايده آل   

:20-1 قضيه  

R يعني باشد،  جابجاييمجموعه عناصرپوچ توان حلقه    N فرض كنيد    

ݔ}=N در اين صورت א ௡ݔ:ܴ ൌ 0, n }براي يك عددطبيعي  

.است   R يك ايده آل    N 1 .  
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.وان غيرصفرنداردتهيچ عنصرپوچ   ோ

N
 2 .  

.نمايش مي دهند  N( R ) را با R مجموعه تمام عناصرپوچتوان حلقه  :علامت گذاري  

:21- 1تعريف  

. ناميده مي شود 1يافته حلقه كاهش باشد   N (R )=0 بيان ديگر به توان آن صفر حلقه اي كه تنها پوچ   

.يك حلقه كاهش يافته است            ோ

N
حلقه خارج قسمتي : مثال  

: 22-1قضيه   

ݎ א ܴ هر براي  كاهش يافته است اگر وتنها اگر    R  دراين صورت  .حلقه باشديك  R  فرض كنيد 

ايجاب كند كه   0=ݎ. ଶݎ ൌ تساوي هر   0  

ଶݎ   ൌ لذا از. است    0  R بنابراين صفر تنها عنصر پوچتوان . كاهش يافته باشد  R فرض كنيد  :اثبات
  

.نتيجه مي شود  ،  صفربودن  ݎ    ݎ א ܴ هر براي  

.  بنابراين ܽ௡ ൌ 0 كه يحي باشدصحكوچكترين عدد  nعضوپوچتوان و ܽ א ܴ فرض كنيد  ،برعكس  

 ܽ௡ିଵ ൌ فرض بنابه 0 ሺܽ௡ିଵሻଶ و ൌ 0 .  پس ܽ௡ିଵ. ܽ௡ିଵ ൌ ܽ௡ܽ௡ିଶ ൌ ௡ିଵܽ چون  0 ് 0  

.تناقض استكه اين خواهدبود   

:هامثال   

 ا. .يك حلقه كاهش يافته استكاهش خود وحاصلضرب حلقه هاي زير حلقه يك حلقه كاهش يافته

.هستندكاهش يافته حلقه هاي جمله اي روي ميدان مثال هايي از هرحلقه چندو، هرميدان   Ժ 2.حلقه  

                                                 
1 Reduced  ring 
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.                         است   Ժ

଺Ժ
توجه كنيد  .افته استي كاهش  6Ժ حلقه  توانتنها عنصر پوچ   

Ժ

଺Ժ
 .  3 

.است    
Ժ

ସԺ
Ժ پوچتوانعنصر 2+ 4     توجه كنيد كه . كاهش يافته نيست  

Ժ

ସԺ
 4 .  

: 23-1قضيه  

N =ځ ܲ௉ٱುோ اين صورت باشد در  R  عناصر پوچ توان حلقه جابجايي مجموعه  N فرض كنيد   

:24- 1تعريف  

راديكال  نمايش مي دهيم وآن را  J ( R ) را با   R   اشتراك تمام ايده آل هاي ماكسيمال حلقه 

.مي ناميم  R  جيكوبسون  

:25- 1تعريف  

ܫ  برܬ را با نماد  باشندآن گاه ايده آل حاصل تقسيم   R دو ايده آل حلقه   ܫ , ܬ   اگر 

. كنيم ميتعريف    ሺܫ: ݔ}=(ܬ א ܬݔ׀ ܴ ك ሽܫ :ܫ) وبه صورتنشان داده       (ܬ

ሻ ܬ ோሺ݊݊ܣ گوييم وبا   (ܬ: 0) را پوچ ساز ايده آل  ܬ ايده آل صفر    در اين صورتباشد  I   اگر 

:نمايش مي دهيم وداريم   

(0:J)= {xא ܬݔ ׀ ܴ ൌ 0 ሽ= ݊݊ܣோ ( J) 

 

: همريختي هاي حلقه ها   

:26-1تعريف  

صورتي كه به در  مي ناميم اي همريختي حلقه را  f :ܴ ՜ ܴᇱ تابع . دوحلقه باشد  ܴᇱ و R فرض كنيد    
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:داشته باشيم   x , y א ܴ ازاي هر    

f (x+y )=f (x )+f (y ) .1 

  f(x.y)= f (x).f(y)   2.   

: 27-1تعريف   

صورتي كه در .يك به يك وپوشا باشد   f است هرگاه  )ايزومورفيسم(ريختي يك يك  f همريختي    

f يك به يك باشد آن را تكريختي  اگرهمريختي  باشدآن را بروريختي و پوشا  f همريختي  
. گوييم) منومورفيسم(  

:    مدول ها   

: 28-1تعريف  

-R .آبلي باشد يك گروه M  يك جمعهمراه باعمل    M  مجموعه غيرتهيويك حلقه  R فرض كنيد    

ܯ ሺ باضابطه   ൈ ܴ ՜ ܴ ሻܯ ൈ ܯ ՜ ܯ هرگاه نگاشت  است )راست(مدول چپ    

:به طوري كه دموجود باش  , ݔ)) ՜(ݎ ,ݎ) , (ݎ ݔ ሻݔ ՜     ݔݎ

باشيم                                     داشته  ,ݔ   وهرعضوازR  مثلݎ M مثل ݕ به ازاي هردو عضواز . 1  

ݔሺ ݎ ൅ ሻݕ  ൌ ݔݎ  ൅ ݔሺ  ሺ   ݕݎ ൅ ൌ ݎ ሻݕ  ݎݔ ൅  ሻ ݎݕ

داشته  باشيم ,ݏ R مثل  ݎ دو عضواز هر و به ازاي هرعضواز  M مثل ݔ  .2 

ሺ ݎ ൅ ݔሻݏ ൌ ݔݎ ൅ ,   ݔݏ ሺݔ ሺݎ ൅ ሻݏ ൌ ݎݔ ൅     ሻ ݏݔ

,ݏ  باشيم داشته    ݎ مثل   R عضو از  دو هر و ݔ  مثل   M 3. به ازاي هرعضواز 

ሺ ݏݎሻݔ ൌ ሻݏݎሺ ݔ ሻ        ሺݔݏሺݎ ൌ ሺݎݔሻݏ  ሻ       

 



 

 9 
 

راست ومدول - R يك   M ܯ يعنيோ R- مدول چپ ونماد  يك  M يعني  ோܯ 
  نماد: علامت گذاري 

.مدول راست است - R مدول چپ وهم  -  R هم   M يعني  ோܯ
 

ோ
   

 

:29- 1تعريف  

.باشد   M زيرمجموعه ناتهي از  N و) راست(مدول چپ - R و يك حلقه  M يك  R فرض كنيد    

R-  مدول چپ  به يك   N   ، N به   Mگوييم اگر با تحديد جمع وضرب اسكالر در M    N  زيرمدول را 

. تبديل شود) راست(   

است هرگاه داراي    M   زير مدول   ، M  از N زيرمجموعه غير تهي كه  توان به راحتي ثابت كرد مي  

.زير باشد شرايط  

.باشد     ݔ െ ݕ א ܰ آن گاه    ,ݔ ݕ א ܰ اگر    1 

.باشد  ݎݔ ) א ݔݎ (ܰ א آن گاه   ܰ ݎ א ܴ, ݔ א ܰ اگر  .2  

:مثال ها  

 M زير مدول از  دو  M{0} و R .باشد )راست (مدول چپ -   ، M   ويك حلقه R فرض كنيد .1   

.يده مي شوندنام  M   بديهي يمدول هاهستندكه زير

R هايزيرمدولدر نظربگيريم )راست( مدول چپ- R هاي دقيقا ايده آل  را به عنوان   R اگر حلقه  .2  

.هستند  R  راست (چپ(  

: 30- 1تعريف  
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ساده گوييم اگر       را   M  مدول .مدول باشد -R  يك M  يك حلقه و R فرض كنيد 

.باشد  M≠{0} الف(  

.باشند  M {0 و }   ، M زير مدول هاي  تنها )ب  

:31- 1تعريف  

هرگاه گوييم   M   را جمعوند مستقيم M مدول - R از   ଵܯ زيرمدول. يك حلقه باشد   R فرض كنيد    

باشد يعني   M جمع مستقيم ଵܯ ,ଶܯ به طوري كه  ،موجودباشد  M مانند ଶܯ مدول -  R از زيرمدولي   

                                                                          M=ܯଵ۩ܯଶ 

ଵܯ ת Mଶ ൌ ሼ0ሽ و     M=ܯଵ ൅  كه اين معادل است با اينكه ଶܯ

. است   ଶܯ ൌ ሼ0ത, 3തሽ    و ଵܯ ൌ ሼ0ത, 2ത, 4തሽ جمع مستقيم زير مدولهاي  مدول- Ժ  عنوانبه  M=Ժ଺ :مثال  

:32-1قضيه  

ماكسيمالي  در اين صورت ايده آل ، مدول ساده باشد- R  يك M  اگر. يك حلقه باشد R فرض كنيد    

.M ؆ ோ

ூ 
دارد به طوري كه  وجود  I مانند   R از   

.33-1قضيه  

زير مدول يك  غير صفر شامل حداقلمدول متناهي توليد شده - R هر .يك حلقه باشد  R فرض كنيد    

.ماكسيمال است    

:34-1تعريف   

همريختي يك   ݂:A՜ ܤ تابع  .باشند  R مدول هايي روي حلقه   Bو  A  يك حلقه و R فرض كنيد    

ݎ، داشته باشيم  א ܴ , ܽ , א ܿ ܣ مدولي است مشروط براينكه به ازاي هر   R    
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݂ሺ ܽ ൅ ܿሻ ൌ ݂ ሺܽሻ ൅ ݂ሺܿሻ    ,   ݂ሺܽݎሻ ൌ  ሺܽሻ݂ݎ

 

 

     وانژكتيو) تصويري(مدول هاي پروژكتيو 

:35- 1تعريف  

.Imf=Kerg   هرگاهگوييم B كامل در  را  A
௙
՜ ܤ

௚
՜ C   همريختي هاي مدول ها ماننداز  جفت يك 

يك دنباله متناهي از همريختي ها ي مدول ها مانند      

଴ܣ
௙భ
՜ ଵܣ

௙మ
՜ ଶܣ

௙య
՜ …

௙೙షభ
ሱۛ ሮ ௡ିଵܣ

௙೙
՜  ௡ܣ

 .Im ௜݂ୀݎ݁ܭ ௜݂ାଵ ,   i =1,2,3,…,n-1 به ازاي را كامل گوييم هرگاه   

….
୤౟షభ
ሱۛሮ A୧ିଵ ՜ A୧ ՜ A୧ାଵ

௙౟శభ
ሱۛሮ …     يك دنباله نامتناهي از همريختي هاي مدول ها مانند

.Im ௜݂ ൌ ݎ݁ܭ ௜݂ାଵ      ،  iא ܼ به ازاي هر را كامل گوييم هرگاه    

:36- 1تعريف  

 M    ߮           ܰ        گوييم نمودار              

 ߚ  ߙ    

ሖ     ܯ ߮ᇱ         ܰᇱ 

    . ߮ᇱߙ ൌ  جابجايي است هرگاه         ߮ߚ

جابجايي بودن نمودار ،هم چنين  

 

M    ߮        N 
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    ߠ            ߙ 

߮ߠ.   ܭ   ൌ   نيز يعني ߙ

   

: 37- 1تعريف  

هر نمودار ازاياست اگر به  تصويري  R   روي حلقه P گوييم مدول.يك حلقه باشد  R فرض كنيد 

    P     

 f ՝ 

                                              A  
௚
՜  B  ՜  0 

)بروريختي باشد  ݃ (مدول ها كه سطر پايين آن كامل باشد  - R از همريختي هاي 

وجود داشته باشد به طوري كه نمودار    ݄: ܲ ՜ ܣ مدول هامانند - R يك همريختي 

    ܲ              

 ݄   f 

                                                A  
௚
՜  B  ՜  0 

(݄݃ =f يعني  (تعويض پذيرباشد   

:38- 1تعريف  

.يك حلقه باشد  گوييم مدول ܬ روي حلقه R به ازاي هر نمودارانژكتيو است اگر  R فرض كنيد    

 0՜ ܣ
௚
՜  ܤ

 f ՝ 

  ܬ 

مدول ها  R  يك همريختي از)يك تكريختي  ݃ يعني (مدول ها باسطر بالاي كامل -  R از همريختي 


