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به تقدیم

آرزوی پیشرفتمن ب�ͳنهایت حد که پدرم،
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و

اوست. آن از قلبم تپش�های که همسرم،



چیده

همچنین م�ͳشود. ارائه پیوسته کمtΈ-نرم�های به فازی Έمتری فضای مفهوم پایان�نامه، این در

م�ͳشود. بیان فازی Έمتری فضاهای بین ،f نΎاشت فازی شیتز لیپ و ∆(f, t) و dil(f, t) مفاهیم

فضای روی f خودنΎاشت برای م�ͳدهیم ونشان م�ͳکنیم تعریف را فازی ͳانقباض نΎاشت ویژه به

ثابت نقطه دارای f خودنΎاشت آن�گاه باشد، dil(f, t) < ∆(f, t) اگر X کامل فازی Έمتری

فازی، Έمتری فضای روی را مشترک ثابت نقطه قضایای از ͳبرخ همچنین . است فرد به منحصر

م�ͳکنیم. ثابت

نقطه فازی، ͳانقباض نΎاشت t-نرم، شیتز، لیپ� نΎاشت فازی، Έمتری فضای کلماتکلیدی:

مشترک. ثابت نقطه ثابت،
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پیشگفتار

روی خودنΎاشت�ها ثابت نقطه ͳتایی و وجود ،Έمتری فضای حوزه در مسائل مهم�ترین از ͳی

نام به بعدها که باناخ ثابت نقطه قضیه�ی بیان با ١٩٢٢ سال در باناخ١ [١] است. Έمتری فضای

کرد. بنا ثابت نقطه قضایای اثبات برای را جدیدی شیوه�ی شد، معروف ͳانقباض نΎاشت

فضای از ͳمختلف تعریف�های ریاضیدانان از بسیاری زاده٢ توسط فازی مجموعه�های ͳمعرف از پس

فازی Έمتری فضاهای پیوسته، t-نرمهای Έکم به ۴ͳورامان و جرج٣ کردند. بیان را فازی Έمتری

که آنچه در را ͳجالب ͳول ͳجزئ تغییرات نظریه این کردند. ͳبررس را فضا این ویژگ�ͳهای و ͳمعرف را

عنوان به کرد. ایجاد بودند، کرده مطرح کراموسیل۶ و ۵Έمیچال جمله از ریاضیدانان از ͳبرخ که

سپس شد. ایجاد فازی Έمتری فضای تعریف در ͳتغییرات هاسدورف، توپولوژی ایجاد برای مثال

نقطه قضیه و تعریفکرد را متریΈفازیG-کامل فضای ،ͳکوش-G دنباله تعریف با [١۴]٧Έگربی

نقطه قضایای از ͳبرخ پایان�نامه این در داد. گسترش G-کامل فازی Έمتری فضای به را باناخ ثابت

و G-کامل فازی Έمتری فضای همچنین و ( ͳورامان و جورج ) کامل فازی Έمتری فضای در ثابت

,f)∆تعریف t) و dil(f, t) روابط و فازی ͳانقباض نΎاشت همچنین . است شده بیان گربیΈکامل

در است. شده بیان Ψ نΎاشت اثر تحت خودنΎاشت ثابت نقطه وجود شرایط ادامه در و است. شده

Banach١

Zadeh٢

Gorge٣

Veeramani۴

Michalek۵

Kramosil۶

Grabiec٧

٢



مطالب فهرست ٣

ثابت نقطه وجود شرایط فازی، یΈخودنΎاشت برای ثابت نقطه وجود شرایط بر علاوه نامه پایان این

ͳاصل مطالب که پایان�نامه این هدف مهم�ترین است. شده ͳبررس نیز فازی خودنΎاشت چند مشترک

گردآوری است، گردیده استخراج [۵]، [١٣] ،[١١] ،[١۴] ،[٧] ،[۴] ،[٨] ، [١٧] مراج΄ از آن

این شدن کامل جهت ͳمثال�های ارائه و فازی Έمتری فضای در ثابت نقطه قضایای از مجموعه�ای

از زمینه این علاقه�مندان عنایت و توجه مورد Έکوچ مجموعه�ی این امیدوارم است. بوده مجموعه

شود. واق΄ ͳریاض آنالیز



١ فصل

متریΈفازی فضای مفاهیم ͳبرخ

متریΈفازی فضای ١-١

Έمتری فضاهای ویژگ�ͳهای از ͳبرخ همچنین و فازی Έمتری فضاهای ͳمعرف به بخش این در

و ͳمعرف را فازی Έمتری فضاهای پیوسته، t-نرم��های Έکم به ٢ͳورامان و جرج١ م�ͳپردازیم. فازی

ͳمعرف فازی Έمتری فضای در تغییرات ایجاد با آنها واق΄ در کردند. ͳبررس را فضا این ویژگ�ͳهای

لازم بپردازند. فازی متر توسط شده القا هاسدورف توپولوژی ͳمعرف به توانستند دیΎران سوی از شده

فضای ͳمعرف برای است. شده {xn}n∈N جایΎزین {xn} دنباله نامه پایان این طول در است ذکر به

م�ͳکنیم. تعریف را t-نرم پیوسته تاب΄ ابتدا فازی Έمتری

اگر گوییم، پیوسته نرم -t را ∗ : [٠,١]× [٠,١] → [٠,١] دلخواه عملΎر [۵] تعریف١-١-١.

کند: صدق زیر شرایط در a, b, c, d ∈ [٠,١] هر ازای به

؛ a ∗ b = b ∗ a (١)

؛ a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c (٢)

؛ باشد پیوسته ∗ عملΎر (٣)

George١

veeramani٢

۴



فازی Έمتری فضای مفاهیم ͳبرخ .١ فصل ۵

؛ a ∗ ١ = a ،a ∈ [٠,١] هر ازای به (۴)

. a ∗ b ≤ c ∗ d آن�گاه b ≤ d و a ≤ c اگر (۵)

t-نرم برای ͳمثال�های TM(a, b) = min{a, b} و TP (a, b) = ab مثال برای .١-١-١ مثال

م�ͳباشند. پیوسته

فازی٣ Έمتری فضای Έی را (X,M, ∗) مرتب ͳتای سه (ͳورامان و (جرج [۵] تعریف١-١-٢.

Έی ∗ عملΎر و X(∞,٠)×٢ روی فازی مجموعه ΈیM و ͳناته مجموعه�ای X هرگاه م�ͳنامیم،

باشد: برقرار زیر شرایط s, t > ٠ هر و x, y, z ∈ X هر ازای به و باشد پیوسته t-نرم

؛ M(x, y, t) > ٠ (١)

؛ x = y اگر اگروتنها t > ٠ هر برای M(x, y, t) = ١ (٢)

؛ M(x, y, t) = M(y, x, t) (٣)

؛ M(x, y, t)∗M(y, z, s) ≤ M(x, z, t+ s) (۴)

باشد. پیوسته M(x, y, .) : (٠,∞) → (٠,١] تاب΄ (۵)

به همΎرا را {xn} دنباله باشد. فازی Έمتری فضای (X,M, ∗) کنید فرض .١-١-٣ تعریف

.limn→∞ M(xn, x, t) = ١ باشیم داشته t > ٠ هر برای اگر گوییم x ∈ X

{(xn, yn, tn)} همچنین باشد. متریΈفازی یΈفضای (X,M, ∗) فرضکنید [١٢] تعریف١-١-۴.

اگر صورت این در (x, y, t) ∈ X٢ × (٠,∞) نقطه به همΎرا و X٢ × (٠,∞) در دنباله Έی

گوییم. پیوسته را M آن�گاه باشد، limn→∞ M(xn, yn, tn) = M(x, y, t)

باشد: زیر صورت به M نΎاشت و ∗ = Tp عملΎر و X = N اگر .١-١-٢ مثال

M(x, y, t) =


x
y

x ≤ y,

y
x

y ≤ x.

است. فازی Έمتری فضای Έی (X,M, ∗) صورت این در

fuzzy metric٣



فازی Έمتری فضای مفاهیم ͳبرخ .١ فصل ۶

نΎاشت باشند. متریΈفازی فضاهای (Y,N,⊙) و (X,M, ∗) فرضکنید [١۴] تعریف١-١-۵.

و x, y ∈ X هر برای اگر گوییم، متر۴ Έی را (Y,N,⊙) به (X,M, ∗) فازی Έمتری فضای از f

.N(f(x), f(y), t) = M(x, y, t) باشیم داشته t > ٠

همچنین باشد. ∗ = TP عملΎر و ͳحقیق اعداد مجموعه X = R کنید فرض .١-١-٣ مثال

(X,M, ∗) م�ͳدهیم نشان .M(x, y, t) = [exp(
| x− y |

t
)]−١ ،t > ٠ هر و x, y ∈ Xهر برای

برقرار (X,M, ∗) برای فازی Έمتری فضای نخست شرط سه وضوح به است. فازی Έمتری فضای
t+s
t

> ١ و t+s
s

> ١ ، t, s > ٠ برای و | x−z |≤| x−y | + | y−z | اینه به توجه با است.

لذا

| x− z |≤ (
t+ s

t
) | x− y | +(

t+ s

s
) | y − z |

پس
| x− z |
(t+ s)

≤ | x− y |
t

+
| y − z |

s

است صعودی ͳنمای نΎاشت اینه به توجه با و

exp(
| x− z |
(t+ s)

) ≤ exp(
| x− z |

t
)exp(

| y − z |
s

)

درنتیجه

M(x, y, t)M(y, z, s) ≤ M(x, z, t+ s)

داشت خواهیم نهایت در و

M(x, y, t)∗M(y, z, t) ≤ M(x, z, t+ s). □

است. ͳنزول ,M(xنا y, .) : (٠,∞) → (٠,١) نΎاشت [۴] .١-١-١ لم

و فازی Έمتری فضای خواص به توجه با و .M(y, y, t٢ − t١) = ١ آن�گاه ،t١ < t٢ اگر برهان:

نتیجه در M(x, y, t١)∗M(y, y, t٢ − t١) ≤ M(x, y, t٢) داریم پیوسته t-نرم

M(x, y, t١) ≤ (x, y, t٢). □

isometry۴



فازی Έمتری فضای مفاهیم ͳبرخ .١ فصل ٧

Έی φ : (٠,∞) → (٠,١) و دلخواه Έمتری فضای Έی (X, d) کنید فرض .۴-١-١ مثال

صورت این در .limt→∞ φ(t) = ١ که طوری به باشد، صعودی و پیوسته نΎاشت

φ(x) =
x

x+ ١
, φ(x) = sin(

πx

٢x+ ١
), φ(x) = ١− e−x, φ(x) = e−١/x

کنیم تعریف اگر t > ٠ و x, y ∈ X هر برای بود. خواهند نظر مورد نΎاشت برای ͳهای مثال

است. فازی Έمتری فضای (X,M, TP ) آن�گاه ،M(x, y, t) = (φ(x))d(x,y)

دهنده نشان a.b ،a, b ∈ [٠,١] هر برای و Έمتری فضای Έی (X, d) کنید فرض .۵-١-١ مثال

برای X٢ × (٠,∞) روی شده تعریف فازی Έمتری Md اگر . باشد ͳحقیق اعداد ͳمعمول ضرب

باشد: زیر صورت به x, y ∈ X هر

Md(x, y, t) =
t

t+ d(x, y)

نامیده استاندارد۵ فازی Έمتری فضای فضا، این است. فازی Έمتری فضای Έی (X,Md, .) آن�گاه

م�ͳشود.

م�ͳپردازیم. Md(x, y, t).Md(y, z, s) ≤ Md(x, z, t + s) شرط ͳبررس به اثبات، برای برهان:

توجه منظور این برای است. برقرار (X,Md, .) برای وضوح به فازی Έمتری خواصفضای سایر زیرا

است برقرار زیر رابطه a, b, c, d > ٠ هر ازای به که کنید
a+ b

a+ b+ c+ d
≥ a

a+ c
.

b

b+ d
(١)

پس d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) است، Έمتری فضای Έی (X, d) اینه به توجه با و

t+ s+ d(x, z) ≤ t+ d(x, y) + s+ d(y, z),

درنتیجه
t+ s

t+ s+ d(x, z)
≥ t+ s

t+ d(x, y) + s+ d(y, z)
.

داریم (١) رابطه از بنابراین ،t, s, d(x, y), d(y, z), d(x, z) > چون٠
t+ s

t+ d(x, y) + s+ d(y, z)
≥ t

t+ d(x, y)
.

s

s+ d(y, z)

□ .Md(x, y, t).Md(y, z, s) ≤ Md(x, z, t+ s) درنتیجه

standard fuzzy۵



فازی Έمتری فضای مفاهیم ͳبرخ .١ فصل ٨

و ٠ < r < هر١ برای است. فازی Έمتری فضای Έی (X,M, ∗) کنید فرض [۴] .١-١-٢ لم

.M(x, y, t٠) > ١− r که یافت چنان را ٠ < t٠ < t م�ͳتوان x, y ∈ X و t > ٠

M(x, y, .) ͳΎپیوست از .M(x, y, s) ≤ ١ − r باشیم داشته ٠ < s < t هر برای اگر برهان:

به دارد وجود ٠ < t٠ < t پس است. قض تنا Έی که ،M(x, y, t) ≤ ١ − r شود ͳم نتیجه

□ .M(x, y, t٠) > ١− r که طوری

یافت چنان را r٣ ∈ (٠,١) م�ͳتوان ،r١ > r٢ که r١, r٢ ∈ (٠,١) هر ازای به الف) .١-١-٣ لم

.r١∗r٣ > r٢ که

.r۵∗r۵ ≥ r۴ که طوری به یافت چنان را r۵ ∈ (٠,١) م�ͳتوان r۴ ∈ (٠,١) هر برای ب)همچنین

م�ͳشود نتیجه ∗ ͳΎپیوست از ، r١ ∗ r ≤ r٢ باشیم داشته r ∈ (٠,١) هر ازای به اگر الف) برهان:

دارد وجود r٣ ∈ (٠,١) لذا .r١, r٢ انتخاب با است متناقض این و r١ ≤ r٢ پس .r١ ∗ ١ ≤ r٢

.r١ ∗ r٣ > r٢ که طوری به

□ است. (الف) شبیه (ب) برهان



فازی Έمتری فضای مفاهیم ͳبرخ .١ فصل ٩

فازی متر توسط شده القا توپولوژی ١-٢

B(x, r, t) باز است.گوی فازی Έمتری یΈفضای (X,M, ∗) کنید فرض [۴] تعریف١-٢-١.

شود: ͳم تعریف زیر صورت به t > ٠ هر و ٠ < r < ١ هر برای x مرکز و r شعاع به

B(x, r, t) = {y ∈ X : M(x, y, t) > ١− r}.

Έمتری صورت این در است. متریΈفازی یΈفضای (X,M, ∗) فرضکنید [۴] .١-٢-١ قضیه

به باز گوی�های خانواده توپولوژی این پایه که Xم�ͳدهد روی توپولوژی Έی تشیل (X, ∗) فازی

شل

B = {B(x, r, t) : x ∈ X,٠ < r < ١, t > ٠}

که است A چون X از ͳهای مجموعه زیر تمام خانواده و شود ͳم نامیده τM توپولوژی این است.

.B(x, r, t) ⊂ A که طوری به است، موجود ٠ < r < ١ ،t > ٠ و x ∈ A هر برای

(٢) و (١) شرایط است ͳکاف بنابراین دهد. ͳم τM برای پایه Έی Bتشیل م�ͳکنیم ثابت برهان:

کنیم. ͳبررس را

. x ∈ B که طوری به باشد داشته وجود B چون B عضو Έی x ∈ X هر برای (١)

چون B از دیΎری عضو صورت این در B٢باشد، و B١ مانند B عضو دو به متعلق x هرگاه (٢)

.x ∈ B٣ ⊂ B١ ∩B٢ که طوری به باشد، داشته وجود β٣

t > ٠ هر و ٠ < r < هر١ برای x ∈ X کنید فرض زیرا است. برقرار بوضوح (١) شرط

مانند پایه از عضوی به متعلق y اگر که م�ͳدهیم نشان ابتدا (٢) شرط اثبات برای .x ∈ B(x, r, t)

که طوری به دارد وجود y مرکز به B(y, r′, t′) مانند پایه از دیΎری عضو آن�گاه باشد، B(x, r, t)

نتیجه در .M(x, y, t) > ١ − r آن�گاه ،y ∈ B(x, r, t) هرگاه .B(y, r′, t′) ⊂ B(x, r, t)

،r٠ = M(x, y, t٠) کنید فرض .M(x, y, t٠) > ١ − r که طوری به دارد وجود ٠ < t٠ < t

باز r٠.گوی > ١ − s که طوری به دارد وجود ٠ < s < ١ بنابراین r٠ > ١ − r چون

.B(y,١−r١, t−t٠) ⊂ B(x, r, t) که م�ͳدهیم نشان و م�ͳگیریم نظر در ,r١−١,B(yرا t−t٠)
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درنتیجه .M(y, z, t− t٠) > r١ صورت این در z ∈ B(y,١− r١, t− t٠) کنید فرض

M(x, z, t) ≥ M(x, y, t٠)∗M(y, z, t− t٠)

≥ r٠∗r١,

≥ ١− s,

> ١− r.

دارند، وجود t١, t٢ > ٠ و r١, r٢ ∈ (٠,١) باشد z ∈ B١ ∩ B٢ اگر حال .z ∈ B(x, r, t) ولذا

که طوری به

y ∈ B(y, r٢, t٢) ⊂ B٢,

y ∈ B(y, r١, t١) ⊂ B١.

توان ͳم ساده محاسبه با صورت این در r٣ = min{r١, r٢}, t٣ = min{t١, t٢} م�ͳدهیم قرار

□ .B(y, r٣, t٣) ⊂ B١ ∩B٢ داد نشان

شده القا توپولوژی τM و فازی Έمتری فضای Έی (X,M, ∗) کنید فرض [۵] .١-٢-٢ قضیه

τM به نسبت {xn} ،X در {xn} دنباله هر برای صورت این در باشد. (M, ∗) فازی Έمتری توسط

.limnM(x, xn, t) = ١ باشیم داشته t > ٠ هر برای اگر فقط و اگر است x به همΎرا

ϵ ∈ (٠,١) هر برای صورت این در xn → x کنید فرض م�ͳگیریم. نظر در ثابت را t > ٠ برهان:

M(x, xn, t) > ١− ϵ ͳیعن .xn ∈ (x, ϵ, t) ،n ≥ nهر٠ برای که طوری به دارد وجود n٠ ∈ N

.limnM(x, xn, t) = ١ بنابراین ١−M(x, xn, t) < ϵ و

هر برای آن�گاه ،limnM(x, xn, t) = ١ م�ͳکنیم فرض و گرفته نظر در ثابت را t > ٠ برعس،

M(x, xn, t) > ١ − ϵ ،n ≥ n٠ برای که طوری به دارد وجود n٠ ∈ N شده، داده ϵ ∈ (٠,١)

برهان و است x به همΎرا τM به نسبت {xn} پس .xn ∈ B(x, ϵ, t) ،n ≥ n٠ هر برای درنتیجه

□ است. کامل

شده تولید توپولوژی صورت این در باشد، Έمتری فضای Έی (X, d) کنید فرض [۴] لم١-٢-١.

است. یسان (Md, ·) استاندارد فازی Έمتری توسط شده القا توپولوژی و d Έمتری توسط
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(Md, ·) توسط شده القا توپولوژی τMd
و d Έمتری توسط شده القا توپولوژی τ کنید فرض برهان:

حدی نقطه Έی x و است بسته τ توپولوژی به نسبت X در B مجموعه کنید فرض حال است.

همΎرا xn،τ به نسبت که طوری به دارد وجود B در {xn} دنباله صورت این در است. B از دلخواه

است x به همΎرا نیز τMd
توپولوژی به نسبت {xn} دنباله ١-٢-٢ قضیه به توجه با پس است. x به

بسته τ به نسبت B اینه به توجه با است. τMd
توپولوژی به نسبت B از حدی نقطه Έی x بنابراین

τMd
و τ درنتیجه است، بسته نیز τMd

به نسبت B مجموعه بنابراین است. B به متعلق xپس است،

□ است. ͳی

،(X,M, ∗) فازی Έمتری فضای در {xn}n∈N دنباله (ͳورامان و (جرج [۵] .١-٢-٢ تعریف

طوری به باشد داشته وجود n٠ ∈ N ،t > ٠ هر و ϵ ∈ (٠,١) هر ازای به هرگاه است، ͳکوش-M

،(X,M, متریΈفازی(∗ فضای و .M(xn, xm, t) > ١−ϵ باشیم داشته n,m ≥ n٠ هر برای که

باشد. XهمΎرا در ͳکوش-M دنباله هر اگر است، تام -M

هر برای اگر گوییم، ͳکوش-G را (X,M, ∗) فازی Έمتری فضای در {xn} دنباله [۵](Έگربی)

اگر گوییم G-کامل را فازی Έمتری فضای هر و .limn→∞(xn+p, xn, t) = ١ ،t > ٠ و p > ٠

باشد. همΎرا آن در ͳکوش-G دنباله هر

فضای نیستند. یسان ͳکوش دنباله تعریف دو این که م�ͳدهیم نشان ͳمثال ذکر با .١-٢-١ مثال

بΎیرید: نظر در زیر فازی Έمتری با را X = R فازی Έمتری

M(x, y, t) =


t

t+|x−y| x, y ∈ X, t > ٠,

٠ x, y ∈ X, t = ٠.

داشت خواهیم صورت این در باشد، sn = ١+ ١/٢+ · · ·+ ١/n کنید فرض

M(xn+p, xn, t) =
t

t+ ١/(n+ ١) + · · ·+ ١/(n+ p)
→ ١, n → ∞, p > ٠

فضای در اگر زیرا نیست. ͳکوش -M ͳول است ͳکوش {sn} دنباله Έگربی تعریف طبق نتیجه در

نیز | x − y | ͳاقلیدس متر با گاه آن باشد ͳشده،کوش بیان استاندارد فازی متر با X = R Έمتری

است. تناقض این و بود خواهد ͳکوش

است. هاسدورف فازی، Έمتری فضای هر [۴] .١-٢-٣ قضیه

باشند. X در متمایز نقطه دو x, y و بوده فازی Έمتری فضای Έی (X,M, ∗) کنید فرض برهان:

قرار ثابت t > ٠ ازای به .٠ < M(x, y, t) < ١ داریم ،t > ٠ هر ازای به صورت این در
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هر ازای به ١-١-٣ لم به باتوجه حال .٠ < r < ١ صورت این در ،r = M(x, y, t) دهیم ͳم

B(y,١−r١,
t
٢) باز گوی�های .r١∗r١ ≥ r٠ که یافت چنان را r١ ∈ (٠,١) م�ͳتوان r < r٠ < ١

م�ͳدهیم نشان و م�ͳگیریم نظر در را B(x,١− r١,
t
٢) و

B(x,١− r١,
t

٢
) ∩B(y,١− r١,

t

٢
) = ∅.

داشت خواهیم آن�گاه باشد، z ∈ B(x,١− r١,
t
٢)∩B(y,١− r١,

t
٢) اگر صورت این غیر در زیرا

r = M(x, y, t) ≥ M(x, z,
t

٢
) ∗M(z, y,

t

٢
),

≥ r١ ∗ r١,

≥ r٠,

> r.

□ .B(x,١− r١,
t
٢) ∩B(y,١− r١,

t
٢) = ∅ م��ͳگیریم نتیجه پس است. تناقض Έی که

تام نیز (X,Md, ·) صورت این در باشد، تام Έمتری فضای Έی (X, d) اگر [۴] .١-٢-٢ لم

است.

و ϵ ∈ (٠,١) هر ازای به صورت این در باشد، ͳکوش (X,Md, ·) در {xn} کنید فرض برهان:

هر برای که طوری به دارد وجود n٠ ∈ N صورت این در . ϵ′ = ϵ
ϵ+t

م�ͳدهیم قرار ،t > ٠ هر

نتیجه در است. Md(xn, xm, t) >
ϵ

ϵ+t
،n,m ≥ n٠

t

t+ d(xn, xm)
> ١− ϵ.

است ͳکوش (X, d) Έمتری فضای در {xn} دنباله که م�ͳگیریم نتیجه لذا ،d(xn, xm) < ϵ پس

با لذا همΎراست. d از حاصل ͳالقای توپولوژی به نسبت {xn} که طوری به دارد وجود x٠ بنابراین

بنابراین همΎراست، نیز τMd
از حاصل ͳالقای توپولوژی به نسبت {xn} دنباله ١-٢-٢ قضیه به توجه

□ است. تام (X,Md, ·)

این فازی قطر باشد، (X,M, ∗) فازی Έمتری فضای مجموعه زیر A اگر [۵] تعریف١-٢-٣.

شود: ͳم تعریف زیر صورت به مجموعه

dimA = supt>٠infx,y∈Asupϵ<tM(x, y, t).
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دارای {Fn}nمجموعه باشد. فازی Έمتری فضای (X,M, ∗) کنید فرض [۵] تعریف١-٢-۴.

به باشد موجود n ∈ N ،٠ < r < ١ و r, t > ٠ زوج هر برای اگر اگروتنها است فازی صفر قطر

.M(x, y, t) > ١− r باشیم داشته x, y ∈ Fn هر برای که طوری

صفر قطر دارای (X,M, ∗) فازی Έمتری فضای از تΈعضوی مجموعه زیر Έی مثال١-٢-٢.

است. فازی

تو در تو دنباله هر اگر وتنها اگر است کامل (X,M, ∗) فازی Έمتری فضای [۵] .۴-١-٢ قضیه

باشد. ͳته نا اشتراک دارای فازی صفر قطر با {Fn}n ͳته نا و بسته مجموعه�های از

و ͳته نا مجموعه�های باشد. کامل (X,M, ∗) فازی Έمتری فضای م�ͳکنیم فرض ابتدا در برهان:

کنیم: ͳم تعریف زیر صورت به را {Fn} بسته

An = {xn, xn+١, .....}, Fn = An

شده داده t > ٠ و ٠ < s < ١ برای است. فازی صفر قطر دارای {Fn} که م�ͳکنیم ادعا سپس

فرض حال باشد. (١−r)∗(١−r)∗(١−r) > (١−s) که طوری به بیابیم r ∈ (٠,١)Έی م�ͳتوانیم

،t > ٠,٠ < r < ١ برای ͳکوش دنباله تعریف طبق باشد. X در ͳکوش دنباله Έی {xn} م�ͳکنیم

برای درنتیجه .M(xn, xm,
t
٣) > ١− r ،m,n ≥ n٠ هر برای که طوری به دارد وجود n٠ ∈ N

دنباله�های صورت این در x, y ∈ Fn٠ کنید فرض است. M(x, y, t
٣) > ١− r ،x, y ∈ An٠ هر

درنتیجه م�ͳباشد. y به همΎرا y′nو x به همΎرا x′
n که طوری به دارند وجود An٠ در {y′n}و {x′

n}

بنابراین y′n ∈ B(y, r, t
٣) و x

′
n ∈ M(x, y, t

٣) بزرگ ͳکاف اندازه به n برای

M(x, y, t) ≥ M(x, x′
n,

t

٣
) ∗M(x′

n, y
′
n,

t

٣
) ∗M(y′n, y,

t

٣
),

> (١− r) ∗ (١− r) ∗ (١− r),

> (١− s).

دارای {Fn} بنابراین .M(x, y, t) > ١− s داشت خواهیم x, y ∈ Fn٠ هر برای نهایت ودر

طبق دارد. وجود x ∈ ∩∞
n=١Fn بنابراین است، ͳته غیر ∩∞

n=١Fn فرض طبق است. فازی صفر قطر

هر برای که طوری به دارد وجود n١ ∈ N ،٠ < r < و١ r, t > هر٠ برای ۴-١-٢ تعریف

م�ͳکند میل ∞ به n ͳوقت ،t > ٠ هر برای نتیجه در .M(xn, x, t) > ١ − r داریم n ≥ n١
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فضای (X,M, ∗) درنتیجه است. x به همΎرا xn بنابراین است، همΎرا Έی به M(xn, x, t)

فازی Έمتری فضای (X,M, ∗) م�ͳکنیم فرض قضیه عس اثبات برای است. کامل فازی Έمتری

دنباله باشد. فازی صفر قطر با بسته و ͳته غیر مجموعه�های از تودرتو دنباله Έی {Fn}∞n=١ و کامل

و r, t > ٠ هر برای است صفر فازی قطر دارای {Fn} چون م�ͳگیریم نظر در را {xn} ∈ Fn

M(x, y, t) > ١ − r ،x, y ∈ Fnهر٠ برای که طوری به دارد وجود n٠ ∈ N ،٠ < r < ١

xn ∈ Fn ⊂ Fnچون٠ است. M(xn, xm,
t
٣) > ١ − r ،n,m ≥ ٠ هر برای بنابراین است.

کامل فازی Έمتری فضای Έی (X,M, ∗) اما است. ͳکوش {Fn} دنباله ، xm ∈ Fm ⊂ Fnو٠

.xk ∈ Fn داریم k ≥ n هر برای و ثابت n هر برای حال است. x ∈ X به همΎرا xn بنابراین است،

زیرا یتاست. x ∈ ∩∞
n=١Fn .x ∈ ∩∞

n=١Fn درنتیجه و است x ∈ Fn = Fn ،nهر برای بنابراین

هر و ثابت t > ٠ هر برای است فازی صفر قطر دارای {Fn}∞n=١ چون باشد، x, y ∈ ∩∞
n=١Fnاگر

□ .x = y درنتیجه و M(x, y, t) = ١ بنابراین M(x, y, t) > ١− ١
n
داشت، خواهیم n

فازی Έمتری یΈفضای (Y,M, ∗) و ͳته غیر XیΈمجموعه فرضکنید [۵] تعریف١-٢-۵.

f : X → Y تاب΄ به ینواخت همΎرای را است Y توی Xبه از ͳتوابع شامل که {fn} دنباله باشد.

هر برای که طوری به باشد موجود n٠ ∈ N شده داده ٠ < r < ١ و r, t > ٠ برای اگر گوییم

.M(fn(x), f(x), t) > ١− r ،x ∈ X و n ≥ n٠

X Έتوپولوژی فضای از پیوسته تواب΄ از دنباله�ای fn : X → Y کنید فرض [۵] .۵-١-٢ قضیه

پیوسته f گاه آن باشد، ینواخت همΎرای f تاب΄ به {fn} اگر باشد. Y فازی Έمتری فضای توی به

است.

برای باشد. شده داده فازی Έمتری فضای (Y,M, ∗) و Έتوپولوژِی فضای X کنید فرض برهان:

م�ͳتوانیم است باز V چون .y٠ = f(x٠) و x٠ ∈ f−١(V ) کنید فرض Y در V باز مجموعه هر

م�ͳتوانیم ٠ < r < ١ چون . B(y٠, r, t) ⊂ V که طوری به بیابیم را ٠ < r < ١ و r, t > ٠

که طوری به بیابیم را s ∈ (٠,١) Έی

(١− s) ∗ (١− s) ∗ (١− s) > (١− r).

موجود n٠ ∈ N ،٠ < s < ١ و s, t > ٠ هر برای بنابراین است. ینواخت همΎرای f به {fn}

fn،n ∈ Nهر برای چون .M(fn(x), f(x),
t
٣) > ١ − s ،n ≥ n٠ هر برای که طوری به است

باشیم داشته n ≥ n٠ هر برای که طوری به بیابیم x٠ از U ͳΎهمسای Έی م�ͳتوانیم است، پیوسته
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.M(fn(x), fn(x٠),
t
٣) > ١ − s ،x ∈ u هر برای درنتیجه .fn(u) ⊂ B(fn(x٠, s,

t
٣))

M فازی مجموعه خاصیت طبق همچنین

M(f(x), f(x٠), t) ≥ M(f(x), fn(x),
t

٣
) ∗M(fn(x), fn(x٠),

t

٣
)

∗M(fn(x٠), f(x٠),
t

٣
),

≥ (١− s) ∗ (١− s) ∗ (١− s),

> (١− r).

م�ͳدهد نتیجه f(U) ⊂ V و است f(x) ∈ B(f(x٠), r, t) ⊂ V ،x ∈ U هر برای بنابراین

□ . است پیوسته f تاب΄



٢ فصل

فازی لیپشیتز نΎاشت

متریΈفازی فضاهای ,f)∆بین t) و dil(f, t)روابط ٢-١

روابط همچنین م�ͳپردازیم. فازی Έمتری فضاهای بین فازی شیتز لیپ تاب΄ ͳمعرف به بخش این در

واق΄ در م�ͳکنیم. بیان را فازی شیتز لیپ فاصله ادامه در و م�ͳکنیم تعریف نیز ,f)∆را t) و dil(f, t)

برای را راه ∆(f, t) و dil(f, t) روابط و فازی ͳانقباض نΎاشت�های تعریف بیان با بخش این در

کنیم. ͳم هموار آینده فصل در فازی، ͳانقباض خودنΎاشت�های ثابت نقطه قضیه بیان

ثابت مقدار اگر گوییم شیتز لیپ f : (X, dX) → (Y, dY ) نΎاشت [١٧] .٢-١-١ تعریف

باشیم داشته x, y ∈ X هر برای که طوری به باشد موجود k > ٠

dY (f(x), f(y)) ≤ kdX(x, y)

است. پیوسته f : (X, dX) → (Y, dY ) شیتز لیپ تاب΄ .١ یادآوری

dil(f, t) باشند. متریΈفازی فضای دو (X,M, ∗), (Y,N,⊙) فرضکنید [١٧] تعریف٢-١-٢.

شود: ͳم تعریف زیر صورت به t > ٠ هر برای f : X → Y نΎاشت D(f, t) و

dil(f, t) = supx ̸=y
١−N(f(x), f(y), t)

١−M(x, y, t)
,

D(f, t) =
dil(f, t)

١+ dil(f, t)

١۶



فازی شیتز لیپ نΎاشت .٢ فصل ١٧

فضاهای بین متر Έی نΎاشت Έی f : (X,M, ∗) → (Y,N,⊙) کنید فرض .٢-١-١ مثال

داشت خواهیم صورت این در باشد. فازی Έمتری

dil(f, t) = ١, D(f, t) =
١
٢

باشد. D(f, t) <
١
٢
اگر وتنها اگر است dil(f, t) < ١ .١ نتیجه

فازی متری�Έهای Md, Nd و Έمتری فضاهای (X, dX), (Y, dY ) کنید فرض .٢-١-٢ مثال

∗ = Tp ،a, b ∈ X هر برای همچنین X,Yباشند. روی dX , dY مترهای توسط شده القا استاندارد

داشت خواهیم t > ٠ هر و f : (X, dX) → (Y, dY ) نΎاشت هر برای صورت این در

dil(f, t) = supx ̸=y
dY (f(x), f(y))

dX(x, y)
· t+ dX((x), (y))

t+ dY (f(x), f(y))
.

نΎاشت باشد. R روی استاندارد فازی Έمتری فضای (R,Md, TP ) کنید فرض .٢-١-٣ مثال

گیریم. ͳم نظر در m,n ثابت و ͳحقیق مقادیر برای f(x) = mx+ n صورت به را f : R → R

درنتیجه باشد m ̸= ٠ م�ͳکنیم فرض حال بود. خواهد dil(f, t) = ٠ باشد، m = ٠ اگر

dil(f, t) =| m | sup
x̸=y

t+ | x− y |
t+ | m || x− y |

,

=| m | sup
x̸=y

| m | t− t+ t+ | m || x− y |
| m | (t+ | m || x− y |)

,

=| m | sup
x̸=y

 ١
| m |

+
(١− ١

m
)t

t+ | m || x− y |

 .

داشت خواهیم نهایت در و

dil(f, t) =

 | m | | m |> ١,

١ ٠ <| m |≤ ١.

و

D(f, t) =


|m|

|m|+١ | m |> ١,
١
٢ ٠ <| m |≤ ١.

صورت این در باشند. Έمتری فضاهای (Y, dY ) و (X, dX) کنید فرض [١٧] تعریف٢-١-٣.


