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تقديم به . . . 

اين مجموعه را با تمام وجودم تقديم مي كنم به خانواده عزيزم به پاس همه صبرها ، همراهي ها و محبت هايشان . 

 با اين اميد كه قطره اي از درياي محبت شان را پاسخگو بوده باشم.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(ب) 



تقدير و تشكر . . . 

تقدير و تشكر مي كنم از استاد گرانقدر جناب آقاي دكتر آرمان عقيلي كه با صبر و حوصله فراوان ، در رسيدن به هدف 

نهايي ، همراهي ام نمودند .با اميد اينكه در پناه مهربانترين وجود ، سلامت و كامروا باشند. 
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چكيده 

روشهايي براي حل معادلات ديفيوژن كسري 

   اكرم پورقاسمي  

                               

 زمان از معادله ديفيوژن استاندارد با جايگزيني مشتق مرتبه اول با مشتق كسري مرتبه – معادله ديفيوژن كسري 

],( 2∈αشود.   بدست مي آيد . مشتق كسري در حالت كاپوتو توصيف مي

 در اين پايان نامه ، براي حل معادلات ديفيوژن كسري ، از روشهاي مختلفي بهره برديم همچون  روش تبديلات ، روش 

 زمان توسط روش تجزيه آدومين ارائه –تكرار متغير و روش تجزيه همچنين يك راه حل تحليلي از معادله ديفيوژن كسري 

مي شود . با استفاده از شرايط ابتدايي ، جواب معادله به فرم بسته ارائه خواهد شد و جواب عددي آنها بصورت نمودار 

نمايش داده مي شود. مثال هايي براي نشان دادن كاربرد تكنيك فوق ارائه شده اند.  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

كليد واژه : 

 مشتق كسري كاپوتو ، انتگرال ريمان ليوويل ، روش تجزيه آدومين ، تبديل فوريه .  
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Abstract 

Methods for solving partial fractional Diffusion equations. 

   Akram pourghasemi  

 

The time – fractional diffusion equation is obtained from the standard diffusion equation by 

replacing the first – order time derivative with a fractional derivative of order ].2,(∈α  

The fractional derivative is described in the caputo sense. In this session, we use different 

methods for solving fractional Diffusion equations such as the Transform method, the 

Vartional iteration method and the decomposition method . so the analytical solution of the 

time fractional diffusion equation presents by the Adomian decomposition method. By 

using initial conditions, the solutions of the equations have been presented in the closed 

form and then their numerical solutions have been represented graphically. Some examples 

are presented to show the application of the present technique.  
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 1                                                      پيشگفتار                            

پيشگفتار : 

معادلات ديفرانسيل يكي از شاخه هاي بسيار مهم در رياضي است كه در علوم پايه و مهندسي بسيار كاربرد 

دارد و كارايي بالاي آن در حل مسائل فيزيكي سبب شده است كه به يك شاخه پويا در علم و صنعت تبديل 

شود . در مسائل كاربردي براي توصيف اشكال يا رفتار يك سيستم فيزيكي از مدل هاي رياضي استفاده مي 

شود كه با رعايت اصول فيزيكي ، معادلاتي متناسب با مجموعه هاي سازگار با شرايط مناسب ايجاد مي 

نمايند . از جمله اين معادلات ، معادلات ديفيوژن كسري بوده كه نقش مهمي در مدل كردن سيستم هاي 

مختلف فيزيكي داشته و در اين پايان نامه ما روش هاي متفاوتي را براي حل اين دسته معادلات ارائه مي 

نماييم . 

 



 

 

 

 

 

 

 

فصل صفر 

مفاهيم مقدماتي 

 

 

   مقدمه 0-1

  قضيه لايب نيتز 0-2

  توابع تحليلي 0-3

  مانده ها و قطب ها 0-4

  برخي قضاياي مهم براي انتگرال توابع مختلط 0-5
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 مقدمه 0-1
 در اين فصل به بيان برخي مفاهيم مقدماتي كه در فصول آينده مورد استفاده قرار مي گيرند، مي پردازيم . البته دانشجويان 

مقطع كارشناسي ارشد با اغلب اين مفاهيم ، كاملاً آشنا هستند و اين فصل صرفاً جنبه يادآوري دارد.  
 
 قضيه لايب نيتز  0-2

),( تابع دو متغيره و پيوسته  :1-0 قضيه  yxf  را كه روي مستطيل محدود با خطوط  dycybxax ==== ,,, 
تعريف شده ، هم چنين انتگرال  

 ,),()( ∫=
b

a
dxyxfyϕ  

),( است . به علاوه فرض مي كنيم تابع y تابعي پيوسته از yϕ)( را در نظر مي گيريم . مي توان ثابت كرد كه   yxf 
),( باشد كه آنرا با yداراي مشتق نسبي مرتبه اول پيوسته نسبت به  yxf y  نمايش مي دهيم . مي توان ثابت كرد كه  

∫=′
b

a y dxyxfy ),()(ϕ                                      )0-1 (   

 يا به عبارت ديگر  

 ∫∫ ∂
∂

=
b

a

b

a
dxyxf

y
dxyxf

dy
d ),(),(                 )0-2(  

 ) ] 1 [ يعني مي توان ترتيب دو عمل مشتق گيري و انتگرال گيري را تعويض نمود .( براي اثبات رجوع كنيد به 
  

),( فرض كنيم  :2-0 قضيه  yxf تابع دو متغيره در قضيه قبل باشد و )(),( ygyh توابعي از y هستند كه داراي مشتقات 
 مي باشند و فرض مي كنيم :  yمرتبه ي اول پيوسته نسبت به 

 ∫=
)(

)(
),()(

yh

yg
dxyxfyϕ  

 
 در اينصورت مي توان ثابت كرد كه :  

∫ ′−′+=′
)(

)(
)),(()()),(()(),()(

yh

yg y yygfygyyhfyhdxyxfyϕ                ) 0-3(  

 ) ] 1 [( براي اثبات رجوع كنيد به 
 توابع تحليلي  0-3

 در يك مجموعه باز تحليلي است اگر در هر نقطه از آن مجموعه مشتق پذير z از متغير مختلط f تابع  :1-3-0 تعريف 
 ] 2 [  تحليلي باشد .z تحليلي است اگر در يك همسايگي z در نقطه fباشد. به خصوص تابع 

 
  يك تابع تام ، تابعي است كه در تمام صفحه ي متناهي ، تحليلي باشد . چون مشتق يك چند جمله اي همه  :2-3-0تعريف 

 ] 2 [جا موجود است ، نتيجه مي شود كه هر چند جمله اي يك تابع تام است .  
 

 تحليلي نباشد اما در نقطه اي از هر z در f ناميده مي شود ، اگر f يك نقطه ي تكين تابع z ي : نقطه3-3-0تعريف 
 مانند z را تنها مي نامند هرگاه علاوه بر اين ، همسايگي محذوفي از z تحليلي باشد . نقطه ي تكين zهمسايگي 

Rzz <−< || موجود باشد كه f در سراسر آن تحليلي است . در اين صورت تابع f را مي توان در قرص سوراخ دار 
Rzz <−< ||   با سري 
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             )0- 4(  

 گويند كه در آن  :  f نشان داد . بسط فوق را بسط لوران تابع 

 ,...)2,1,(
)(

)(
2
1

1 


=
−

= ∫ + n
zz

dzzf
i

a
c

nn π
                                             )0-5(  

,...)2,1(
)(

)(
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1
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= ∫ +− n
zz

dzzf
i

b
c

nn
π

                                             )0-6(  

Rzz واقع در حوزه z معرف مسير ساده بسته اي در جهت مثبت حول C مي باشند و  <−< ||   است . بخش 

...
)(

...
)()( 2

21 +
−

++
−

+
− n

n

zz
b

zz
b

zz
b



 

zz از اين سري را كه شامل توان هاي منفي  مي نامند . حال با استفاده از قسمت اصلي، z در f است، قسمت اصلي −
 را به عنوان يكي از سه نوع خاص مشخص مي سازيم .  zي تكين تنهاينقطه

 شامل حداقل يك جمله نامنفي بوده اما تعداد اين گونه جملات متناهي باشد ، عدد صحيح z در f اگر قسمت اصلي 
 هست به قسمتي كه  mمثبتي مانند 

,..., 21  ===≠ ++ mmm bbb  
 

 ) به صورت زير در مي آيد:  4-0 يعني بسط (
 

,
)(

...
)()(

)()( 2
21

m
mn

n
n zz

b
zz

b
zz

bzzazf



 −

++
−

+
−

+−=∑
∞

=

 

 
 را m=1 مي نامند . هر قطب مرتبه ي m را قطب مرتبه ي z . در اين حالت نقطه ي تكين تنهاي ≠mbكه در آن   

يك قطب ساده مي گويند .  
 ) صفر باشند ، بطوري كه  4-0 ها در بسط ( nbوقتي همه ي

,)()( n

n
n zzazf 



−=∑
∞

=

 

 به نقطه ي تكين برداشتني موسوم است . zنقطه ي 
 ] 2 [ مي نامند. f را يك نقطه ي تكين اساسي z ) ناصفر باشند 4-0 در سري (nbوقتي تعداد نامتناهي از ضرايب 

 
 مانده ها و قطب ها  0-4

 در همسايگي f باشد ، همان طوري كه در بخش قبل ذكر كرديم ، تابع f يك نقطه ي تكين تنهاي تابع z اگر 
Rzz <−< ||  از نقطه ي z ) مي باشد كه در آن 4-0 داراي بسط ( nn ab  داراي نمايش انتگرالي اند . به خصوص  ,

,...)2,1,(,
)(

)(
2
1




=
−

= ∫ n
zz
dzzf

i
b

c
nn π

 

Rzz در جهت مثبت و واقع در قرص سوراخ دار z مسير ساده ي بسته اي حول نقطه ي Cكه در آن  <−< ||  . است 
 را مي توان  به صورت زير نوشت :  nb اين فرمول براي n=1وقتي 

 ∫ =
c

ibdzzf 12)( π      )0-7(  
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 را كه ضريب 1b عدد مختلط 
)(

1
zz −

 مي نامند . اغلب z در نقطه ي تكين تنهاي f ) است مانده ي 4-0 در بسط ( 

Re)( از نماد 1bبراي نمايش مانده ي  zfs
zz =

 ] 2 [ استفاده مي كنند . 

  
 را بتوان به صورت zf)( است اگر و تنها اگر m ، يك قطب از مرتبه ي f نقطه ي تكين تنهايي تابع z : 1-4-0قضيه 

زير نوشت .  

 mzz
zzf

)(
)()(
−

=
φ                                                            )0-8(  

Re)()( ، آن گاه m=1 تحليلي و ناصفر است . به علاوه اگر z در zφ)( كه در آن ،  


zzsf
zz

φ=
=

 ، آن ≥m و اگر 

گاه 
)!1(

)()(Re
)1(

−
=

−

= m
zzsf

m

zz




φ 2 [   ( براي اثبات رجوع كنيد به [ ( 

  تحليلي باشد . در اين صورت همه ي مشتقات آن يعنيz در نقطه ي f : فرض كنيد تابع 2-4-0 قضيه 

)()( zf n ,...)2,1( =n در z 2 [  موجودند. ( براي اثبات رجوع كنيد به [ ( 

 اگر  =)(zf و عدد صحيح مثبتي مانند m موجود باشد به طوري كه  ≠)(zf m و همه ي مشتقات مرتبه هاي 
 است .  m داراي صفر مرتبه ي z در f صفر شوند ، آن گاه گويند zتر در پايين

  
 g دارد اگر و تنها اگر تابعي مانند m تحليلي است ، در اين نقطه ، صفر مرتبه ي z كه در نقطه f تابع  :3-4-0قضيه 

 تحليلي و ناصفر بوده و رابطه زير برقرار باشد :  zموجود باشد به طوري كه در 

 )()()( zgzzzf m
−= . 

 ) ] 2 [ ( براي اثبات رجوع كنيد به 
 تحليلي باشند و z در نقطه ي p ، q فرض  كنيد دو تابع  :4-4-0قضيه   ≠)(zp اگر . p در z صفر مرتبه ي ، m 

داشته باشد ، آن گاه خارج قسمت 
)(
)(

zq
zp در آن نقطه ، قطب مرتبه ي m  . دارد 

 ) ] 2 [  ( براي اثبات رجوع كنيد به 
 تحليلي باشند . اگر  z در نقطه ي p ، q فرض كنيد دو تابع  :5-4-0 قضيه 

  ≠=≠′ )(,)(,)( zpzqzq  

 يك قطب ساده ي كسر z ، آن گاه 
)(
)(

zq
zp  است و 

.
)(
)(

)(
)(Re





 zq
zp

zq
zps

zz ′
=

=
 

 تابع باشد ، آن گاه  m قطب مرتبه ي z تحليلي و z در نقطه ي f اگر تابع  :6-4-0قضيه  
 ,1);()()(Re =−=

==
mzfzzLimzfs

zzzz 


 

.1);()(
)!1(

1)(Re 1

1

>−
−

= −

−

==
mzfzz

dz
d

m
Limzfs m

m

m

zzzz 


 

  )] 3 [ ( براي اثبات رجوع كنيد به 
 برخي قضاياي مهم براي انتگرال توابع مختلط  0-5 
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 تحليلي باشد ، آن گاه  C در همه ي نقاط درون و روي مسير ساده ي بسته ي f اگر تابع قضيه كوشي گورسا : 

 ∫ =
c

dzzf )(  

 به جز تعداد C در درون و روي f مسير ساده ي بسته اي در جهت مثبت باشد . اگر تابع C فرض كنيد  قضيه مانده ها :
kznkمتناهي نقطه ي تكين  ),...,2,1(  هستند ، تحليلي باشد ، آن گاه  C كه در داخل =

∫ ∑
= =

=
c

n

k kzz
zfsidzzf

1
)(Re2)( π   

  )] 2 [ ( براي اثبات قضاياي فوق رجوع كنيد به 

 نامساوي ژوردان :  
 برمبناي اين نامساوي داريم :  

 ∫ ><−π θ πθ
o

R R
R

de )(;sin   

  )] 2 [ ( براي اثبات نامساوي فوق رجوع كنيد به 

dx انتگرال  :1-0مثال 
x

xp
p

∫
∞ −

+
<<




1

,1
1

 را محاسبه كنيد .  

 براي محاسبه انتگرال فوق تعريف مي كنيم :

∈⊄
+

=
−

z
z

zzf
p

;
1

)(
1

 

πiezاي و در  داراي صفر شاخه=z درfواضح است كه تابع =−= ي تكين تنها است. مسير  داراي  نقطه1
گيري را مطابق شكل زير در نظر مي گيريم.  انتگرال
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 با انتگرال گيري روي مسير فوق و با استفاده از قضيه ي مانده ها داريم :  

 ∫∫∫∫ −=
=+++

DEF
z

CDABCFA

zsFidzzFdzzFdzzFdzzF )(Re2)()()()(
1

π  

πiez واضح است كه  =−=  داريم :  1-4-0 است و بنا بر قضيه zF)( قطب ساده تابع 1
ππ ippi

z
eezsf −== −

−=

1

1
)()(Re   

 
 

 در نتيجه :  

∫∫∫∫ −=+++
DEF

ip

CDABCFA

iedzzFdzzFdzzFdzzF ππ2)()()()(    )0-9(  

ixez برابر است با z مقدار FA واضح است كه روي مسير   و بنابراين  :  =

∫∫ +
+

−R pi

FA

dx
x

xedzzF
ε 1

)()(
1

       ) 0-10(  

ixez داريمABC روي مسير    و بنابراين :  =

∫∫ +
+

−π

θ

θθ

θ
2 1

Re1
)()(Re)(



dRiedzzF i

ipi

ABC

      )0-11(  

ixez داريم CD و روي مسير  π2=  :و بنابراين 

∫∫ +
=

−ε π

R

pi

CD

dx
x

xedzzF
1

)()(
12

       ( )0-12 

iez داريم DEF روي مسير  ε=  :  و در نتيجه 
 

∫∫ +
=

−

π
θ

θθ

θ
ε
εε

2

1

1
)()()( d

e
ieedzzF i

ipi

DEF

      )0-13(  

  ) داريم : 9-0 ) در رابطه ( 13-0 ) و ( 12-0 ) ، ( 11-0) ، ( 10-0 با قرار دادن رابط( 

pi
i

ipi

i

ipi

R

PiR pi

ed
e

ieedRiedx
x

xedx
x

xe π

π
θ

θθπ

θ

θθε π

ε

πθ
ε
εεθ 2

1
)()(

Re1
)()(Re

1
)(

1
)(

2

12 1121

−=
+

+
+

+
+

+
+ ∫∫∫∫

−−−− 





  ) 0-14    (  

 برابر با DEF و ABC مقدار انتگرال روي مسيرهاي →ε ، ∞→R  حال ثابت مي كنيم كه در رابطه فوق وقتي كه 
 داريم :  ABCصفر است. روي مسير 

∫∫∫ +
≤

+
=

−− π

θ

θθπ

θ

θθ

θθ
2 12 1

Re1
)()(Re

Re1
)()(Re)(



dRiedRiedzzF i

ipi

i

ipi

ABC

 

                                                            
R

R
R

dRdR pp

i

p

−
=

−
≤

+
= ∫∫ 1

2
1Re1

22 πθθ π

θ

π



 

>>1 واضح است كه چون  p و =
−+∞→ R
R p

R 1
2lim π  : در نتيجه 

∫ =
+∞→ ABCR

dzzf )(lim  

 داريم :  →ε واضح است كه وقتي DEF روي مسير 



 7                                                                           فصل صفر / مفاهيم مقدماتي                            

 



=

+
= ∫∫

−

→→
θ

ε
εε

π
θ

θθ

εε
d

e
ieedzzf i

ipi

DEF 2

1

1
)()(lim)(lim  

 ) داريم :  14-0 در نتيجه از رابطه ( 

π
π

π ip
pipoi

iedx
x

xedx
x

xe 2
1

)(
1

)( 121

−=
+

+
+ ∫∫

∞ −∞ −



  

 بنابراين خواهيم داشت :  

 ππ π ipip
p

iedxe
x

x 2)1(
1

)1(2
1

−=−
+

−
∞ −

∫


 

 و از رابطه فوق داريم :  

 
π

ππππ
π

π

π

π

π

π

pe
ie

e
ie

e
iedx

x
x

pi

ip

pi

ip

ip

ipp

sin1
2

1
2

1
2

1 22)1(2

1

=
−

=
−

=
−

=
+ −

∞ −

∫


                      )0 -15(  

 

π
π

p
dx

x
x p

sin1

1

=
+∫

∞ −





 
 
 

 

 

فصل اول  

 
معرفي برخي تبديلات  

 مقدمه  1-1
 x(f( تبديلات لاپلاس تابع 1-2

 x(f( شرايط كافي براي وجود لاپلاس تابع 1-2-1
 تبديل لاپلاس برخي توابع مقدماتي  1-2-2
 برخي خواص مهم تبديل لاپلاس توابع  1-2-3

 x(f( تبديل وارون لاپلاس تابع 1-2-4
 حل چند مثال از تبديل لاپلاس دو متغيره 1-2-5
 قضيه ي افروز 1-2-6

 x(f( تبديلات فوريه تابع 1-3

 x(f( خواص تبديل فوريه تابع 1-3-1
 تلفيق دو تابع  1-3-2
 x(f( تبديلات فوريه سينوسي و كسينوسي تابع 1-3-3
 سري هاي فوريه 1-3-4
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 مقدمه 1-1
در اين فصل دو تبديل انتگرالي مهم را كه بسيار مورد استفاده قرار مي گيرند معرفي كرده و برخي از خواص و روابط 

پركاربرد آنها را مورد بررسي قرار ميدهيم .اين تبديلات انتگرالي عبارتند از تبديل لاپلاس و تبديل فوريه كه به خصوص در 
شاخه معادلات ديفرانسيل بسيار مورد استفاده قرار مي گيرند . 

  tf)( تبديل لاپلاس تابع 1-2

 ،كه  آنرا با tf)(تعريف شده باشد آن گاه تبديل لاپلاس تابع >tبراي tf)( فرض ميكنيم تابع  :1-2-1تعريف 
{ })(tfL :4 [ نشان ميدهيم ، به صورت زير تعريف ميشود [ 

)1-1     ({ } )()();( sFdttfesttfL st ==→ −+∞

∫ 

Nt چنان موجود باشند كه براي هر >m,γ اگر ثابت هاي حقيقي :2-2-1تعريف  >  

mtfe t ≤− )(γ tmetf    يا      γ≤)(  

 را از مرتبه ي نمايي گويند .  tf)(آنگاه تابع 
 ] 4 [ و توابع چند  جمله اي ، از مرتبه ي نمايي هستند . sin (at) , cos(at)براي مثال توابع كراندر مانند 

 
  tf)( شرايط كافي براي وجود لاپلاس تابع 1-2-1

Nt در هر بازه ي tf)( اگر تابع 1-1-2-1قضيه  ≤≤ قطعه قطعه پيوسته و براي Nt  باشد آنگاه γ نمايي از مرتبه <
 ] 5 [ موجود است . γ>sتبديل لاپلاس آن براي هر

 
 تبديل لاپلاس برخي توابع مقدماتي  1-2-2

)   1-2       (1)1(}{1 1 −>
+Γ

=− + νν
ν

ν

s
tL 

)1-3        ({ } 22)sin(2
as

aatL
+

=− 

) 1-4        ({ } 22)cos(3
as

satL
+

=− 

)   1-5               (
as

eL at

−
=−

1}{4 

  برخي خواص مهم تبديل لاپلاس توابع  1-2-3
) خاصيت خطي تبديل لاپلاس  1

12اگر  ,cc  : ثابت هاي دلخواه باشند آن گاه 
)1-6    ( )}({)}({)}()({ 22112211 tfLctfLctfctfcL +=+ 

}){()() اگر 2 sFtfL  آنگاه  =

)1-7        ()()}({ asFtfeL at −= 
}){()() اگر 3 sFtfL  آنگاه  =

)1-8             ()(1)}({
a
sF

a
atfL = 

}){()() اگر 4 sFtfL  آنگاه  =


