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چیده

روی سایه�پذیری Lp -پایداری C۱ ͳویژگ ͳبررس به سایه�زدن Lp ͳویژگ ͳمعرف با پایان�نامه این
کلاس Έهموکلینی روی f ͳوابرسان اگر م�ͳدهد نشان همچنین پردازد. ͳم ها کلاس Έهموکلینی
مغلوب تجزیه�گر Έی H(p, f) آنΎاه باشد سایه�پذیر C۱-پایدار ،p ͳتناوب هذلولوی نقطه�ی به وابسته
-C۱ ،Cp(f) اگر م�ͳدهد نشان ͳانبساط خاصیت و Cp(f) مولفه�زنجیری ͳمعرف ضمن پایان در دارد.
Cp(f) ͳتناوب نقطه�ی هر آنΎاه باشد ͳانبساط ،f ͳوابرسان از -جرم Cp(f) و باشد سایه�پذیر پایدار

م�ͳباشد. [۴] پایان�نامه این ͳاصل مرج΄ است. هذلولوی

تجزیه�گر سایه�پذیر، Lp -پایداری C۱ زنجیری، مولفه�ی Lp ،Έهموکلینی کلاس واژه�هایکلیدی:
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مقدمه

است. ͳدینامی سیستم�های در چالش�ها مدرنترین از ͳی ͳدینامی سیستم�های روی C۱-پایداری فهم
کل روی ͳعموم دینامی�Έهای اول: م�ͳآید، نظر به ͳدینامی سیستم�های مرسوم نوع دو جهت این از

کلاس�ها. Έهموکلینی و زنجیری مولفه�های مانند ͳمحل دینامی�Έهای دوم: منیفلد
،f اگر کرد ثابت او شد. شروع [١٢] منیه توسط ͳعموم دینامی�Έهای روی بررس�ͳها دسته اولین
بین رابطه توجه قابل مقاله Έی با [٣] دیاز همچنین است. آناسوف f آنΎاه باشد ͳانبساط C۱-پایدار

است. کرده ͳبررس را بودن هذلولوی و متعدی پایداری
و مداری ͳسایه�زن حدی، ͳسایه�زن ،ͳمعمول ͳسایه�زن مانند ͳسایه�زن متفاوت ویژگ�ͳهای روی مطالعه با

.[١٩ ،١۵ ،١۴ ،۵] است آمده بدست دیΎری توجه قابل نتای; ͳسایه�زنLp

تعداد برای را ͳتوجه قابل موضوعات ͳمحل دینامی�Έهای زیر روی پایداری ویژگ�ͳهای مطالعه اخیرا
Έهموکلینی که کرد ثابت [١٣] پسیفیو مثال برای است. آورده به�وجود دینامی�Έها از زیادی
سامبارینو توسط نتیجه این هستند. هذلولوی بعدی سه یΈخمینه روی ͳانبساط C۱-پایدار کلاس�های
مولفه�های از ͳخاص نوع [١٨] ساکای همچنین شد. داده توسی΄ [٢۵] گان و Ίیان و [٢٠] ویتز و

کرد. ثابت را آنها بودن هذلولوی و کرد مطالعه را سایه�پذیر C۱-پایدار زنجیری
با [١٠] ساکای و ͳل همچنین بخشید. بهبود ͳجرم-انبساط شرط حذف با را ساکای نتای; [٢۴] وِن

آوردند. دست به را ͳسانی نتای; ͳجرم-انبساط جای به ͳموضع بیشینه شرط کردن اضافه
برای را ͳسایه�زن خاصیت ابتدا است، شده داده اختصاص ͳمقدمات مفاهیم به پایان�نامه این اول فصل
لم و هذلولوی تعاریف ادامه در است. شده ͳمعرف ͳسایه�زنLp خاصیت سپس و بیان شبه�مدار Έی
نقطه Έی برای کلاس Έهموکلینی ͳمعرف ضمن اول فصل آخر بخش در است. شده بیان ͳسایه�زن
ویژگ�ͳهای از ͳبرخ آن، برای ͳانبساط C۱-پایداری و Lpسایه�پذیری C۱-پایداری خاصیت و هذلولوی

است. شده بیان آنها
کلاس Έهموکلینی روی f ͳوابرسان Έی اگر که است شده داده نشان اول بخش در دوم، فصل
در .(١.١.٢ دارد(قضیه مغلوب تجزیه�گر Έی H(p, f) آنΎاه باشد Lpسایه�پذیر C۱-پایدار ،H(p, f)

ͳبررسH(p, f)کلاسΈهموکلینی روی f ͳوابرسان برای مختلف�البعد دور وجود عدم شرط بخشدوم
لیپ سایه�پذیری C۱-پایداری خاصیت مورد در نیز فصل این آخر بخش در .(١.٢.٢ است(قضیه شده

است. شده بحث شیتس
برای اگر که است شده ثابت و است شده بحث Cp(f) سایه�پذیری C۱-پایداری مورد در سوم فصل در
ͳسایه�زن خاصیت g|Cpg (g)

و بپذیرد را مغلوب تجزیه�گر Έی Cpg(g) ،f Έنزدی-C۱ ،g ͳوابرسان هر
index(q)(گزاره = index(pg) داریم: q ∈ Cpg(g) ͳتناوب هذلولوی نقطه هر برای آنΎاه باشد داشته
Cp(f)-جرم و باشد سایه�پذیر C۱-پایدار ،Cp(f) اگر که م�ͳشود ثابت نیز فصل این پایان در .(٣.١.٣

.(١.٢.٣ است(گزاره هذلولوی q ∈ Cp(f) ͳتناوب نقطه هر آنΎاه باشد ͳانبساط ،f از

١



١ فصل

پایه�ای مفاهیم

Lp C۱-پایداری خاصیت و ͳدینامی سیستم�های به مربوط ͳمقدمات و اولیه تعاریف فصل این در

خواهیم مطالب این از استفاده با هستند. نیاز مورد بعد فصل دو در که م�ͳدهیم ارائه را ͳسایه�زن

م�ͳباشد. [٢٢] و [۴] مراج΄ از فصل این مطالب عمده بپردازیم. موضوع اصل به توانست

ͳدینامی سیستم ١.١

هاسدورف فاصله�ی باشند. (M,d) Έمتری فضای از ͳته غیر مجموعه�ی زیر دو Y و X کنید فرض

م�ͳکنیم: تعریف زیر صورت به و م�ͳدهیم نمایش dH(X, Y ) با را Y و X

dH(X, Y ) = inf{ε ≥ ۰;X ⊆ Yε, Y ⊆ Xε}

که

Xε = ∪x∈X{z ∈M : d(x, z) ≤ ε}.

گروه باشند. M روی همانسان�ͳهای مجموعه�ی H(M) و Έمتری فضای Έی (M,dist) کنید فرض

پیوسته عمل Έی بΎیرید. نظر در + عمل با را G ͳآبل Έتوپولوژی

Φ : G×M −→M

است: زیر شرایط دارای که

٢



ͳدینامی سیستم .١.١٣

n ∈ G هر برای Φ(n, .) ∈ H(M) (i)

x ∈M هر برای Φ(۰, x) = x (ii)

n,m ∈ G هر برای Φ(n+m, .) = Φ(n,Φ(m, .)) (iii)

گسسته ͳدینامی سیستم را فوق پیوسته عمل آنΎاه G = Z ͳوقت م�ͳشود. گفته ͳدینامی سیستم

م�ͳنامیم. پیوسته ͳدینامی سیستم Έی را فوق پیوسته عمل آنΎاه G = R که ͳامΎهن و م�ͳنامیم

شل به ͳدینامی سیتم Έی f :M −→M ͳهمانسان

Φ : Z×M −→M

ضابطه�ی توسط

Φ(n, x) = fn(x), n ∈ Z, x ∈M

با است. ͳهمانسان Έی Φ(n, .) : M −→ M که داریم n ∈ Z هر برای زیرا م�ͳکند. تولید

است پیوسته و یΈ،پوشا به Έی نیز Φ(n, .) پس است پیوسته و پوشا ،Έی به Έی f اینه به توجه

وارون�پذیر Φ(n, .) بنابراین است M روی ͳهمان نΎاشت id آن در که fnof−n = id چون همچنین

همچنین و است ͳهمانسان Έی n ∈ Z هر ازای به Φ(n, .) بنابراین است پیوسته آن وارون و است

داریم: و x ∈M هر برای Φ(۰, x) = f۰(x) = x

Φ(n+m,x) = fn+m(x) = fnfm(x) = Φ(n,Φ(m.x))

.x ∈M و n,m ∈ Z هر برای

مجموعه صورت به Φ ͳدینامی سیستم در x ∈M نقطه از o(x) مدار

O(x) = {Φ(n, x) : n ∈ Z}



ͳدینامی سیستم .١.١۴

f و م�ͳشناسیم آن توسط شده تولید Φ ͳدینامی سیستم Έی با را f ͳهمانسان Έی معمولا م�ͳباشد.

م�ͳنامیم. ͳدینامی سیستم Έرای

.f(x) = x اگر م�ͳنامیم f ثابتبرای یΈنقطه را x نقطه

کوچترین .fn(x) = x مثبت، nΈبرایی اگر م�ͳنامیم f برای ͳتناوب دوره�اییا یΈنقطه x نقطه

.π(x) = n : م�ͳنویسیم و م�ͳنامیم x تناوب دوره را ͳویژگ این با n مثبت صحی عدد

م�ͳدهیم. نمایش per(f) با را f ͳتناوب نقاط تمام مجموعه و fix(f) با را f ثابت نقاط تمام مجموعه

ͳتناوب نقاط و ثابت نقاط تمام مجموعه .f(Λ) = Λ هرگاه گوییم f-پایا را Λ ⊂ M مجموعه

هستند. f-پایا ͳمجموعه�های

سیستم از ،d ≥ ۰ مدار، d-شبه Έی را ξ = {xn ∈ M : n ∈ Z}دنباله Έی .١.١.١ تعریف

نامساوی اگر گوییم Z روی f ͳدینامی

dist(xn+۱, f(xn)) < d, n ∈ Z

باشد. برقرار

ͳسایه�زن خاصیت دارای را f ͳدینامی سیستم Έی باشد. Λ ⊆ M کنید فرض .٢.١.١ تعریف

مدار d-شبه هر برای که طوری به باشد موجود dای > ۰ ،ε > ۰ هر برای اگر گوییم Λ روی

بطوری�که باشد موجود x ∈M نقطه�ی ξ = {xn ∈ Λ}n∈Z

dist(xn, f
n(x)) < ε, ∀n ∈ Z.

. است ͳسایه�زن خاصیت دارای f م�ͳگوییم باشد برقرار Λ =M برای خاصیت این اگر

ε-سایه (یا شده ,ε)-سایه f) ، x نقطه توسط ξ = {xn}n∈Z d-شبه�مدار م�ͳگوییم حالت این در

است. شده)



ͳدینامی سیستم .١.١۵

نΎاشت توسط شده تولید S۱از f ͳهمانسان و x ∈ [۰,۱ ) مختصات با را S۱ دایره .٣.١.١ مثال

را ξ = {xk : k ∈ Z} ⊂ S۱ نقاط از دنباله�ای و بΎیرید ثابت را d > ۰ بΎیرید. نظر در f(x) = x

داریم xk+۱ = xk +
d

۲
(mod۱), k ∈ Z و x۰ = ۰ که بΎیرید نظر در طوری

| xk+۱ − f(xk) |=| xk +
d

۲
− xk |=

d

۲
< d

هر برای ͳیعن است ثابت نقطه Έی f مدار هر که است واض است. مدار d-شبه Έی ξ دنباله پس

.O(x) = {x} داریم x ∈ [۰,۱)

ͳزن سایه خاصیت دارای که کنیم فرض خلاف به اگر زیرا نیست. ͳزن سایه خاصیت دارای f البته

,ε)-سایه f ) نقطه، Έی توسط مدار d-شبه هر که دارد وجود d > ۰ ،ε = ۱
۳ ازای به بنابراین باشد

است. شده -سایه
(۱
۳ , f ) ، x مانند نقطه�ای توسط d < ۲

۳ ازای به ξ دنباله فرض طبق پس م�ͳشود. شده

است. غیر�ممن این که است ۱
۳ شعاع به x ͳΎهمسای Έی مشمول ξ مجموعه ͳیعن

را ξ = {xn : n ∈ Z} یdΈ-شبه�مدار باشد. مثبت ͳحقیق عدد Έی p کنید فرض تعریف١.١.۴.

نامساوی اگر م�ͳگوییم مدار شبه d− Lp

(
∑
n∈Z

dist(f(xn), xn+۱)
p)

۱
p < d

باشد. برقرار

ͳسایه�زن-Lp خاصیت دارای را f Έدینامی سیستم Έی باشد. Λ ⊂M کنید فرض تعریف١.١.۵.

ͳنامتناه شبه�مدار d−Lpهر برای به�طوری�که باشد موجود dای > ۰ ،ε > ۰ هر برای اگر گوییم Λ روی

که باشد موجود x ∈M نقطه ξ = {xn ∈ Λ}n∈Z

(
∑
n∈Z

dist(fn(x), xn)
p)

۱
p < ε.



ͳدینامی سیستم .١.١۶

است. ͳسایه�زن-Lp خاصیت دارای f م�ͳگوییم باشد برقرار Λ =M برای خاصیت این اگر

است. شده سایه ε− Lp ، x نقطه توسط ξ = {xn}n∈Z شبه�مدار d− Lp م�ͳگوییم حالت این در

اگر گوییم Λ روی �شیتس لیپ ͳسایه�زن خاصیت دارای را f ͳدینامی سیتم Έی .۶.١.١ تعریف

، d ≤ d۰ ، {xn ∈ Λ : n ∈ Z} d-شبه�مدار هر برای که باشند داشته وجود L و d۰ مثبت ثابت�های

که باشد موجود x نقطه

dist(xn, f
n(x)) ≤ Ld۰, n ∈ Z

ͳسایه�زن خاصیت دارای f م�ͳگوییم صورت این در باشد برقرار M = Λ برای خاصیت این اگر

است. لیپ�شیتس

علامت نΎاشت sgn(x) که ϕ(x) = x+x۲sgn(x) ضابطه با ϕ : R −→ R ͳهمانسان مثال٧.١.١.

.W = {x ∈ R :| x |≤ ۱} م�ͳدهیم قرار م�ͳگیریم. نظر در را است x

م�ͳگیریم. نظر در دلخواه را ϵ > ۰ است. ͳزن سایه خاصیت دارای W روی ϕ دهیم نشان م�ͳخواهیم

م�ͳگیریم. نظر در d ≤ b با را ξ = {xk : k ∈ Z} ⊂ W مدار d-شبه Έی .b = ϵ۲/۲ م�ͳدهیم قرار

م�ͳکنیم ادعا

| xk |< ϵ k ∈ Z. (١.١)

باشد، xk ≥ ϵ اگر .| xk |≥ ϵ که باشد داشته وجود k م�ͳکنیم فرض م�ͳکنیم. استفاده خلف برهان از

نامساوی

xk+۱ > ϕ(xk)− d ≥ xk + b,

و

xk+m > xk +mb m ≥ ۰



ͳدینامی سیستم .١.١٧

خارج باشد بزرگ ͳکاف اندازه به m که ͳامΎهن {xm} دنباله م�ͳدهد نشان این که م�ͳآوریم. بدست را

م�ͳشود. اثبات مشابه طریق به xk ≤ −ϵ مورد افتد. ͳم W

م�ͳشود. زده ,ϵ)-سایه ϕ ) ، x = ۰ نقطه توسط ξ مدار d-شبه هر م�ͳگیریم نتیجه ( ١.١) رابطه از

و d > ۰ Έکوچ عدد ندارد. شیتس لیپ ͳزن سایه خاصیت W روی ϕ که م�ͳدهیم نشان حال

آن�گاه م�ͳگیریم. نظر در را k ∈ Z که xk = d
۱
۲

| ϕ(xk)− xk+۱ |= x۲k = d.

d برای باشد. داشته L, d۰ های ثابت با شیتس لیپ ͳزن سایه خاصیت W روی ϕ م�ͳکنیم فرض

نابرابری

| ϕk(x)− xk |≤ Ld, k ∈ Z

م�ͳگیریم نتیجه بنابراین Wم�ͳافتد. خارج x ̸= ۰ نقطه هر مدار زیرا م�ͳباشد. ممن x = ۰ برای فقط

است. تناقض در d بودن Έکوچ با که d ۱
۲ ≤ Ld

f ͳدینامی سیستم Έی باشد. مثبت ͳحقیق عدد Έی p و Λ ⊂ M کنید فرض .٨.١.١ تعریف

باشند داشته وجود d۰ و L ثابت�های اگر گوییم Λ روی Lp-سایه�زن�ͳلیپ�شیتس خاصیت دارای را

که باشد موجود x نقطه ، d ≤ d۰ ، ξ = {xn ∈ Λ : n ∈ Z} شبه�مدار d− Lp هر برای به�طوری�که

(
∑
n∈Z

d(fn(x), xn)
p)

۱
p < Ld۰.

داشته وجود اگر گوییم ͳانبساط خاصیت دارای U ⊂M روی را f ͳدینامی سیستم تعریف٩.١.١.

اگر x, y نقطه دو برای که طوری به ∆ > ۰ باشد

fn(x), fn(y) ∈ U, n ∈ Z
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و

dist(fn(x), fn(y)) ≤ ∆, n ∈ Z

.x = y آنΎاه

ͳانبساط ͳویژگ م�ͳنامیم. ͳانبساط ثابت را ∆ م�ͳنامیم. ͳانبساط را f سیستم آنΎاه باشد U = M اگر

است. متر از مستقل

نΎاشت .
∑

i∈Z(۲) = {(ai) : ai ∈ {۰,۱}, i ∈ Z} دهید قرار .١٠.١.١ مثال

روی d Έمتری با م�ͳکنیم تعریف (σ((ai)))i = ai+۱ صورت به σ :
∑

i∈Z(۲) −→
∑

i∈Z(۲)

است. ͳانبساط ∆ = ۱/۲ ازای به σ نΎاشت d((ai), (bi)) =
∑

i∈Z
|ai−bi|
۲|i| صورت به

∑
i∈Z(۲)

ͳانبساط خاصیت f U-جرم م�ͳگوییم باشد. f-پایا و فشرده ، U ⊂M فرضکنید تعریف١١.١.١.

باشیم داشته y ∈M و x ∈ U نقطه دو برای اگر که به�طوری △ > ۰ باشد داشته وجود اگر دارد

dist(fn(x), fn(y)) ≤ △, n ∈ Z

.x = y آنΎاه:

هذلولوی مجموعه ٢.١

را ͳسایه�زن لم سپس م�ͳکنیم. بیان Rn روی f ͳوابرسان-C۱ برای را هذلولوی مجموعه مفهوم ابتدا

م�ͳکنیم. بیان f برای

م�ͳدهیم. نمایش x = (x۱, ..., xn) صورت به را x ∈ Rn نقطه

Έی باشد. ͳنامنف صحی عدد Έی r کنید فرض باشد. باز مجموعه Έی U ⊂ Rn کنید فرض

ͳجزئ مشتقات هرگاه گوییم Cr کلاس از p ∈ U نقطه در را f : U −→ R مقدار ͳحقیق تاب΄

∂jf

∂xi۱ ...xij



هذلولوی مجموعه .٢.١٩

کلاس از p نقطه در را f : U −→ R تاب΄ باشد. پیوسته و موجود p نقطه در j ≤ r هر برای

در را f : U −→ Rm برداری تاب΄ .r ≥ ۰ هر برای باشد Cr کلاس از f هرگاه م�ͳگوییم C∞

تاب΄ باشند. Cr کلاس از p نقطه در f۱, ..., fm مولفه�های همه�ی هرگاه گوییم Cr کلاس از p نقطه

همچنین باشد. Cr کلاس از U نقطه هر در هرگاه گوییم Cr کلاس از U روی را f : U −→ Rm

م�ͳشود. تعریف مشابه طریق به C∞ کلاس از U روی f تاب΄

از Rn روی f−۱ و f و باشد ͳدوسوی هرگاه گوییم ͳوابرسان-Cr را f : Rn −→ Rn نΎاشت

باشند. Cr کلاس

اگر م�ͳنامیم f ͳوابرسان برای هذلولوی را Λ ⊂ Rn مجموعه تعریف١.٢.١.

f(Λ)؛ = Λ ͳیعن باشد f-پایا و فشرده Λ (a)

برای Rn از U(p) و S(p) ͳخط فضاهای زیر از ای خانواده و λ۰ ∈ (۰,۱) و C > ۰ ثابت�های (b)

که طوری به باشند موجود p ∈ Λ هر

⊕S(p)؛ U(p) = Rn (b.١)

(b.٢)

Df(p)(S(p)) = S(f(p)), p ∈ Λ;

Df(p)(U(p)) = U(f(p)), p ∈ Λ;

(b.٣)

| Dfm(p)v |⩽ Cλm۰ | v |, v ∈ S(p),m ⩾ ۰;

| Df−m(p)v |⩽ Cλm۰ | v |, v ∈ U(p),m ⩾ ۰.
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را U(p) و S(p) فضاهای زیر همچنین م�ͳنامیم. Λ از هذلولوی ثابت�های را λ۰ و C اعداد

م�ͳنامیم. Λ روی هذلولوی ساختارهای

است. معروف ͳسایه�زن لم به که است زیر قضیه ͳسایه�زن قضایای مهمترین از ͳی

ͳوابرسان-Cr برای هذلولوی مجموعه Έی Λ ⊂ Rn اگر [١٧](ͳسایه�زن (لم .٢.٢.١ قضیه

W روی f که طوری به دارد وجود Λ از W ͳΎهمسای Έی آنΎاه (r ≥ ۱) باشد f : Rn −→ Rn

است. ͳسایه�زن خاصیت دارای

را Λ ⊂ M هذلولوی، مجموعه مفهوم م�ͳخواهیم باشد. فشرده هموار خمینه Έی M کنید فرض

کنیم بیان را مفهوم این که این از قبل البته .(r ≥ ۱) کنیم بیان f : M −→ M ͳوابرسان-Cr برای

م�ͳکنیم. یادآوری را خمینه از نقطه Έی در مماس فضای و هموار خمینه مفهوم

Έی دارای p ∈M نقطه هر اگر گوییم n بعد از ͳاقلیدس موضعا Mرا Έتوپولوژی فضای Έی

زوج باشد. موجود Rn از بازی مجموعه به U از ϕ ͳهمانسان Έی که طوری به باشد U ͳΎهمسای

م�ͳگوییم. نقشه را (U, ϕ)

باشد. شمارا پایه دارای اگر گوییم دوم نوع شمارای را Έتوپولوژی فضای Έی

این گوییم. خمینه را ͳاقلیدس موضعا و دوم نوع شمارای هاسدورف، Έتوپولوژی فضای Έی

باشد. n بعد از ͳاقلیدس موضعا اگر گوییم n بعد از را خمینه

نΎاشت ۱Rn : Rn → Rn که طوری به (Rn,۱Rn) نقشه توسط Rn ͳاقلیدس فضای .٣.٢.١ مثال

م�ͳشود. پوشیده است ͳهمان

نΎاشت دو اگر گوییم ∞C-سازگار را Έتوپولوژی خمینه Έی از (V, ψ) و (U, ϕ) نقشه دو

ϕoψ−۱ : ψ(U ∩ V ) −→ ϕ(U ∩ V ), ψoϕ−۱ : ϕ(U ∩ V ) −→ ψ(U ∩ V )
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U ∩V = ∅ اگر م�ͳگویند. نقشه دو بین انتقال نΎاشت�های نΎاشت، دو این به باشند.که C∞ کلاس از

هستند. C∞ کلاس از فوق نΎاشت�های مقدم انتفای به آنΎاه

ͳیعن هستند، M پوشش Έی که ∞C-سازگار دو به دو های نقشه از U = {(Uα, ϕα)} خانواده

گوییم. M ͳاقلیدس موضعا فضای روی اطلس Έی را M =
∪

α Uα

بزرگتر اطلس Έی مشمول هرگاه گوییم بیشینه را ͳاقلیدس موضعا فضای Έی روی M اطلس

نباشد.

باشد. بیشینه اطلس Έی دارای اگر گوییم هموار را M Έتوپولوژی خمینه

f :M −→ R تاب΄ باشد. n بعد از هموار MیΈخمینه و ͳنامنف صحی عدد Έی r کنید فرض

که طوری به باشد موجود M در p حول (U, ϕ) نقشه اگر گوییم Cr کلاس از p ∈ M نقطه در را

باشد. Cr کلاس از ϕ(p) نقطه در Rn از ϕ(U) باز مجموعه زیر روی شده تعریف تاب΄ Έی foϕ−۱

تاب΄ ترتیب همین به باشد. Cr کلاس از M از نقطه هر در اگر گوییم Cr کلاس از M روی f تاب΄

M در p حول (U, ϕ) نقشه اگر گوییم هموار یا C∞ کلاس از p ∈ M نقطه در را f : M −→ R

نقطه در Rn از ϕ(U) باز مجموعه زیر روی شده تعریف تاب΄ Έی foϕ−۱ که طوری به باشد موجود

C∞ کلاس Mاز از نقطه هر در اگر گوییم C∞ کلاس Mاز روی f تاب΄ باشد. C∞ کلاس از ϕ(p)

باشد.

پیوسته نΎاشت Έی باشند. n و m های بعد با ترتیب به هموار خمینه دو N و M کنید فرض

در F (p) حول (V, ψ) نقشه�های هرگاه گوییم Cr کلاس از p ∈ N نقطه در را F : N −→ M

باز مجموعه زیر از نΎاشت Έی ψoFoϕ−۱ که طوری به باشند موجود N در p حول (U, ϕ) و M

F : N −→ M پیوسته نΎاشت باشد. Cr کلاس از ϕ(p) نقطه در Rm به Rn از ϕ(F−۱(V ) ∩ U)

پیوسته نΎاشت ترتیب همین به باشد. Cr کلاس از N از نقطه هر در اگر گوییم Cr کلاس از را


