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  به ،اگر شايسته تقديم باشد
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  :قدرداني 

  

  

اول سپاس بيکران خدايي راکه هرتوفيقي درگروعنايت اوست و سپس اساتيد بزرگواري که مرا درس زندگي 

  .آموختند
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  :چکيده 

ن يبنابرا شتری دارديی بانعطاف پذيرنرمال  وايبل و لوگ  ،گاما های توزيعنسبت به توزيع نمايي تعميم يافته 

  .مناسبتر استدرآناليز داده هاي طول عمر

در اين پايان نامه توزيع نمايي تعميم يافته و ويژگي هاي آن را ارائه مي دهيم  و روشهاي مختلف برآورد 

وري،  برآوردگرهاي گشتا ،پارامترهاي توزيع نمايي تعميم يافته نظير برآوردگرهاي درستنمايي ماکزيمم

-  Lبرآوردگرهاي حداقل مربعات و حداقل مربعات وزني و همچنين  برآوردگرهاي ،برآوردگرهاي صدکي

  .گشتاوري را ارائه داده وآنها را براساس مقادير حجم نمونه و پارامتر شکل مقايسه مي کنيم

توزيع نمايي تعميم يافته دو متغيره را معرفي کرده و پارامترهاي آن را به روش درستنمايي ماکزيمم  انيودر پا

   .برآورد مي کنيم

توزيع نمايي تعميم يافته، توريع نمايي تعميم يافته دومتغيره ، برآوردگرهاي درستنمايي :کلمات کليدي 

  .مربعات گشتاوري، برآوردگرهاي حداقل- Lبرآوردگرهاي ماکزيمم ، 
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  فصل اول

  

  افتهيم يتعم ييع نمايتوز
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  مقدمه ۱-۱

براي مقايسه جداول مرگ و مير  ]٣[ ١در قرن نوزدهم توابع توزيع تجمعي خاص توسط گومپرتز و ورهالست

   :راستيز به صورت آنهااز يكي رفت كه  انساني و رشد مرگ و مير به كار مي

)۱,۱,۱( 
                                                   

1
( ) (1 ) , .tG t e t ln  


    

  هستندمعلوم  واعداد حقيقي مثبت  وو به طوري كه 

  .م يان می کنيب راع ين توزيم  و خواص ايرا معرفی می کن دو پارامتري افتهيم يی تعميع نماين فصل توزيدر ا

ان يبرا بی آن يو تابع مخاطره و آماره های ترت دو پارامتري افتهيم يی تعميع نماين چولگی و برجستگی توزيهمچن

  .ميمی کن

  دو پارامتري افتهيم يی تعميع نمايتوز

  ]٦[  به صورت زير تعريف می شود نمايي تعميم يافته دو پارامتريتوزيع 

Xمتغير تصادفي  ۲-۱ تعريف نمايي تعميم يافته دو پارامتري است اگر تابع توزيع آن به صورت داراي توزيع   

  :زير باشد

)۲,۱,۱(( ; , ) 1 0, 0 0 .( ) , ,xF x e x                                                    

 .كنند تر شكل و مقياس را بازي ميبه ترتيب نقش پارام و به طوري كه 

)يك متغير تصادفي با تابع توزيع نمايي تعميم يافته  Xاگر  ; , ) (1 ) 0,xF x e x      آنگاه، . باشد

:آيد تابع چگالي آن به صورت زير بدست مي
 

  

  

                                           

١ - Gompertz and Verhulst  

1( ; , ) (1 ) 0 0, 0, , .x xf x e e x            
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كه با نماد  ,GE   توابع چگالي نمايي تعميم يافته به ازاي مقادير مختلف .شود نشان داده مي١  داراي

  .هاي مختلفي است شكل

افته سه پارامتري مطرح شده توزيع وايبل گسترش يتوزيع نمايي تعميم يافته دو پارامتري يك حالت خاص از 

هاي وايبل  به خصوص به جاي توزيعهاي طول عمر  در آناليز داده باشد كه مي ]٢٣[ ٢ودولكار و همكارانتوسط م

1اگر.رود دو پارامتري كاملاً مؤثر بكار مي يدو پارامتري و گاما  پارامتري بر توزيع نمايي يك باشد

هايي از توزيع نمايي يك پارامتري  هاي نمايي تعميم يافته، وايبل و گاما تعميم بنابراين توزيع.شود ميمنطبق

  .باشند مي

ا رعضو nه ازيك سيستم موازي تشكيل شد. باشد مي یهاي فيزيكي مطلوب توزيع نمايي تعميم يافته داراي ويژگي

 ،اگر توزيع طول عمر عضوها .كند كه حداقل يكي از عضوها كار كند كار ميزمانی سيستم  دکهگيريبدر نظر 

)متغيرهاي تصادفي نمايي از هم مستقل و هم توزيع )iidآنگاه توزيع طول عمر سيستم به صورت زير . باشند

                                                      :آيد بدست مي ( ; , ) (1 ) 0, 0.,x nx n e xF       

nتابع توزيع نمايي تعميم يافته با  كنيم كه رابطه مذكور ملاحظه مي  بنابراين برخلاف تابع . دهد را نشان مي

ا نشان رايي تعميم يافته يك سيستم موازي دهد، تابع توزيع نم اي را نشان مي سيستم دنبالهتوزيع وايبل كه يك 

  .دهد مي

به عنوان مثال . کردتوان توليد  به آساني مي را تعميم يافته به دليل شكل مناسب تابع توزيع، متغير تصادفي نمايي

نشان دهنده يك متغير تصادفي يكنواخت از  Uاگر 0,1 1)/1آنگاه . باشد / ) (1 )X ln U     داراي

)توزيع نمايي تعميم يافته با تابع توزيع  ; , ) (1 ) , 0, 0xF x e         باشد مي.  

ي اديزكارايي  ،هاي طول عمر چوله هاي توزيع نمايي تعميم يافته اين است كه در آناليز داده يكي ديگر از مزيت

  .دارد

                                           

1 Generalized Exponential Distribution 
٢ - Mudholkar and Srivastava 
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1باشد به طوري كه  يم  )۱,۱,۱(   حالت خاص از رابطهتوزيع نمايي تعميم يافته يك    شده استدرنظرگرفته.  

  افتهيم يتعم ييع نمايخواص توز ۲-۱ -۱

  :ميان می کنيرا ب يافتهن بخش خواص توزيع نمايي تعميم يدرا

1 اگر -۱     1تابعي نزولي و به ازاي  مشابه توابع چگالي وايبل يا گاما  ،، چوله به راستيمد  تك

  .باشد و حتي به ازاي پارامتر شكل خيلي بزرگ هم متقارن نيست مي

1 ه ازایب -۲   مد به سمت( )log  1 به  ازایو.كند ميل مي, 1  باشد و ميانه آن مد نزديك صفر مي 

1)/1برابر (.5) )ln  است.  

نهايت ميل  ه پارامتر شكل به سمت بيچخطي از پارامتر شكل هستند و چنانميانه و مد توابعي غير   ميانگين، -۳ 

  .كنند نهايت ميل مي كند، همه اينها به سمت  بي

)، ميانگين، ميانه و مد تقريباً برابر با ر بزرگ براي مقادي -۴   )log  دباشن مي.  

  دنيآ يمبا استفاده از تابع مولد گشتاورآن بدست  گشتاورهاي مختلف توزيع نمايي تعميم يافته،

)داراي توزيع  Xاگر  -۵  , )GE   باشد، آنگاه تابع مولد گشتاور ( )M t  برايt   بدست به صورت زير

  :آيد مي

( 1) (1 / )
( ) ( )

( / 1)
tX t

M t E e
t

 
 

   
 

  
            

  :از رابطه بالا داريمبنابراين با استفاده 

2

( ) ,

( ) .

1
( 1) (1)

1
(1) ( 1)

X

X

E

V

  


  


  

  

  

   

  

  .دنكه از رابطه زير به دست مي آي. باشند و مشتقات آن توابع گاما دوگانه و گاما چندگانه مي (.)كه  به طوري
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( ) ( 1 ) (1 ) (1 )

( ) ( ( lo g ( ) ) / )

d t t td t

x d x d x





      

  

  

  .كند مي ميل ميانگين توزيع نمايي تعميم يافته به سمت . صعودي باشند ثابت و  ر اگ -۶

2واريانس نيز صعودي است و به سمت  ،ثابت به ازاي  -۷ / 6  كند، اين ويژگي در مقايسه با توزيع  مي ميل

 ت مسبه ه پارامتر شكل صعودي باشد، واريانس کدر مورد توزيع گاما چنان. متفاوت استكاملاً  گاما و وايبل

تقريباً برابر با  ل، واريانس به ازاي مقادير بزرگ پارامتر شكل كه در مورد توزيع وايب در حالي.دكن ميل مي

2 2/ 6  رجوع شود ]٥[ ١ونداك و گوپتا بهبراي جزئيات بيشتر. است.  

)يك نمايش تصادفي از   ,1)GE    هاي مختلف توزيع نمايي تعميم يافته مورد استفاده قرارربراي محاسبه گشتاو 

  .گيرد مي

توزيعبا Xباشد، آنگاه توزيع  nصحيح مثبت مانند  يك عدد اگر  -۸
1

/
n

jj
Y j

  به . باشد مي يکي

  .باشند مي  کي با ميانگين iid يها متغيرهاي تصادفي نماي jY کهيطور

با توزيع  Xيك عدد صحيح نباشد، آنگاه توزيع  αاگر  -۹
 

1

.j

j

Y
Z

j






   باشد، به طوري كه  يكي مي

  جزء كسري و   جزء صحيح و  دهند را نشان ميZ  داراي توزيع( ,1)GE  باشد كه از مي
jY 

  ]٦[ .ها مستقل است

  

  افتهي نمايي تعميمبرجستگي توزيع  چولگي و۱-۲-۲

   :دنآي ميبدست چولگي و برجستگي توزيع نمايي تعميم يافته به صورت زير 

,3
1 3/2

2




   چولگي 

.4
2 2

2




    برجستگي  

                                           

1 Gupta and Kundu 
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4 كه يبه طور 3 2, ,   باشند كه به صورت جملاتي از توابع  به ترتيب، دومين، سومين و چهارمين گشتاورها مي

                       :شوندمی گاما دوگانه و گاما چند گانه به صورت زير نوشته 
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(1) ( 1)    

  

وه بر اين علا. هستند  تگي هر دو توابعي نزولي ازسبه صورت عددي نشان داده شده است كه چولگي و برج

  .باشد مي ۱۳۹۵۴۷/۱  قدار چولگي تقريباً برابرحد م

  :باشد به شكل زير مي ]١٥[  ١يلواريمک گتوزيع نمايي تعميم يافته داراي تابع چولگي 

  

)۱,۲,۱      (                                          

1/ 1/ 1/

1/ 1/

ln(1 ) ln(1 (1 )) 2ln(1 (1/ 2) )
( ; ) .

(1 ) (1 (1 ))X

u u
u

ln u ln u

  

        


   
  

شده  آورده ۱-۱ شکلدر  شكل توابع چولگي رابطه فوق از توزيع نمايي تعميم يافته به ازاي مقادير مختلف 

   .است

  

  

                                           

1 Mac Gillvary 
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  افتهيم يتعم ييع نمايتوز يبرا يلواريمک گ يتابع چولگ ۱-۱شکل

  

  .تغيير معناداري ندارد كه چولگي به ازاي مقادير بزرگ  ميريگ يجه مينت۱-۱شکل فاده از با است

  ابع مخاطره وت ۱-۳

  : آيد ميبدست يافته به صورت زير تابع مخاطره توزيع نمايي تعميم 

)۱,۳,۱     (                                           

1( ; , ) (1 )
( ; , ) .

1 ( ; , ) 1 (1 )

x x

x

f x e e
h x

F x e

  

 

   
 

  




 

  
  

ثابت   اگر. بستگي دارد  بستگي ندارد و فقط به  اي به پارامتر مقياس است، شكل تابع مخاطره چون 

1فرض شود، توزيع نمايي تعميم يافته به ازاي   1 داراي تابع مخاطره صعودي و به ازاي   تابع مخاطره

1باشد و به ازاي  نزولي مي  توزيع نمايي تعميم يافته ثابت است تابع مخاطره.  

u  

  

( ; )X u 
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تابع مخاطره توزيع  باباشد كه  رفتار تابع مخاطره توزيع نمايي تعميم يافته عيناً مانند تابع مخاطره توزيع گاما مي

  .وايبل كاملاً متفاوت است

     :آيد ميبدست توزيع نمايي تعميم يافته به صورت زير  عكس تابع مخاطره

)۲,۳,۱           (                                                                            
( ; , )

( ; , ) .
( ; , ) 1

x

x

f x e
x

F x e





    
 



 


  

  .باشد مي xنزولي از يعكس تابع مخاطره، تابع مقادير  به ازاي همه

به صورت دانيم كه عكس تابع مخاطره توزيع نمايي  مي
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x

e

e





 


بنابراين عكس تابع مخاطره توزيع . باشد مي 

  .نمايي تعميم يافته با عكس تابع مخاطره توزيع نمايي متناسب است

  هاي ترتيبيه آمار ۱-۴

,...,1فرض كنيد  nX X ) رهاي تصادفي نمايي تعميم يافتهمتغي  )iid  با پارامتر شكل 1و پارامتر مقياس  

(1)همچنين . باشند ( )... nX X   آمارهاي ترتيبي از اينn آنگاه تابع چگالي بزرگ ترين . متغير تصادفي باشند

)آماره ترتيبي  )nX آيد ميبدست به صورت زير:  

)۱,۴,۱    (                                                                                          ( )

1( ; ) (1 ) .
n

x x n
Xf x n e e        

)بنابراين  )nX هم داراي توزيع نمايي تعميم يافته با پارامتر شكلn باشد مي  کي و پارامتر مقياس.  

مورد بررسي قرار گرفته  ]١٦[١اله هاي ترتيبي مختلف توزيع نمايي تعميم يافته توسط راكب و احسن آماره

اي محاسبه بهترين برآوردگرهاي آمده بربدست هاي ترتيبي مختلف و گشتاورهاي  توابع مولد گشتاور آماره.است

  .دنرو  يمپارامترهاي مكان و مقياس توزيع نمايي تعميم يافته به كار نااريب يخط

  

  

                                           

١ - Raqab and Ahsanullah  
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  توزيع حاصل جمع ۱-۵

متغير تصادفي  n بنابراين توزيع مجموع ،كه تابع مولد گشتاور توزيع نمايي تعميم يافته شكل مناسبي ندارد ازآنجا

  .آيد نميبدست نمايي تعميم يافته هم توزيع و از هم مستقل  به سادگي 

)داراي توزيع  Xردانيم كه اگ مين يهمچن ,1)GE  باشد، آنگاهxe باشد ا ميداراي توزيع بت.  

از  ييافته  به صورت تركيب نامتناهمتغير تصادفي نمايي تعميم  nكه توزيع مجموع  ندا نشان دادهندو اا و كگوپت

اي از ضرايب و پارامترهاي متناظر توزيع  آميختهبه صورت  در واقع. شود يمنوشته   هاي نمايي تعميم يافته توزيع

  .مي آيدبدست نمايي تعميم يافته 

  ها شباهت با ديگر توزيعا ي يکينزد ۱-۶

توان  اقع ميدر و. ل معرفي شده استما و وايبهاي گا توزيع نمايي تعميم يافته درحالت كلي در تناوب با توزيع

گ ول يا لهاي گاما، وايب ثبت به جاي توزيعهاي م گفت در بيشتر مواقع توزيع نمايي تعميم يافته در آناليز داده

  .نرمال كاملاً مؤثر است

. کرده اند بررسي را گ نرماللو هاي وايبل، گاما و توزيعتوزيع نمايي تعميم يافته با هاي  ندو شباهتاو كگوپتا 

هاي  ته با توزيعفاصله بين توزيع نمايي تعميم ياف ،مشاهده شده است كه براي حوزه خاصي از پارامترهاي شكل

  .گ نرمال خيلي جزئي استووايبل، گاما و ل

  :شود مطرح مي در اينجا دو سؤال مهم

  دهيد؟ كدام توزيع را ترجيح مي ،براي يك مجموعه داده معين )۱

  اي است؟ نيمم حجم نمونه مورد نياز براي تشخيص بين دو تابع توزيع مناسب چه اندازه مي) ۲

  .باشد هاي آماري مي مسئله اول يك مسئله كلاسيك در آناليز داده 



١٠ 

 

زيع بهتر پيشنهاد كرد و بخش درستنمايي را براي تشخيص تابع تو، آزمون نسبت  ]١[ ١سبراي اولين بار كاك

  .اي از تحقيق او در اين زمينه اختصاص يافته است عمده

دو تابع توزيع معين نيازمند آزمون خاصي  هربنابراين براي . متأسفانه بنا نهادن يك نظريه جامع كار مشكلي است

ها به طور  ساير توزيعو  GEتوزيع ن بينستنمايي جهت آزموه آزمون نسبت درمشاهده شده است كه آمار. هستيم

  .استموجود  ]١٠و  ٥[ندو اك وجزئيات بيشتر در گوپتا .مجانبي داراي توزيع نرمال است

  نمونهاندازه  ۱-۶-۱

  .پردازيم نيمم حجم نمونه لازم براي تشخيص بين دو تابع توزيع مناسب مي مي به ون در مورد سؤال دوم،اكن

هرچند كه دو تابع توزيع مناسب به طور مجانبي هميشه قابل تشخيص هستند اما  ،اين سؤال اهميت زيادي دارد

  . براي نمونه متناهي ممكن است تشخيص بين دو تابع توزيع سخت باشد

 را ازآنها  يك باشند، براي اينكه بتوانيم نزد به هم دو تابع توزيع خيليگربه طور شهودي واضح است كه ا

آن گاه  تابع توزيع كاملاً متفاوت باشند،و اگر د و. ، به حجم نمونه خيلي بزرگي نيازمنديمميده تشخيصگريکدي

دو تابع توزيع علاوه براين اگر.بين اين دو نداشته باشيم تشخيصممكن است نيازي به حجم نمونه بزرگ براي 

  .خيلي بهم نزديك باشند، از نظر كاربردي ممكن است نيازي به فرق گذاشتن بين آنها نداشته باشيم

حد تحمل به سادگي نشان .رود كه كاربر حد تحمل فاصله بين دو تابع توزيع را معين كند بنابراين انتظار مي

  .فاصله آنها كمتر از حد تحمل باشد اگرفرق بگذارد بين دو تابع توزيع، دهد كه كاربر نبايد  مي

 ،ها و ساير توزيعنيمم حجم نمونه مورد نياز براي تشخيص بين توزيع نمايي تعميم يافته  حد تحمل مي ،ربراي كارب

  .معين شده است ] ١٠و  ٥[ندو اتوسط گوپتا و ك

  

 

                                           

١ - Cox   
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    ادهد توليد ۱-۶-۲  

براي توليد   هم نزديك هستند، اين ويژگيه گ نرمال خيلي بواز آنجا كه توابع توزيع نمايي تعميم يافته و گاما يا ل

توابع توزيع گاما يا نرمال توابع . رود با استفاده از توزيع نمايي تعميم يافته بكار مي گامامتغيرهاي تصادفي نرمال يا 

  .ازمنديمبنابراين براي توليد اعداد تصادفي نرمال يا گاما به الگوريتم خاصي ني. اي ندارند معكوس ساده

تواند با استفاده از  باشد، آنگاه مي ۵/۲ ازر شده است كه اگر پارامتر شكل كمتدر مورد توزيع گاما، ملاحظه 

   .توزيع نمايي تعميم يافته توليد شود

       .موجود است ]١١[ندوامقادير دقيق متناظر پارامترهاي شكل و مقياس توزيع نمايي تعميم يافته در گوپتا و ك

گ نرمال با پارامترهاي وتابع توزيع ل و GE)۱۲/ ۹‚ ۱( كه توابع توزيع هشد ملاحظه  ]١٧[ گوپتاندو و اك توسط

   .غير قابل تشخيص هستند   ۹۵۰۸۶۷۲/۲  و  ۳۸۰۷۴۸۲/۰ شكل و مقياس به ترتيب

نمايي تعميم يافته توليد تواند با استفاده از توزيع  گ نرمال با پارامترهاي شكل و مقياس متناظر ميوبنابراين توزيع ل

تعميم . اند هکردبا استفاده از توزيع نمايي تعميم يافته توليد  را گوپتا و همكاران  اعداد تصادفي نرمال.شود

   .دارد كه اين شيوه ساده براي توليد اعداد تصادفي نرمال كاملاً مؤثر است بيان مي ها يساز شبيه

 صورت تابع توزيع نمايي تعميم يافته خيلي خوب به  اندارد را با استفاده ازرمال استتابع توزيع ن يم توان مي همچنين

           )تا سه رقم اعشار( .بزنيمزير تقريب 

1.0792510 0.3820198 12.81( ) ( )
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