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تقدیم

پدرم، پاک روح به

نمايم؛ تجربه را ايستادگی زندگی عرصه در چگونه تا آموخت من به عالمانه كه

مادرم، به و

مهر. همه برايم وجودش و است رنج همه برايش وجودم كه عشق و فداكاری بی�كران دريای



سپاس

و شد رهنمونمان دانش و علم طریق به و بخشید هستی�مان که را یکتا پروردگار بی�کران سپاس

ساخت. روزیمان را معرفت و علم از چینی خوشه و نمود مفتخرمان دانش و علم رهروان همنشینی به

برسانم. پايان به را پايان�نامه اين تا کرد من نصيب توفيق که آورده جای به را متعال خداوند شکر

بلند�، گفته�های و دلاویز نکته�های با که اشرفی علی�رضا سید پروفسور آقای جناب گرامیم استاد از

پایان�نامه اکمال و اتمام در نگارنده راه�گشای و راهنما همواره و نمود پرور علم را سخن صحیفه�های

مشکل بسیار پایان�نامه این تأمین ایشان راهنمایی�های بدون که چرا سپاسگزارم صمیمانه است، بوده

قرار تفقد مورد را اینجانب همواره که فتح�تبار غلامحسین دکتر آقای جناب مشاورم استاد از می�نمود.

را پایان�نامه این که كهكشانی رضا دکتر و قربانی مجتبی دکتر آقایان جناب از می�کنم. تشکر می�دهند

كاهانی ابوالقاسم سيد دکتر آقای جناب از همچنین دارم. را تشکر کمال فرمودند، داوری و مطالعه

پايان در سپاسگزارم. فرمودند، شرکت اینجانب دفاعیه� جلسه در که تکمیلی تحصیلات محترم نماینده

فكری و روحی آرامش همواره پايان�نامه اين تدوين نيز و تحصيل مراحل تمام در كه عزيزم خانواده از

می�نمایم. سپاسگزاری صميمانه نموده�اند، فراهم برايم را

آرانی تقوايی فاطمه

١٣٩١ بهمن



چکیده

است. گراف جبری نظريه در كلاسیک و اصلی مباحث از يكی گراف یک طيفی گشتاورهای مطالعه

سال در رولينسون و سوِتكويچ از مسائلی به گراف، یک طيفی گشتاور زمينه در مطالعات شروع

چاپ به اخيراً كه مقالاتی در می�توان را مطالعات اين از متنوعی كاربردهای و می�گردد باز ١٩٨٧

از يكی می�پردازيم. طيفی گشتاورهای رياضی مطالعه به تحقيق اين در كرد. ملاحظه است رسيده

شبه�درخت گراف�های همه مجموعه از گراف�ها دوم ماكسيمم و ماكسيمم ارائه پايان�نامه، اين اهداف

گشتاورهای از استفاده با تحقيق اين در همچنين است. آن�ها طيفی گشتاورهای براساس ،n مرتبه از

از دسته دو اين ،٢n مرتبه از I−گراف�ها طيفی گشتاورهای و تعميم�يافته پترسن گراف�های طيفی

گشتاور براساس q−نسر-گراسمن و نسر-جانسون گراف�های كردن مرتب می�كنيم. مرتب را گراف�ها

است. پايان�نامه اين اهداف از ديگر يكی نيز آن�ها طيفی

کلیدی: کلمات

گراف نسر، گراف I−گراف، تعميم�يافته، پترسن گراف شبه�درخت، گراف درخت، طيفی، گشتاور

q−نسر. گراف و گراسمن گراف جانسون،
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مقدمه

ساختار مطالعه در مهمی نقش است آن مجاورت ماتريس ويژه مقادير همان كه گراف یک ويژه مقادير

هستند. آن ويژه مقادير ،١ ≤ i ≤ n ،λi و است رأس n با گراف یک G كنيد فرض دارد. گراف یک

مهمترين از يكی می�شود، تعريف ،k ≥ ٠ ،Sk(G) =
n∑

i=١

λki (G) �صورت به كه G طيفی گشتاور

از درخت�ها همه رولينسون، و سوِتكويچ ١٩٨٧ سال در است. گراف یک ويژه مقادير كاربرد موارد

همه مجموعه از گراف آخرين و اولين طيفی، گشتاورهای از استفاده با و كرده�اند بررسی را n مرتبه

نموده�اند. مشخص را n مرتبه از درخت�ها

گراف�ها از برخی كردن مرتب و گراف چند طيفی گشتاورهای محاسبه پايان�نامه، اين از هدف

اين اول فصل است. يافته تدوين فصل چهار اساس بر تحقيق اين است. طيفی گشتاور براساس

می�شود استفاده بعدی فصل�های در كه مقدماتی مفاهيم اول بخش در است. بخش دو شامل پايان�نامه

[۵ ،۴ ،٢] مراجع از فصل اين در می�پردازيم. منظم گراف چند معرفی به دوم بخش در و كرده�ايم لحاظ را

می�كنيم. استفاده

سه شامل است، شده نام�گذاری شبه�درخت گراف�های طيفی گشتاورهای �عنوان به كه دوم فصل

معرفی به و كرده بيان را گراف�ها طيفی گشتاور زمينه در اوليه تعاريف اول، بخش در است. بخش

گراف�های مجموعه از گراف�ها ماكسيمم فصل، اين دوم بخش در و می�پردازيم شبه�درخت گراف چند

گراف�های مجموعه از گراف�ها دوم ماكسيمم معرفی به سوم، بخش در می�نماييم. ارائه را شبه�درخت

می�كنيم. استفاده [٢٧ ،٢٢ ،٢١ ،٩] مراجع از فصل اين در می�پردازيم. مذكور

١



روشی با است، نويسنده كار حاصل كه فصل اين اول بخش در است. بخش سه شامل سوم فصل

است، شده استفاده تعميم�يافته پترسن گراف ويژه مقادير يافتن برای [١٣] مرجع در كه آن�چه مشابه

پترسن گراف ويژه مقادير دوم بخش در می�كنيم. بيان كامل به�طور را I(n, j, k) گراف�های ويژه مقادير

در را گراف�ها از دسته دو اين طيفی گشتاورهای يافتن برای مقدمه�ای تا می�نماييم ارائه را تعميم�يافته

از كه سوم بخش در است. شده استفاده [٢۴ ،١٣] مراجع از بخش اين در كنيم. فراهم آخر فصل

می�نمايیم. معرفی را qK(n, k) گراف ویژه مقادیر است، شده استفاده [١٩ ،١٢] مراجع

ابتدا اول بخش در است. بخش سه شامل است، نويسنده كار حاصل كه تحقيق اين پايانی فصل

كردن مرتب به سپس و می�نماييم ارائه يافته تعميم پترسن گراف طيفی گشتاورهای برای فرمول�هايی

گراف�های كردن مرتب به دوم، بخش در می�پردازيم. طيفی گشتاورهای اساس بر گراف�ها از دسته اين

پايانی بخش در می�پردازيم. آن�ها طيفی گشتاور اساس بر q−نسر-گراسمن گراف�های و نسر-جانسون

گشتاورها، اين از استفاده با و كرده ارائه را I(n, j, k) گراف�های طيفی گشتاورهای از برخی فصل اين

می�كنيم. استفاده [٢۶ ،٢۵ ،١٢ ،٣] مراجع از فصل اين در می�كنيم. مرتب را گراف�ها از دسته اين

٢



١ فصل

پیش�نیازها و مقدمات

تحقیق این سراسر در که را مقدماتی مفاهیم فصل این اول بخش در است. بخش دو شامل فصل اين

می�پردازيم. منظم گراف�های از برخی معرفی به دوم بخش در و می�کنیم بیان اختصار به رفته�اند، کار به

و کرده�ایم اثبات را آن�ها بیشتر که شده�اند آورده فصل اين در می�شود، استناد آن�ها به گاهی که قضایایی

اثبات آن، به مراجعه با می�تواند نیاز صورت در خواننده که كرده�ايم معرفی مناسب مرجعی بقیه، برای

کند. مشاهده را قضیه

اولیه مفاهیم و تعاریف ١.١

از V (G) مجموعه یک شامل (V (G), E(G), ψG) مرتب سه�تایی از است عبارت ،G گراف یک

G یال هر به که ψG وقوع تابع همراه به یال�ها، از ،V (G) از مجزا ،E(G) مجموعه یک و رئوس

�طوری�كه به باشند رأس دو v و u و يال یک e اگر می�کند. نظیر را G رأس�های از نامرتب زوج یک

و است كرده وصل يكديگر به را v و u رأس�های e كه، می�شود گفته �اين�صورت در ،ψG(e) = uv

می�شوند. ناميده e يال سر دو v و u رأس�های

e ̸= f یال دو و باشد G یال یک uv اگر همسایه�اند یا مجاور ،G گراف از v و u رأس دو

دو با و طوقه یکسان، انتهای دو با یال یک باشد. مشترک آن�ها انتهایی رئوس از یکی اگر مجاورند

موازی یال�های را یکسان انتهایی رئوس جفت با پیوند چند یا دو می�شود. نامیده پیوند مجزا، انتهای
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باشند. متناهی آن یال�های مجموعه و رأس�ها مجموعه هرگاه نامند متناهی را گراف یک می�نامند.

اعضای تعداد را گراف یک مرتبه می�شود. نامیده ساده موازی، یال�های و طوقه بدون گراف

و |V (G)| با و می�كنند تعريف يال�ها مجموعه اعضای تعداد را گراف اندازه و رأس�ها مجموعه

٠ مرتبه با گراف می�شود. استفاده G اندازه و مرتبه جای به m و n از اغلب می�دهند. نمايش |E(G)|

رأس�ها برچسب�گذاری را (يال�ها) رأس�ها نام�گذاری یک بدیهی�اند. غير گراف�ها سایر و بدیهی ،١ یا

V (G) = {v١, v٢, . . . , vn}صورت به را یال�ها مجموعه و رئوس مجموعه معمولا و می�نامند (يال�ها)

می�گذارند. برچسب E(G) = {e١, e٢, . . . , em} و

كامل گراف می�نامند. كامل گراف را هستند مجاور دو به دو رأس�ها تمام آن در كه ساده�ای گراف

می�نامند. تهی گراف را تهی یال�های مجموعه با گراف یک می�دهند. نشان Kn با را رأس n با

همريختی را φ است. تابع یک� φ : V (G) −→ V (H) و گراف دو H و G كنيد فرض .١.١ تعریف

تابع بدهد. نتيجه را H در φ(v) و φ(u) مجاورت G در v و u رأس دو مجاورت هرگاه می�نامند

دو را H و G حالت اين در باشند. همريختی φ−١ و φ و بوده دوسويی φ هرگاه است یک�ریختی φ

می�دهند. نشان G ∼= H با و می�نامند یک�ریخت گراف

اگر ،( H 6 G ) می�نامند Gزيرگراف Hرا گراف اين�صورت در است. گراف یک G كنيد فرض

یک باشد. شده حاصل E(H) به ψG كردن محدود از ψH و E(H) ⊆ E(G) و V (H) ⊆ V (G)

F−زيرگراف�های همه تعداد است. یک�ريخت F گراف با كه است G از زيرگرافی ،G F−زيرگراف

كرد. �نظر صرف G نوشتن از می�توان راحتی برای كه می�شود داده نمايش ϕG(F ) با G

طوری�که Wبه := v٠e١v١ . . . vl−١elvl دنباله از است عبارت ،G گراف در یکگشت .٢.١ تعریف

می�باشند، ei انتهایی رئوس vi−١ و vi و �هستند G یال�های و رئوس میان در یک دنباله این جملات

را رئوس سایر و انتهایی رئوس vl و v٠ رئوس و نامیده گشت طول را l صحیح عدد .١ ≤ i ≤ l

می�نامند. گذر را تکراری یال بدون گشت می�نامند. گشت درونی رئوس
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دو که کرد مرتب طوری خطی دنباله یک در را آن رئوس می�توان که است ساده�ای گراف یکمسیر،

رئوس نامجاورند. رأس دو آن این�صورت غیر در باشند، دنباله متوالی عناصر هرگاه مجاورند آن رأس

می�نامند. درونی رئوس را آن رئوس سایر و انتهایی رئوس را مسیر انتهای و ابتدا

طوری دوری دنباله یک در را آن رئوس می�توان که است ساده�ای گراف رأس، n ≥ ٣ با دور یک

رأس دو آن این�صورت غیر در باشند، دنباله متوالی عناصر هرگاه مجاورند رأس دو آن در که کرد مرتب

مسیر یا دور یک می�کند. مشخص را دور یا مسیر طول دور، یا مسیر یک یال�های تعداد نامجاورند.

تعیین k زوجیت اساس بر مسیر و دور زوجیت می�نامند. k−مسیر یا k−دور ترتیب به را k طول به

ترتیب به را n مرتبه از دور و مسیر می�نامند. چهارضلعی را ۴-دور و مثلث اغلب را ٣-دور می�شود.

می�دهند. نشان Cn و Pn با

رابطه یک همبندی باشد. موجود مسیری آن رأس دو هر بین اگر است همبند G گراف .٣.١ تعریف

مجموعه از افراز هر برای اگر است همبند G دیگر عبارت به است. G رئوس مجموعه روی هم�ارزی

باشد؛ موجود Y در دیگر انتهای و X در انتها یک با یال یک ،Y و X ناتهی مجموعه دو به Gرئوس

است. ناهمبند G این�صورت غیر در

است. فرد طول به دور یک شامل فرد، طول به بسته گشت هر .۴.١ قضیه

طوقه یک W آن�گاه باشد، ١ برابر W طول اگر است. فرد بسته گشت یک W كنيد فرض اثبات.

بود. خواهد سه طول به دور یک لذا و سه Wحداقل طول آن�گاه باشد، ساده نظر مورد گراف اگر است.

نداشته تكراری Wرأس اگر است. برقرار k > ٣ از كمتر طول به بسته گشت�های برای حكم فرضكنيد

و ،W = v٠v١ . . . vk−١v٠ كنيد فرض اين�صورت غير در است. فرد طول به دور Wیک آن�گاه باشد،

را W اين�صورت در .vi = vj = v و ٠ < i < j < k طوری�كه به باشند داشته وجود i و j عدد دو

زوج ديگری و فرد گشت دو از يكی است، فرد W طول چون كرد. افراز ,v)−گشت v) دو به می�توان

است. فرد دور شامل استقرا، فرض بنابر فرد گشت اين كه است

�
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صفر، درجه با رأس یک است. v بر واقع يال�های تعداد برابر ،dG(v) ،G گراف در v رأس درجه

مجموعه و ∆(G) با را G رأس�های درجه بيشترين می�نامند. انتهایی رأس را یک درجه با و تنها رأس

آن�گاه باشد، ساده گراف یک G اگر بنابراين می�دهند. نمايش NG(v) با را v رأس با مجاور رأس�های

تعداد برابر دو گراف یک رئوس درجات مجموع که می�کند بیان اویلر از قضیه�ای .dG(v) = |NG(v)|

است. آن یال�های

بنابراين می�شود. نامیده k-منظم گراف آن باشد، k با برابر گراف یک رأس�های تمام درجات اگر

كه G گراف در v و u رأس دو بين فاصله .m = nk
٢ ،m اندازه و n مرتبه از k−منظم گراف یک در

است. G در ,u)−مسير v) كوتاه�ترين طول با برابر می�دهند، نشان dG(u, v) �صورت به

E(G) = {e١, . . . , em} و V (G) = {v١, . . . , vn} و است گراف یک G کنید فرض .۵.١ تعریف

ماتریسی ،G وقوع ماتريس این�صورت در هستند. آن یال�های مجموعه و رئوس مجموعه ترتیب به

غیر در و باشد ej یال بر واقع vi رأس اگر است ١ برابر mij که است M(G) = [mij] مثل n×m

وجود A(G) = [aij] مانند n×n ماتريسی ،Gرئوس با متناظر همچنين است. ٠ با برابر این�صورت

غیر در و باشد گراف از یالی vivj هرگاه است یک ماتریس این ام j ستون و ام i سطر درایه كه دارد

ماتريس یک همواره كه می�نامند G مجاورت ماتريس را ماتريس اين بود. خواهد صفر این�صورت

است. حقيقی متقارن

یک را λ عدد اين�صورت در است. آن مجاورت ماتريس A و گراف یک G كنيد فرض .۶.١ تعریف

.AX = λX كه �گونه�ای به باشد داشته وجود X ناصفر بردار هرگاه می�نامند، G برای ويژه مقدار

A(G) ويژه مقادير از مجموعه�ای ،G طيفگراف می�نامند. λ ويژه مقدار نظير ويژه بردار را X بردار

مرتبه و λ٠ > λ١ > . . . > λs−١ �صورت به A(G) متمايز ويژه مقادير اگر است. آن�ها تكرار مرتبه با

زير �صورت به G گراف طيف آن�گاه باشند، m(λs−١) ،. . . ،m(λ١) ،m(λ٠) �صورت به آن�ها تكرار

می�شود: داده نشان

Spec(G) =

(
λ٠ λ١ . . . λs−١
m٠ m١ . . . ms−١

)
.
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با كه G گراف مشخصه چندجمله�ای اين�صورت در است. n مرتبه از گراف یک G كنيد فرض

می�شود: تعريف زير �صورت به می�شود، داده نمايش χ(G;x)

χ(G;x) = det(xI − A(G)) =
n∏

i=١

(x− λi)

هستند. G ويژه مقادير ،١ ≤ i ≤ n ،λi و n× n همانی ماتريس I آن در كه

به باشد داشته وجود P وارون�پذير ماتريس اگر می�نامند، متشابه را B و Aماتريس دو .٧.١ تعریف

.A = P−١BP �طوری�كه

هستند. يكسان متشابه، ماتريس�های ويژه مقادير .٨.١ لم

آن�گاه ،B = PAP−١ اگر اثبات.

χ(B; x) = det(xI −B) = det(xI − PAP−١) = det(xPIP−١ − PAP−١)

= det(P (xI − A)P−١) = det(P ) det(xI − A) det(P−١)

= det(xI − A) = χ(A; x),

می�كند. كامل را اثبات اين كه

�

هستند. حقيقی آن ويژه مقادير همه آن�گاه باشد، حقيقی درايه�های با متقارن ماتريس A اگر .٩.١ قضیه

A چون .Av = λv اين�صورت، در است. λ ويژه مقدار نظير ويژه بردار v كنيد فرض اثبات.

.vtAv̄ = λ̄vtv̄ كه می�شود نتيجه vt در تساوی اين طرفين ضرب با .Av̄ = λ̄v̄ لذا است، حقيقی

لذا و λvtv̄ = λ̄∥v∥٢ كه می�شود نتيجه است ويژه مقدار λ اين�كه از .(Av)tv̄ = λ̄∥v∥٢ بنابراين،

كامل را اثبات اين و λ = λ̄ كه می�شود نتيجه ،v ̸= ٠ اين�كه به توجه با اكنون .λ∥v∥٢ = λ̄∥v∥٢

می�كند.

�
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هستند. حقيقی مجاورت، ماتريس ويژه مقادير همه .١٠.١ نتیجه

.H و G هم�طيف یک�ريخت غير گراف دو نمودار :١.١ شکل

است. برقرار نتيجه قبل قضيه بنابر لذا است، حقيقی متقارن مجاورت، ماتريس چون اثبات.

�

هر برای اين�صورت در هستند. آن ويژه مقادير λn ،. . . ،λ١ و گراف یک G كنيد فرض .١١.١ نتیجه

است. λkn ،. . . ،λk١ �صورت به Ak ويژه مقادير ،k مثبت صحيح عدد

اين�صورت در است. λ نظير ويژه بردار ،X ناصفر بردار كنيد فرض اثبات.

AkX = Ak−١AX = Ak−١(λX) = · · · = λkX.

n دارای لذا است، n × n ماتريس یک Ak چون طرفی از است. λk نظير ويژه بردار X نتيجه در

λk �صورت به Ak ويژه مقادير تمام بنابراين، هستند. λk شكل به آن�ها از یک هر كه است ويژه مقدار

می�كند. كامل را اثبات اين هستند.

�

اگر باشند. يكسان تكرار مرتبه با يكسان ويژه مقادير دارای هرگاه می�نامند، هم�طيف را گراف دو

هميشه مطلب اين عكس هستند. يكسان آن�ها ويژه مقادير آن�گاه باشند، یک�ريخت H و G گراف دو

عنوان به نيستند. یک�ريخت گراف دو آن آن�گاه باشند، هم�طيف گراف دو اگر يعنی نيست. درست

حالی�كه در است ٠ و ٠ ،٠ ،−٢ ،٢ برابر رأس پنج با H و Gگراف دو ويژه مقادير ١.١ شكل در مثال،

نيستند. یک�ريخت گراف دو

اين�صورت، در است. k−منظم گراف یک G كنيد فرض .١٢.١ گزاره
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