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: تقدیم به  

دلاور مردهایی چون شهید   مغزهاي متفکر شهدایی چون دکتر چمران و غلامحسین افشردي،
البته  صد و  ، دایی عزیزم  ،  نور چشمانی چون  سردار جاویدالاثر احمد متوسلیان و زین الدین

.ءشهدا مادران دیم به دل هاي همیشه داغ دار تق  
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 تقدیر و تشکر

به  ، از تمامی استادان دوره تحصیلمپس از ستایش خداوند بلند مرتبه که توفیق آموختن عطا فرموده ، 
ویژه استاد بزرگوار جناب دکتر داوود ابراهیمی بقا که زحمت راهنمایی این پایان نامه را پذیرفته اند و 

.قدردانی می کنم استاد ارجمند سرکار خانم دکتر خدیجه احمدي آملی که زحمت مشاوره را قبول کردند  

و سرکار خانم  مت کرده اند به علاوه از داور گران قدر جناب دکتر سید منصور واعظ پورکه قبول زح
. سپاس گذاري می کنم  صمیمانه مدیر گروه ریاضی  دکتر سلطانیان  
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  :مقدمه 

توسط ون نیومن براي گروه توپولوژیک گسسته مطرح شد و  1929مفهوم میانگین پذیري اولین بار در سال 

به  در حالت کلی را )هاسدورف موضعاً فشرده(دي این مفهوم را براي گروه توپولوژیک  1950در سال 

  : بیان کرد صورت زیر

)هرگاه یک میانگین پایاي چپ روي است میانگین پذیر  Gگروه توپولوژیک )L G وجود داشته باشد .  

میانگین پذیر است اگر و تنها اگر  Gنشان داد که گروه توپولوژیک  ] 6[درمرجع  1972جانسون در سال 

)براي هر  )L G :*هر مشتق Xمدول باناخ  1 ( )D L G X1  براي  آغازي، این نتیجه  .باشد درونی  

پذیر نامید هرگاه به ازاي هر  را میانگین Aجانسون جبر باناخ . تعریف میانگین پذیري جبرهاي باناخ بود 

A  مدول باناخX  هر مشتق ،*:D A X ی باشد درون. 

مفهوم میانگین پذیري ضعیف را براي جبرهاي باناخ تعویض ] 1[در مرجع  1986باده وکرتیس در سال 

  :بیان کردند  صورت زیربه  پذیر

D:*هر مشتق  ،Xمدول باناخ –Aمیانگین پذیر ضعیف است هر گاه براي هر  Aجبر باناخ  A A 

  . درونی باشد

  .را به جبرهاي باناخ غیرتعویض پذیر توسیع داد  Aمیانگین پذیري ضعیف  ] 7[در مرجع  بعدها جانسون

هر گاه هر  نامیدند ضعیف nمیانگین پذیر  را Aجبر باناخ  ] 2[مرجع  در 1998دلز و قهرمانی در سال 

مشتق : nD A A جبر باناخو درونی باشدA به  هر گاه  نامیدنده طور پایا میانگین پذیر ضعیف ب را

nازاي  1  تعریف میانگین پذیريn ضعیف برقرار باشد .  
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در فصل اول به بیان مقدمات مورد نیاز پرداخته شده ، در فصل دوم  میانگین پذیري  واما در این پایان نامه 

ضعیف  جبر باناخ گسترش یافته مدولی را مورد بررسی قرار داده  – nضعیف و همچنین میانگین پذیري

  .ایم 

  با عنوان ] 10[مطالب این فصل بر اساس مرجع شماره 

Y.Zhang. Weak amenability of module extension of Banach algebra, Trans. 

Amer.Math. Soc. 354 (2002) , 4131-4151 .  

 .ارائه گردیده است 

دوگان دورها  به بررسی میانگین  -2در فصل سوم با بیان مفهوم جبرهاي باناخ گسترش یافته مدولی توسط 

  . ایمپرداخته ضعیف این جبرها -2پذیري  پذیري و میانگین

  با عنوان ] 14[بر اساس مرجع شماره  نیز مطالب این فصل

T.Yazdan Panah. Amenability and Weak amenability of module extension of 

Banach algebras by 2-Cocycles , Far East. Math. Sci ( FJMS) , (2004) , 357-374 . 

  .ارائه گردیده است 
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  فصل اول

    تعاریف و قضایاي مقدماتی 

  

میانگین  ، جبرهاي باناخ ، آنالیز تابعی ، تعاریف و قضایاي مقدماتی از آنالیز حقیقی ، در این فصل

د استفاده قرار می گیرند را جبرهاي باناخ که در فصل هاي بعد مورو میانگین پذیري ضعیف پذیري 

  . می کنیمبیان 

  . را به مراجع مورد استفاده ارجاع می دهیمبرهان اغلب این قضایا 

   مقدماتی در آنالیز   1.1

 )یا میدان مختلط میدان حقیقی( یک فضاي برداري روي میدان Aفرض کنیم  1.1.1تعریف 

)گوییم هرگاه یک عمل دوتایی را یک جبر روي میدان  A.  باشد , )a b ab  ازA A  بهA  که

,که به ازاي هر  طوريه ب آن را ضرب می نامیم  وجود داشته باشد ,a b c A و هر   داشته

  :باشیم 

          a bc ab c )1  

                                   a b c ac bc                      و           a b c ab ac  ) 2  



 ف و قضایاي مقدماتییتعار ،  فصل اول
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     a b ab a b   )3  

 یا    بر حسب اینکه   ،A    جبـر حقیقـی گـوییم در ادامـه      را به ترتیب جبر مخـتلط یـا

  . منظورمان از جبر ، جبر مختلط است 

eکدار گوییم هرگاه را ی A جبر A که براي هر  طوريه وجود داشته باشد بx A داشته باشیم            :                        

ae ea a                

a,هر گوییم هرگاه براي) تعویض پذیر(را جابجایی  Aجبر  b A داشته باشیم :  

         ab ba  

یک  با این نرم  Aوجود داشته باشد به طوري که  A را نرم دار گوییم هرگاه یک نرم  روي Aجبر 

a,                                                  و به علاوه فضاي نرم دار باشد  b A ab a b    

  . نسبت به متر حاصل از نرم کامل باشد A گوییم هرگاه 1را جبر باناخ Aجبر نرم دار 

  .  باشد Aیک زیر فضاي خطی از  Jیک جبر باشد و  Aفرض کنیم  2.1.1تعریف 

)1( J ر جبر را زیA   گوییم هرگاه براي هر,a b J داشته باشیم  : ab J   

)2  (J  را یک ایده آل چپA گوییم هرگاه براي هرa A  و هرb J  داشته باشیم :ab J   

)3 (J  را یک ایده آل راستA گوییم هرگاه براي هرa A  و هرb J  داشته باشیم :ba J  

)4( J  را یک ایده آل دو طرفۀA وییم هرگاهگ J  راست هم ایده آل چپ و هم ایده آلA باشد .  

Aرا در نظر می گیریم فضـاي خـارج قسـمتی     A، در جبر  Iایده آل بسته  3.1.1تعریف 
I

همـراه بـا    

)ضرب  )( )a I b I ab I    و نرم inf :a I a b b I      یک جبر نرم دار است کـه آن

Aجبر باناخ باشد ،  Aبه علاوه اگر  .می نامیم جبر خارج قسمتی  را
I

  ] .17[نیز جبر باناخ است  

                                         
1 Banach algebra 
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را کـه هـر    Xروي تـرین توپولـوژي    ضـعیف یک فضاي نرم دار باشـد   Xفرض کنیم  4.1.1تعریف 

*f X 1ضـعیف ن پیوسته باشـد توپولـوژي   نسبت به آ )-w  روي ) توپولـوژي X  و بـا  .  مـی نـامیم

*( , )X X نمایش می دهیم .   

یـک   Xاشد گوییم ب سدورف اي برداري همراه با توپولوژي هایک فض X فرض کنیم 5.1.1تعریف

و ضـرب اسـکالر    است هر گاه اعمال فضاي برداري  یعنی جمـع ) T.V.S(فضاي برداري توپولوژیک 

  . است T.V.Sبراي مثال هر فضاي نرم دارد یک  .پیوسته باشند نسبت به توپولوژي 

نشـان مـی دهـیم کـه      X*را بـا   Xفضـاي دوگـان   . باشـد   T.V.S یک Xفرض کنیم  6.1.1تعر یف 

یوسته روي تابعک هاي  خطی پ(  به Xپیوسته از  ه ي تمام نگاشت هاي خطیععبارتست از مجمو

X. (*X  یک فضاي برداري است با جمع و ضرب اسکالر معمولی توابعهمراه .  

)یک مجموعه ي جزئی مرتب  7.1.1تعریف  , )I  گاه براي هر هر  نامیم 2را یک مجموعۀ جهت دار

,i i I1 iعنصر  2 I3 که  ي وجود داشته باشد به طوريi i i i 2 3 1 3 .  

یـک تـابع    . یک مجموعه ي جهت دار باشد Iیک فضاي توپولوژیک و  X کنیم فرض 8.1.1تعریف 

:x I X در 3را یک شبکه X   هر   معمولاً به ازاي. نامیم( ) ,x i i I  بـا   راix    نمـایش مـی

دهیم و تابع را با  i i I
x


در این  صورت . نماد گذاري می کنیم   i i I

x


مـی   X را یـک شـبکه در   

  .نامیم 

یک فضاي توپولوژیک و  Xمفرض کنی 9.1.1تعریف  i i I
x


xباشـد و   Xیک شبکه در   X .

گوییم شبکه  i i I
x


ixهمگرا است و می نویسیم  Xدر   x  یاlimi ix x  هر گاه به ازاي هر

                                         
1 Weak topology  
2 Directed set 
3  net 
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x  ،iشامل  Xدر  Uمجموعه باز  I که براي هر  وجود داشته باشد به طوري يi i    داشـته

ixباشیم  U .  

X,فرض کنیم 10.1.1 تعریف Y  دو فضاي توپولوژیک باشند وA X  . در این صورت :  

f:نگاشت ) الف X Y  در نقطۀx X   پیوسته است اگر و تنها اگر براي هـر شـبکه  i i I
x


 

ixکه  Xدر  x  داشته باشیم( ) ( )if x f x  درY .  

x) ب( A   اگر و تنها اگر یک شبکه i i I
x


ixکه وجود داشته باشد به طوري Aدر   x  

  . Xدر 

نقطـۀ حـدي یـا نقطـۀ     . (باشـد   Aفشرده است اگر و تنها اگر هر شبکه یـک نقطـۀ حـدي در     A) ج(

ک نقطه  از مجموعـه  است که همۀ همسایگی هاي آن شامل دست کم ی Pنقطه اي چون :  1انباشتگی

  .)باشند Pبه جزء 

شبکه   11.1.1تعریف  i i I
e


جـود  و Mرا کراندار گوییم هر گاه عدد مثبـت   Xدر فضاي نرم دار  

iکه براي  داشته باشد به طوري I  داشته باشیم  :                                             ie M  

ک جبر نرم دار و ی Aفرض کنیم  12.1.1تعریف  i i I
e


 باشد گـوییم  Aیک شبکه در    i i I

e


 

yاست هر گاه براي هر  Aدر  2تقریبی چپ همانییک  A داشته باشیم.
ie y y  .  و گوییم

 i i I
e


yاست  هرگاه براي هر  Aتقریبی راست در  همانیک ی  A   داشته باشـیم.

iye y .

گر ا i i I
e


تقریبی دوطرفـه   همانی تقریبی راست باشد آن را همانیتقریبی چپ و هم  همانی هم   

  .می نامیم  Aبراي 

در هر یک از موارد فوق اگر شبکه i i I
e


  .نامیم  دار میورد نظر را کرانتقریبی م همانیکراندار باشد  

                                         
1  Limit point or cluster point 
2  Left approximate  identity  



 ف و قضایاي مقدماتییتعار ،  فصل اول
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داراي همـانی تقریبـی    Aتقریبی راست و چپ کراندار باشد آنگـاه   همانی داراي Aاگر  13.1.1گزاره 

  .کراندار است

  . ]18[در  11.6گزاره  :برهان 

 14.1.1مثال  L G1 6[ همانی تقریبی کران دار دارد[  .  

یک جبـر بانـاخ و داراي همـانی تقریبـی کرانـدار بـراي        Aفرض کنیم  1)تجزیه کوهن( 15.1.1قضیه 

Aمدول باناخ X  در این صورت براي هر  .  باشد    ،عضوa  ازA  وy  ازX     موجود اسـت

x                                                         :             که  طوريه ب ay    وx y    

  . ]18[در  11.10قضیه  :برهان

را کـه هـر     X*ضعیف ترین توپولوژي روي  . یک فضاي نرم دار باشد Xفرض کنیم  16.1.1تعریف

X*شت نگا    نسبت به آن پیوسته باشد توپولوژي ضعیف سـتاره)*w  روي 2)توپولـوژي*X 

)*را به نماد  X*این توپولوژي روي  .  می نامیم , )X X نمایش می دهیم .   

X̂**با توجه به تعاریف مطرح شـده   .  یک فضاي نرم دار باشد Xفرض کنیم  17.1.1تعریف  X 

  :واضح است که 

  X*توپولوژي روي  X *w*توپولوژي روي X w*توپولوژي نرم روي 

  :در این صورت . یک فضاي نرم دار باشد  Xفرض کنیم  18.1.1قضیه 

شبکۀ ) الف i i I
x


xبـه  عنصـر    xبا توپولوژي ضـعیف روي   xدر   X   یعنـی        . همگراسـت

w
ix x   اگر و تنها اگر به ازاي هر*f X  داشته باشیم( ) ( )if x f x  .  

                                         
1 Cohen's factorization 
2 Weak * topology 
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شبکۀ ) ب i i I
f


f*به عنصر  X*با توپو لوژي  ضعیف ستاره دار روي  X*در  X  همگراست

w*یعنی 
if f   اگر و تنها اگر به ازاي هرx X  داشته باشیم( ) ( )if x f x  .  

  .  ]11،17[ :برهان 

بـا توپولـوژي    Xاي بانـاخ باشـد در ایـن صـورت     یک فض Xفرض کنیم  1)گلدشتاین( 19.1.1قضیه 

  . است 2چگال X**ضعیف ستاره در 

Y,فرض کنیم  20.1.1تعریف  X     دو فضـاي نـرم دار باشـند و:T X Y     یـک نگاشـت خطـی

*و  کراندار * *:T Y X اقی عملگر الحT تعریف می کنیم  .  دنباش :  

* * *

*

:

( )

T Y X
f T f

 



  

*( ) :
( ( ))

T f X
x f T x

 




  

xکه براي هر  به طوري X  و*f Y  ،*, ( ) ( ),x T f T x f    . به راحتی ثابت می شود

*T 17[ در  4.10قضیه  .یک نگاشت خطی کراندار است. [  

*نگاشت  21.1.1قضیه  * * * *, ( , )w w T BL Y X  پیوسته است .  

شبکه  :برهان  i i I
f


w*فرض می کنیم  ،در نظر می گیریم Y*را در  

if f .ر این صورت ، د

yبراي هر  Y                                                                  , ,iy f y f     

xحال  X  را در نظر می گیریم با فرض( )y T x  داریم ،:  

( ), ( ),iT x f T x f     

                                         
1 Goldeshtain Theorem 
2  dense 
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*در نتیجه  *, ( ) , ( )ix T f x T f    .   بنـابراین** *( ) ( )w
iT f T f    و حکـم برقـرار

  .شود می

در این صـورت ، گـوي یکـه بسـته      . یک فضاي نرم دار باشد Xفرض کنیم  1)آلااغُلو( 22.1.1قضیه 

 * *( ) :X f X f  1   . فشرده شده است X*با توپولوژي ضعیف ستاره در  1

  . ]11[در  3.1.5قضیه  :برهان

Y,فرض کنیم  23.1.1تعریف X  در این صورت . دو فضاي باناخ باشند( , )T BL X Y فشرده  را

))هرگاه بستار  نامیم 2ضعیف ) )T X ر آن باشد که د فشرده ضعیف 1 ( ) :X x X x  1 1  

Y,فرض کنیم  24.1.1قضیه  X   ، دو فضاي باناخ باشند( , )T BL X Y  . در این صورت  

  :گزاره هاي زیر هم ارزند

1 (T فشرده ضعیف است.  

2 (** **( )T X Y   

3 (**T فشرده ي ضعیف است .  

  . ]11[در  5.5.6قضیه  :برهان 

B,فرض کنیم  25.1.1تعریف  A  دو جبر باشند گوییم نگاشت: A B   3یک همریختی جبـري 

x,راي هر ضربی بودن به این معنی است که ب. خطی و ضربی باشد  است هر گاه  y A  

)                                                                      :داشته باشیم   , ) ( ) ( )x y x y    

                                         
1 Alaoglu's Theorem 
Weakly compact1  

3  Algebric homomorphism 
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 باشد یک فضاي برداري روي میدان  Xو  یک جبر روي میدان  Aفرض کنیم  26.1.1 تعریف

)   را از این به بعد  در  نظر می گیریم( . X   را یـکA –        مـدول چـپ گـوییم هـر گـاه یـک

)نگاشت  , )a x ax  ازA X  بهX نامیم وجود داشته باشد به  که آن را ضرب مدولی چپ  می

  : که  طوري

aبراي  هر ) 1( A  نگاشتx ax   رويX خطی باشد.  

xبراي هر  ) 2( X  نگاشتa ax  رويA  خطی باشد.  

a,براي هر )  3( b A  و هرx X  داشته باشیم( ) ( )a bx ab x .  

)مدول راست گوییم هر گاه یک نگاشـت   – Aرا یک  Xبه همین ترتیب  , )x a xa ازX A   بـه

X که طوريه وجود داشته باشد ب که آن را ضرب مدولی راست می نامیم :  

aبراي  هر ) 1( A نگاشت x xa   رويX خطی باشد.  

xبراي هر  ) 2( X  نگاشتa xa  رويA  خطی باشد.  

a,براي هر )  3( b A  و هرx X داشته باشیم  :( ) ( )xa b x ab .  

X  را یک–A  هرگاه هم  نامیممدول دو طرفه–A   و هـم   مدول چـپ–A   و بـه    باشـد  مـدول راسـت

a,علاوه براي هر  b A  و هرx X داشته باشیم                                  : ( ) ( )a xb ax b  

مـدول   A–را یک  X ضاي نرم دار باشد ،یک ف Xیک جبر نرم دار و Aفرض  کنیم 27.1.1عریف ت

  : نامیمچپ نرم دار 

کـه بـراي هـر     اشـد بـه طـوري   وجود داشته ب Mت مدول چپ باشد و عدد مثب A–یک  Xهرگاه  

a A  و هرx X   داشته باشـیم    :                                              ax M a x 

مدول دو طرفۀ نرم دار  Aک را ی X.مدول راست نرم دار نیز تعریف می شود  – Aبه همین ترتیب 
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 ـ     Aمـدول چـپ نـرم دار  و     A ییم هرگـاه گو عـلاوه بـراي   ه مـدول راسـت نـرم دار باشـد و ب

a,هر b A  و هرx X  داشته باشیم           :                                    ( ) ( )a xb ax b  

ا است ی ـر(مدول چپ  Aیک مدول   Xیک جبر نرم دار باشد و  Aفرض  کنیم 28.1.1عریف ت

راسـت  (مدول چپ  Aرا  Xمی باشد در این صورت ر باشد که  فضاي باناخ نیز نرم دا) دو طرفه

باناخ اسـت منظورمـان   مدول  Aیک  Xبعد هرگاه می نویسیم به  از این.  نامیمباناخ ) یا دو طرفه

  . مدول دو طرفۀ باناخ است Aیک  Xاین است که 

 Xزیر فضایی  از Yمدول دو طرفه و  Aیک  Xیک جبر ،  Aفرض  کنیم 29.1.1تعریف 

y,گوییم هر گاه براي هر  Xزیر مدول  A را Yدر این صورت .  باشند Y a A   داشته

ay,باشیم ya Y .  

   30.1.1مثال 

با ضرب تعریـف شـده روي خـودش      Aدر این صورت ،  .یک جبر نرم دار باشد Aفرض کنیم  )آ( 

  . مدول دو طرفه نرمدار خواهد بود Aیک 

با ضـرب   X*؛ یعنی ،  Xمدول باناخ باشد ، آن گاه  دوگان  Aیک Xیک جبر باناخ و  Aاگر ) ب(

  . مدول باناخ است Aمدولی زیر یک 

* *

( , )
A X X
a f af

  



  ضرب چپ مدولی  

xبراي هر  afکه در آن  X  به صورت, ,x af xa f   ل می کند عم.  

* *

( , )
X A X
f a fa

  



  ضرب راست مدولی 

xبراي هر  faکه در آن  X  به صورت, ,x fa ax f    عمل می کند.  


