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./ �$ !� 0&� 1/ �234� 5�$�67 8� 9�/ ��� :(s, t) !���� 8� !%7��;�#<� 5�$"�� n 8� ��= �

n �-��- �"�> ��?� @��A �1? B� C#$ D���� ���? ./ t + � 5�� �- !1E� �$ � !1E� s + � F��G �"�>

H�9 ci(γ, δ) = � I�G �� :n > i � d(γ, δ) = i !� δ � γ � ��� �"�> ��?� @��A J�� �� �$ � 0&�

�- �"�> I����� � ��
- 5�$K�L 8� !%&� B�� M��/ 8� /�- &��- !- !���+���N B�� �� D� ��#��

1/;$ @��A O�� ��� !��> 5��- 7�� � 	8P 5�$I�G Q�& D;�8���N� ;= � !
9�7 5�$@��A

D;� �� +��- �� �G�- ��"R �� !& �-��- �"�>

5S��� I����� &��- D���A� T��<� +> �U�� ����E� V
1���? ��#W� X��Y- @��A 5S��� 0�#�

+��- !� 0&� 
3�,� !
#� 8� :��Z � ����E� 5�$5��,��� 8� ���Z%&� �- +> 5�$@��A��8 � @��A [�

�� @��A [� ��?� 5S��� ��G� X��\� � ���A� T��<� @��A [� ��?� 5S��� Q�& D��G� !%/���N

5S��� !-��� B���N � P�- 5�$+��� !���� �� D���A� F9�] +> 8� !� 0&� �^- �� 7��A 5S��� �-��-

8� ���� ��1- :@��A [� ��?� 5S��� ���A� X��\� B� C#$ D��>� 0&�- 4�� ��?� 5S��� 5��- :@��A

D0&� �%��- +> ��& @��A��8 �$ ��?� 5S���

:@��A 5S��� :!%7�� ;�#<� 5�$<
�� R :1/ �234� 5�$�67 :;= � !
9�7 @��A ������ ��	��
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�� Gutman .&�� �� - B�_�� 5��- :+> �U�� � ���E� V
1� ��? ��#W� +�� < - @��A [� 5S���

L����� #�G ;
� �- !� 0&� @��A 5��� !��=� 5�$!/�G 8� �� :0�#� B�� D�G 7�<� k'(l

5�$m��_�� m�%�-��� ���� �� �kch: dl !- ��G ���� :HMO� Hückel @��<� !�6? D���� b ��O �

�n� %� @��A [� B-������$ m��_�� �$ !- D���#�� +��- �� I����� B�� :���� ���G� o��4� B-������$

�����W� @��A B�� J�� �� D� $�� F���� m��_�� B-�� 5�$;�� �� +> 5�$J�� !����1- :�  ��

� �� X��\� Hückel !�6? D� G�- !%G�� ����N �O���� �- �� +> �n� %� B-�� 5�$;�� �A� �" � � �A�

+> �- �n� %� @��A 5S��� �- �-��- ���� ���G� o��4� B-������$ m��_�� [� ��"� +��%�_�−π 5S���

0"� B�� 8� D���� I����� +> +��%�_� −π 5S��� �- B-������$ [� F���� 5���A B� C#$ D�G�-�

X����p� &��- D0&� �����/�- �P�- 0�#$� 8� @��A 5S��� 5��- ! �"- B���N �� P�- +��� +���> 0&�-

!C�� R D�G�-� @��A 5S��� �O�� F3�,� 8� :���A� @q] +> 8� _�� �� J�� %?� @��A [� 5S���

_� D�-� �� `$�� +> 5S��� :��G @q] @��A [� 8� &�� %?� :��G� ��$��� 	�& FY7 ��

`��47� �� `$�� F9�] @��A 5S��� 0&� B�#� m�� [� @q] �- � �� +��- !� ������� ��$m�r�

!R 0�� m�� [� @q] !� �� 5��- 7�� � 	8P I��G +���> 0&�- D���#- ?�- ���p� +��- �� � �-��

+��- �8���� !� 0&� 
3�,� B��%#"� 8� :�$�� `��47� � � `$�� �� F9�] @��A 5S��� 1���G

`^- �� !� 0&� ���- �P��s& B��%#"� 8� �� !_�,� B�� :k'l ��A��� �� !����1- D��G� !%/���N
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D0&� ��G ���� t&�N :��A��� B�� K�1� XP��s& 8� /�- !- kgl �� D0&� �����A K�1� @��A 5S���

�� XP�E� ���& �- X��Z%� #� ��A��� �- � ��Z � ����E� 5�$5��,��� 8� ���Z%&� �- !_�E� B�� +�A� ,���

��#W� +�� <- @��A 5S��� :kccl 8� !%7�A�- ��A��� B�� �� D���!%/���N �$!�6? X��\� !- :!/�G B��

5�$Q����� 5��- �� 5S��� 0�#� kccl �� Nikiforov D���A� T��<� X���W� Q����� ��Z � ����E�

5S��� :Nikiforov ���� T��<� 8� ���Z%&� �- !���� �� D�$�� u�%,A ��/� T��<� !- !��� �- ���^_�

@��A [� ��?� 5S��� B�- 5�!1-�� Q�& D;� �� T��<� +> ��?� Q����� 5S��� +�� <- �� @��A ��?�

D��>� 0&�- :��G� F9�] !�_�� @��A m�� �$ !- J�� [� +��47� �- !� 5��^-�� @��A 5S��� �

I����� 0��"� �� D;� �� X��\� ��?� 5S��� 5��- @��A 5S��� B���N � P�- 5�$+��� 8� /�- !���� ��

5S��� B&��� 8� ���G !� ��>� 0&�- F��� ��1- +> ���^_� 5�$@��A��8 � @��A [� ��?� 5S���

�����A m�&�� � ����> 5�!_�E� +�� <- @��A ��?� 5S��� ���� �� �� ��/� 5�$!%7�� D��> f�,] !- ��?�

Dkcel 0&�

����E� 5�$!�6? � �$T��<� :m�� FY7 �� !� 0&� !��O �� !- !���+���N B�� 5�$FY7 5� -!%&�

8�v> 	�� FY7 8� !���+���N 
9� ����N D0&� �����A +��- @��A 5��� !��=� � 1/��� :@��A !��=�

[� �U�� ����E� I����� FY7 B�� 5��%-� �� D�G�-� kcl :FY7 B�� u��O� �� 
9� i��� D���A�

D���W��� � O�� ��� �- ;= � 5�$@��A &��- !- � ���A� ���? &��- ���� +> O�� ��� � @��A

8� !%7�� ;�#<� 5�$<
�� R D��G� !%/���N !%7�� ;�#<� 5�$<
�� R &��- !- FY7 B�� !���� ��

+�� <- :o�8 n �- !%7�� ;�#<� 5�$<
�−n m�� ����� � �� D����A� T��<� ����� � �� �- (s, t) !����

!%7�� ;�#<� 5�$<
�−n 5�O�� �� � ��G� +��- t � s .&�� !� ��$�%����N �- ;= � !
9�7 @��A [�

!- I�-�� ;"� 5�$!�6? !
#� 8� D����A� w^�� �U�� M��/ �- 1/ �234� 5�67 [� +�� <-

5�$<
�� R T��<� �$�n @x/�- !� �G�-� Fiet-Higman !�6? :!%7�� ;�#<� 5�$<
�� R

+��� w^�� !- :� O�� ��� �- 5�$@��A &��- D� �� +��- �� �"�> +��- $� %� :!%7�� ;�#<�

c



+�� <- !���� �� D���W��� :0&� � �"�> &�� @��A O�� ��� !� 5�!%7� � ;�#<� 5�$<
�� R

�� �G�-� � O�� ��� 5���� +> &�� @��A !� 5�!%7�� ;�#<� 5�$<
�� R :!_�,� B�� 8� #�#<�

Q�& D;�8���N� 5S��� 0�#� ����E� M��/ &��- !- ��%-� 4�� 	�& FY7 �� D;� �� w^��

B�� u��O� �� 
9� 5�$i��� D;� �� !<_�1� �� +> ���^_� 5�$@��A��8 � @��A [� 5S��� I�����

D;�8���N� @��A [� ��?� 5S��� &��- !- �"%�� �� D������- kg: )l FY7

�� !� � %,$ 5���� y��%� :�����G w^�� ∗ 0�x� �- !� ��$!�6? :0&� ��z +���G +���N ��

D�����G X��\� !���+���N B��

���/�8��� ;���

�������� %< 9 ��O����

���� �"�

(
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+��- ��Y%/� !- �� ���!%7� ���- !���+���N T
%^� 5�$FY7 �� !� ��$!�6? � �$T��<� FY7 B�� ��

� 1/��� 8��� ���� 5�$!�6? � �$T��<� Q�& � @��A !��=� !- I�-�� X���E� ��%-� �� D;� ��

�$ F-�E� �� :�����G ����> X��\� +��- �$!�6? !� 0&� ��z !- 	8P D���A� K�1� @��A 5��� !��=�

��$��� �� !�6? X��\� +> !- !<���� �- ������ 8��� X��9 �� �� ���/ !� ��G 7�<� <��� !�6?

5�$!�6? � �$T��<� B� C#$ � kcdl � k(l :kal 5�$i��� 8� @��A !��=� !- I�-�� 5�$T��<� D���#�

D0&� ��G 0G���- k')l � k*l 5�$i��� 8� @��A 5��� !��=� � 1/��� !- I�-��

����� � �����	
 ���

�8���� 8� � J�� n 5���� :�$� %� :�0"� +��- :����& 7��A :G !���+���N B�� 5�$FY7 ��#� ��

� - �� +> 5�$m� � !��#W� � V (G) = {v�, . . . , vn} � - �� G 5�$J�� !��#W� D0&� m� � m � � n

����� E(G) �� e m�� ��A�$ :� ��� ������ �� vj � vi J�� �� D;�$�� `��#� E(G) = {e�, . . . , em}

5���� ��A�$ � ��� ���W� �� ej � ei m�� �� B� C#$ D� G�- e ��"%�� 5�$J�� :vj � vi !����1- �G�-

Simple �

Undirected �

Finite �

Adjacent �

a



h ����� � �����	
 ���

D� G�- {�%�� ��"%�� J��

A(G) = (aij) D; � $�� `��# � A(G) � - �� G @��A ������� ��	 
� � 
���� T��< � �

�����G 5��qA|,R�- G @��A 5�$J�� �- +> 5�$+�%& � �$�1& !����1- � 0&� n !���� 8� ,�����

����A� T��<� ��8 X��Y- +> 5�$!���� �

aij =

{
� D�G�- ����� _�� vj � vi J�� B�- ��A�$
� X��Y ����v ��

,����� I(G) = (xij) D;�$�� `��#� I(G) �- �� G @��A ���� ��	
�� 
���� T��<� �

5��qA|,R�- G @��A 5�$m�� � �$J�� �- |���� !- +> 5�$+�%& � �$�1& !����1- :0&� n × m

����A� T��<� ��8 X��Y- +> 5�$!���� � �����G

xij =

{
� D�G�- !%G�� ���? ej m�� 5�� �- vi J�� ��A�$
� X��Y ����v ��

DE(H) ⊆ E(G) � V (H) ⊆ V (G) ��A�$ � ��� G @��A 8� ���	�	�� �� H @��A 
���� T��<� �

���� �� �"�> 8� /�- !���� �� !� � $�� 0�,� M�/ ��&� :@��A �$ 5�$@��A��8 8� /�- !-

B��%A�4- �� S .&�� ���� ������ ��	�	�� :�G�- V (G) 8� "��� 5�!��#W� ��8 S �� � }�7 D;� ��

5�$m�� 8� "��� 5�!��#W� X �� � }�7 B� C#$ D� ���� S 5�$J�� !��#W� �- G @��A��8

D0&� X 5�$m�� !��#W� �- G @��A��8 B��%�R�� X .&�� ���� ������ ��	�	�� :�G�- G @��A

[� G @��A 8� H @��A � �8 D; � �� �� ��E _� @��A� �8 ��Y%/� ! - �� &�� �� E _� @��A� �8 |
v�

G @��A 8� ��A��7 @��A��8 :E ⊆ E(G) 5��- DV (H) = V (G) ��A�$ ��G� ������ G �	���	� ��	�	��
Adjacency Matrix �

Incidence Matrix �

Spanning subgraph �



d ����� � �����	
 ���

8� ���^_� 7��A��8 H �A� B� C#$ D;�$�� `��#� G \ E ��#� �- �� E(G) \ E 5�$m�� !��#W� �-

`��#� G \ H ��#��- �� E(G) \ E(H) 5�$m�� !��#W� �- G @��A _�� ��E_� @��A ��8 :�G�- G @��A

!��#W� �- 0&� 7��A G
⊕

H :� G�- �4W� 5�$J�� !��#W� �- @��A �� H � G �� � }�7 D;�$��

DE(G) ∪ E(H) 5�$m�� !��#W� � V (G) ∪ V (H) 5�$J��

u ������ �� v � u B�- ��,� B��%$���� m�L :v, u ∈ V (G) J�� �� �$ 5��- 
���� T��<� �

G @��A 		� �� G @��A 5�$J�� B�- !
9�7 B��%A�4- D;�$�� `��#� d(u, v) �- � � ���� v �

:� G�- FY%� �O���� !- 5��,� .&�� G @��A J�� �� �$ �A� D;�$�� `��#� diam(G) �- � � ����

�� m�#�,��� � �#$ @��A��8 �$ B� C#$ D� ���� ������ �! X��Y �� ��v �� � �
���� 7��A �� G

D� ���� G ��"���� �#��� [� �� G @��A

`��#� Sn � Cn :Pn 5�$��#� �- �� n !���� 8� ���%& @��A � ��� :��,� [� 
���� 5��qA��#� �

D;�$��

:� ��� ���$�% [� �� S ⊆ V (G) !��#W� :�G�- ���^_� 7��A G �� � }�7 
���� T��<� �

��� �� @��A [� !G�/ B��%A�4 - �8���� D� G� - FY%� �O���� !- _� � .&�� S J�� �� �$ ��A�$

D� ���� +> ��5�!G�/

~�$ ��A�$ :� ��� ��&�'(� !��#W� [� �� C ⊆ V (G) !��#W� B� C#$ 
���� T��<� �

`��#� α(G) �- �� G @��A FE%,� !��#W� B��%A�4- �8���� D�G��� FY%� �O���� !- +> 8� &�� ��

Distance �

Diameter 	

Connected �


Disconnected ��

Component ��

Clique ��

Clique Number ��

Independent Set ,Coclique ��



* ����� � �����	
 ���

D� ���� G @��A �� )*�'�� +�, �� +> � ;�$��

[� :��G � �#$�� @��A �"�> @q] �- !� @��A 5�$m�� 8� 5�!��#W� ��8 !- 
���� T��<� �

������ FN e m�� :��G � �#$�� G @��A :e ∈ E(G) � ��� _�� @q] �- �A� B� C#$ D��G� !%ZA u�-

D��G�

J�� �� ~�$ ��A�$ :� �� � ��-	� ".��/0!� �� G @��A &�� 54��>b�� 
���� T��<� �

8��7� FE%,� 5�$!��#W� !- �� V (G) !��#W� 5�54��>b�� B� R :� G��� b��#$ G @��A �� ���W�

���<� B��%#� D� ���� �1!� 2*3 [� �� ��G ��W�� FE%,� 5�$!��#W� B�� 8� [� �$ D���#��

�- �� +> � � ���� G @��A ���1!� +�, �� !� G @��A ��& 5�$54��>b�� +��� �� O�� 5�$Jx�

D;�$�� `��#� χ(G)

m�� �� ~�$ ��A�$ :� ��� �	���� -	� ".��/0!� �� G @��A _�� 54��>b�� 
����� T��<� �

���� �1!� +�, �� :_�� ��& 5�$54��>b�� ��#� +��� �� b�� ���<� B��%#� D� G��� b��#$ ���W�

D;�$�� `��#� χl(G) ��#� �- �� +> � � ���� @��A

X��Y �� �� :�G� - " �� � � �^ - �� 7�� A G � �  � }�7 kg(DM :(l 
����� ! �6? �

Dχl(G) = Δ(G)

7��A :G @��A !- I�-�� �
���� ��	� D�G�- ���^_� 7��A G �� � }�7 
����� T��<� �

� � G�- {�%�� &�� �� �A� �" � � �A� � 
Y%� ;$ m�� �� � �G�-� G 5�$m�� +> 5�$J�� !� 0&�

�A� B� C#$ D�G�-� � �#$ 4�� L(G) :�G�- � �#$ G �A� K���- D;�$�� `��#� L(G) ��#� �- �� +>

Independence Number ��

Proper Coloring ��

Choromatic Number ��

Proper Edge Coloring �	

Line Graph �




) ����� � �����	
 ���

D�G�-� ;= �−(�k − �) 7��A L(G) :�G�- ;= �−k 7��A G @��A

l ! - �� @�� A 5�$J�� +�� % - �� A�$ �  �� � ���456−l 7�� A �� G @��A 
����� T��< � �

`^- 5�$J�� 4� !- �O�� 5�$J�� 	�#� � - G @��A 8� J�� �$ ��A�$ D��#� 8��7� FE%,� !��#W�

��#� �- �� F��� �^-−l @��A :l �$ 5�8� !- D0&� F��� �^-−l G @��A ;���A :�G�- ���W� ��/

��� D�G�-� 	�−i `^- 5�6�� ���<� @�<� ni :i �$ 5�8� !- !����1- ;�$�� `��#� Kn�,...,nl

�^-−l @��A [� l O�� ��� �- @��A [� Q�<_�- � 0&� l �r���] �^-−l @��A [� O��

D�G�-�

!��#W� :v ∈ V (G) J�� �$ 5�8� !- D�G�- ���^_� 7��A G �� � }�7 
����� 5��qA��#� �

D;�$�� `��#� Gi(v) ��#� �- �� {u ∈ V (G)|d(v, u) = i}

� ��� ��78������� @��A �� G D�G�- d �1? �- � �#$ 7��A G �� � }�7 
����� T��<� �

u � v J�� �� �$ 5�8� !- !� � G�- ����� +� R (i = �, . . . , d) bi � ci Z ��� � ���9 ����� ��A�$

;�G�-!%G�� :d(v, u) = i !����1-

ci = |G�(v) ∩ Gi−�(u)| � bi = |G�(v) ∩ Gi+�(u)|D

:b
 = k �;���� K���- !%�_� D��G� ������ #= � !
9�7 !���> :{b
, . . . , bd−�; c�, . . . , cd} !_����

Dc� = � � c
 = � :bd = �

n 7��A G ��A�$ � ��� (n, k, λ, μ) 5�$�%����N �- ��78�� �9 �� @��A �� G 
����� T��<� �

�2E�?� ���W���v J�� �� �$ � {�%�� !��,#$ λ �2E�?� ���W� J�� �� �$ !����1- :�G�- ;= �−k :&��

Multi partite ��

Distance regular ��

Strongly regular ��



g ����� � �����	
 ���

D� G�- {�%�� !��,#$ μ 5����

!
9�7 7��A G X��Y �� �� D�G�- �� �1? �- 7��A G �� � }�7 k)DM :al 
����� !�6? �

D�G�- μ > � �- ;= � �2��? �A� �" � � �A� 0&� ;= �

X��Y- �� #= � !
9�7 ! ���> +�� �� (n, k, λ, μ) 5�$�%���� N 8� ���Z %&� � - :H�7 !�6? 5�� -

�A� � 0&� F��� �^- � R @��A G ��O�> :μ = k �A� B� C#$ D���> 0&�- {k, k − �− λ;�, μ}

D�G�-� !���� ;$ F��� 5�$@��A 8� ��#%�� X��Y- G ��O�> :μ = �

`��#� �A∗
ij = Aji� A∗ ��#� �- �� A Q����� o��4� ���"���� :�G�- <-�� ,����� A �� � }�7

���! �� A +��E%� Q����� B� C#$ D� ���� ��H��_���/ �� A Q����� :A∗ = A ��A�$ D;�$��

`��#� A ≥ � ��#� �- �� +> � x∗Ax ≥ � ;�G�- !%G�� :x ����- �$ 5�8� !- ��A�$ :� ���� ��:�;� <�=�

D;�$��

λi �U�� ���E� ���� D� ���� A Q����� ���U�� ����E� �� det(A − xI) = � 5�!
#�� R 5�$�Z9

X��Y- !����1- � G�- A Q����� 4��#%� �U�� ����E� λ�, . . . , λr �� � }�7 D;�$�� `��#� mi �- +>

`��#� Spec(A) �- �� +> � ������ A Q����� ��T�L �� λ
m�

�
. . . λmr

r !_���� :�����G |��� 5��<9 ��v

D;�$��

� � %,$ E�E] +> �U�� ����E� :�G�- H��_���/ ,����� A ��A�$ ;����� 1/��� 5���6? V�L

D0&� 5�1? ,����� P ∗AP Q����� !� 0&� ����� +� R P ���� Q����� B� C#$

D(m ≤ n)� G�- m � n !���� 8� |���� !- <-�� Q����� �� B � A �� � }�7 
����� T��<� �

i �$ 5�8� ! - �� A�$ ��� 7� -� ;$ �� �� A Q�� �� � �U �� � ��� E � B Q�� �� � �U �� � ��� E � ; � �� A�

Self Adjoint ��

Positive semi-definite ��

Eigenvalue ��

Spectrum ��

Interlace ��



'e ����� � �����	
 ���

Dλi(A) ≥ λi(B) ≥ λn−m+i(A) ;�G�- !%G�� :(i = �, . . . ,m)

5�$!���� �- � n × m !���� 8� ,����� S �� � }�7 k*DM :'hl�interlacing� 
����� !�6? �

;�$�� ���? D�G�-� n !���� 8� H��_���/ ,����� A B� C#$ DS∗S = Im !����1- �G�- .
%^�

D�7�-� ;$ �� �� A Q����� �U�� ����E� B Q����� �U�� ����E� X��Y �� �� DB = S∗AS

X�� Y - � � G� - H� � _��� /  , �� �� � A � �  � }� 7 k)DM :'hl 
����� ! � 6 ? �

�� A Q����� �U�� ����E� A�� Q����� ��8 �U�� ����E� ��O�> D0&� �����A 8��7� A =

[
A�� A��

A∗
��

A��

]

D�7�-� ;$ ��

5�$!���� �- � n !���� 8� +��E%� Q����� �� B � A �� � }�7 kh'DM :*l 
����� !�6? �

X��Y �� �� :C = A + B � � G�- E�E]

λi+j+�(C) ≤ λi+�(A) + λj−�(B)

λn−i−j(C) ≥ λn−i(A) + λn−j(B)

Di + j ≤ n − � � � ≤ i, j ≤ n �$ 5�8� !-

�;���� (i = �, . . . , n) i �$ 5�8� !- M�Y^-

λi(C) ≥ λi(A) + λn(B). �'�

5�O
#� T � $� %� �<- �- 
/�� f�� 5�67 V �� � }�7 k(acDM :')l 
����� !�6? �

!����1- ������� V 5�� N Z ��� �O
#� � U ���� �O
#� X��Y �� �� D�G�- V 5�� 1/

D�G�-� �%�� T 5��- N �O
#� B� C#$ � T = UN

B� C#$ D�G�- n !���� 8� H��_���/ ,����� A �� � }�7 khgaDM :'dl 
����� !�6? �



'' ����� � �����	
 ���

�G� - i � $ 5�8� ! - λ�(A), . . . , λi(A) �U �� ��� E � ! - I� -� � !� � � �� < % � �U �� 5�$���� - u�, . . . , ui

X��Y �� �� D(i = �,�, . . . , n)

� �A� 0&� ���?�- 5��,� � (i, x 	= �) !����1- λi(A) ≤ x∗Ax
x∗x :x ∈< u�, . . . , ui > �$ 5�8� !- (�

D�G�- A Q����� �� λi �U�� ���E� ��=� �U�� ����- x �A� �" �

���?�- 5��,� � (i 	= n, x 	= �) !����1- λi+�(A) ≥ x∗Ax
x∗x :x ∈< ui+�, . . . , un > �$ 5�8� !- (�

D�G�- A Q����� �� λi+� �U�� ���E� ��=� �U�� ����- x �A� �" � � �A� 0&�

�$+> � �  �� T��<� +> X���W� Q����� �U�� ����E� �� G @��A �U�� ����E� 
����� T��<� �

D;�$�� `��#� λ�(G), ..., λn(G) �- ��

5�$!_���� �- �� +> 5�$J�� !� �n !���� 8� 0&� 7��A folded n−cube @��A 
����� T��<� �

5�$!_���� �A� �" � � �A� �����W� �O���� �- @��A B�� J�� �� D� $�� F���� [� � �Z9 8� n m�L !-

!%G��� 5�-��- ���E� �"�> 8� +�,�� ��O��� �� ~�$ �� � G�- X��Z%� ��O��� [� �� �" � �"�> �n� %�

ci = i � bi = n − i X��Y- �d = [n
�
]� #= � !
9�7 5�$�%����N 5���� @��A B�� :n ≥ � �A� D� G�-

�- λi(G) = n − �i X��Y- +> �U�� ����E� B� C#$ D0&� cd = n o�8 5�$−n 5��- � �i < n �A�

D(i = �, . . . , d) �G�-� mi =

(
n
�i

)
����

X��Y �� �� D�G�- m� � m � J�� n 5���� ���^_� 7��A G �A� k)aDM :*l 
����� !�6? �

D�G�- ;= � 7��A G �A� �" � � �A� �$�� �� 5��,� � �m
n ≤ λ�(G)

8� ���Z%&� �- :� G�- m�� m′ � m � J�� n′ � n 5���� |���� !- ���^_� @��A �� H � G �� � }�7

D0/�& 5���� 5�$@��A :��$�O
#� T��<� �- +���� @��A �� B��

(xi′ , yj′) � (xi, yj) J�� �� � 0&� V (G) × V (H) 5�$J�� !��#W� �- 0&� 7��A G + H @��A

� j = j′ � � �G� - FY%� yj′ J�� !- H @��A �� yj J�� � i = i′ �A� �" � � �A� � 
Y%� �O���� !-



'c ����� � �����	
 ���

B� C#$ � �G�-� m�� nm′ + n′m 5���� G + H @��A D�G�- FY%� xi′ J�� !- G @��A �� xi J��

f�� ⊗ +> �� !� D�G�-� A(G + H) = A(G)
⊗

In′ + In
⊗

A(H) 	�7 !- +> X���W� Q�����

D�G�-� �$Q����� 5��,���

� (xi, yj) J�� �� � 0&� V (G) × V (H) 5�$J�� !��#W� �- 0&� 5�O�� @��A G × H @��A

J�� !- H @��A �� yj J�� � xi′ J�� !- G @��A �� xi J�� �A� �" � � �A� � 
Y%� �O���� !- (xi′ , yj′)

	�7 !- +> X���W� Q����� B� C#$ � �G�-� m�� �mm′ 5���� G × H @��A D� G� - FY%� yj′

|���� !- G × H � G + H 5�$@��A �U�� ����E� B� C#$ D�G�-� A(G × H) = A(G)
⊗

A(H)

D� ≤ j ≤ n′ � � ≤ i ≤ n !����1- :� %,$ λi(G)λj(H) � λi(G) + λj(H) X��Y-

8� �^-�� 5�$@��A D���G� !%/� G +�G�U�� ����E� .&�� !� ������� �$@��A 8� /�- +���N ��

D� %,$ �$@��A B�� !
#�

:i � $ 5�8� ! - � A� � "  � � � A� 0 &�  � ^ -�� G @�� A k)*DM :*l 
����� ���4 A �

D�i = �, . . . , n� λi(G) = −λn−i+�(G)



� ���

��� ��� � ���� 
�����

D;���>� 0&�- @��A O�� ��� 5��- ��$+��� :�"�> M��/ � �U�� ����E� 8� ���Z%&� �- `^- B�� ��

:i �$ 5�8� !- �A� �" � � �A� χ(G) ≤ � :G @��A 5��- :�G K�1� m�� FY7 �� !� ���� !- !��� � -

T�L V��L 8� +���#� �2��4_ � 8� `�- O�� ��� 5��- !%�_� D�i = �, . . . , n� λi(G) = −λn−i+�(G)

X��Z % � O �� ��� � +�,� � T�L � -  �� $@�� A � �V � ?� ��1 - D��# � w^�� �� @�� A +> :@�� A

D��G� !3��� �$@��A ��� B�� 8� _�r� !���� �� D��������

��	� �� ��G� ��_�� q !���� 8� F��� @��A 5�� �- × �O
#� 8� ���Z%&� ��- d .&�� !� 7��A

� d �1? �- ;= � !
9�7 7��A :@��A B�� D;�$�� `��#� H(d, q) ��#� �- �� +> � � ���� 0��� 

��� � mxE%&� ��� 5���� 4�� @��A B�� F#�� B� C#$ D�G�-� q mxE%&� ��� � O�� ��� 5����

D�G�-� q O��

���� − �	 �U�� ����E� 5���� � (��,�,�,�) 5�$�%����N �- ;= � �2��? 7��A Shrikhande @��A

5��- H(�, n) @��A 5�$�%����N �- ;= � �2��? 5�$@��A !� ��#� 0-�\ kcal �� Shrikhande D�G�-�

�- 5�$@��A �" � H(�,�) � Shrikhande @��A n = � 0_�] �� D�G�-� �%�� � 5��- 4� !- �$ n 	�#�

@��A F#�� B� C#$ D�G�-� � O�� ��� � mxE%&� ��� 5���� @��A B�� D� G�-� H�7 5�$�%����N

@��A � Shrikhande @��A F#�� !W�%� �� D�G�-� � mxE%&� ��� � � O�� ��� 5���� Shrikhande

'(



'a ���� �������� ���

X��Z%� O�� ��� _� �-��- �U�� ����E� 5���� !W�%� �� � +�,�� #= � �2��? �$�%����N 5���� H(�,�)

D� G�-�

�� 0&� χ ≥ � O�� ��� 5���� G ���^_� @��A !� �� +��#� w^�� !� 0&� ��z +���G +���N ��

D�k''l !- ��G ����� �G�-� 	��−NP !_�,� [� :��/

���� �������� ���

D0&� ����> 0&�- ��8 K�G !- G ���^_� @��A O�� ��� 5��-  �3�N +��� k'*l �� Hoffman

��O�> :�G�- m�� [� F?��] �- 7��A G �A� 
���� !�6? �

χ(G) ≥ �− λ�(G)
λn(G)

. �'�

54��>b�� 5���� G ��G� !%ZA :�%Z�- H�Z�� 5��,� 0_�] G @��A 5��- ' 5��,��� �� �A�

D� G�-� B#7�$ 54��>b�� 5���� c*�' ���4A V�L �^-�� 5�$@��A m�r� 5��- D0&� B#7�$

����G ���� k'eDM :al !-� 0&� ���#� X��\� �� ��8 ���4A ;= �−k 5�$@��A 5��- B� C#$ Hoffman

���O�> :�G�- G �� FE%,� 5�!��#W� C � ;= �−k 7��A G �A� 
���� ���4A �

|C| ≤ n
−λn(G)

k − λn(G)
. �c�

D���� C �� !��,#$ −λn(G) �2E�?� :�G��� C �� !� v ∈ V (G) J�� �$ ��O�> �%Z�- H�Z�� 5��,� �A� �

:�G�- b�� χ(G) �- G @��A ��& 5�$54��>b�� �� O�� Jx� B��%A�4- C �A� 
���� !%�� �

H�7 ���4A 8� ;= � 5�$@��A 5��- :' 5��,��� X��Y ���� D0&� ���?�- χ(G)|C| ≥ n 5��,��� K���-



'h ���� �������� ���

D�$�� !3��� 5��,� 0_�] 5��- 	8P L�G ��x<- D���A� !W�%�

5�$���4A X��Y ���� D�G�- B#7�$ 54��>b�� �- ;= �−k 7��A G �� � }�7 
���� ���4A �

D0&� ���?�- ��8

D� %,$ �-��- �8���� 5���� G O�� 5�$Jx� �'

D0&� :�G��� v F��G !� O�� Jx� �$ �� !��,#$ −λn(G) 5���� v ∈ V (G) J�� �$ �c

b�� χ(G) �- ��& 54��>b�� [� �" � G @��A !� 0&� +> �O���- 5��,� � mn ≥ χ(G) − � ��x<-

D���� �%^���� B%7�A �=� �� �-�

!� � �� f�W�� 54��>b�� +��- B#7�$ � c 5��,��� V�Z
� :Ci O�� Jx� �$ 5�8� !- D +�$�-

D(i = �, . . . , χ(G)) |Ci| = n
χ(G) :i�$ 5�8� !- ;���� ∑χ(G)

i=�
|Ci| = n !- !��� �- m�] D|Ci| ≤ n

χ(G)

:c�c ���4A � - �  - X��Y �� �� � 0&� ��� ?� - 5��,� 0_�] �� G @��A 5�� - c 5��,�� � B� C#$

:G @��A 8� Cj � Ci ���^_� O�� Jx� �� �$ 5�8� !- !���� �� D���A� X��\� ;�] c � ' 5�$0#,?

X��Y- � 5��qAQ���� G @��A 5�$J�� �- �� Uij = (u�, . . . , un) ����- 5�$!���� �A�

uk =

⎧⎪⎨⎪⎩
� vk ∈ Ci

−� vk ∈ Cj

� X��Y ����v ��
k = �, . . . , n;

λn(G) �U�� ���E� !- I�-�� �U�� 5�$����- :Uij 5�$����- !� ��� [R +���� A��& !- :����A T��<�

FE%,� �U�� ����- χ(G) − � F?��] :Cj � Ci O�� 5�$Jx� 5�$f�^%�� ���<� !- !��� �- D� G�-�

54��>b�� [� F?��]  <� :�G��� ��7 !- �Y� � G @��A 54��>b�� �A� m�] D��>� 0&�- 1/

54��>b�� �- 0^���� ��v O�� 5�$Jx� 5���� QN D0&� ����� !�_�� 54��>b�� �- 0^���� ��v

0&�- 5�$����- 1/ |���� X��Y- !� ����� ���� 5�O�� �U�� 5�$����- !W�%� �� D�G�-� !�_��

� D� %,�� !�_�� 54��>b�� 8� ���>


