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 چکیذُ

𝑢، ىَٛ ثّٙستزیٗ 𝑛 ثب ٔزتجٝ  𝐺 اس ٌزاف ٕٞجٙس𝑢ٚ 𝑣     ثزای رئٛط     − 𝑣ٔغیز زر 𝐺 ّٝثٝ ٚعی 

𝐷(𝑢،𝑣)رً٘ آٔیشی ٞبٔیّتٛ٘ی. ؽٛز  ٘ؾبٖ زازٜ ٔی 𝑐اس ٌزاف 𝐺 ثزچغجٍذاری ثزای رئٛط 

 : زاؽتٝ ثبؽی𝐺ٓ اس ٌزاف𝑢ٚ 𝑣ثزای ٞز زٚ رأط ٔتفبٚت  ٔٛعْٛ ثٝ رً٘ اعت، ثٝ ىٛری وٝ

𝐷(𝑢،𝑣) + |𝑐(𝑢) − 𝑐(𝑣)| ≥ 𝑛 − 1. 

، ثیؾتزیٗ رً٘ اذتقبؿ زازٜ ؽسٜ ثٝ یه 𝐺اس ٌزاف 𝑐  رً٘ آٔیشی ٞبٔیّتٛ٘یhc(𝑐)       ٔمسار

 ٕ٘بیؼ ٔی زٞیٓ ثزاثز hc(𝐺) وٝ آٖ را ثب 𝐺 اعت، ٚ ّسز رٍ٘ی ٞبٔیّتٛ٘ی 𝑐 تٛعو 𝐺 رأط اس

 . ٌزفتٝ ؽسٜ اعت𝐺، وٝ ٔیٙیٕٓ رٚی تٕبٔی رً٘ آٔیشی ٞبی ٞبٔیّتٛ٘ی  min hc(𝑐)اعت ثب 

زر . عْی ٔب ثزایٗ اعت وٝ ایٗ ُ٘ٛ رً٘ آٔیشی را ثزای ولاط ٞبی ٔرتّف اس ٌزاف ٞب ثزرعی وٙیٓ

رً٘ آٔیشی ٞبٔیّتٛ٘ی ٌزاف ٞب تؤِیف ٌزی چبتز٘س، لازیغلاٚ ٘جغىی ٚ - 1:ایٗ راٜ، اس ٔمبِٝ ٞبی

 پیًٙ صاً٘ 

رً٘ آٔیشی ٞبٔیّتٛ٘ی ثزای ثزذی اس ٌزاف ٞب تؤِیف یٛفب ؽٗ، ٚخیٗ ٞی، صائٛ ِیٛ، - 2      

 .    زاًٍ٘ٛ٘ ٞی ٚ صیبخیًٙ یبً٘ اعتفبزٜ ٌززیسٜ اعت
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𝐺، زٚتبیی𝐺 ٌزاف      َٔٙٛر اس یه = (𝑉, 𝐸)ٝاعت و 𝑉ٚ یه ٔدّٕٛٝ غیزتٟی 𝐸 ٔدّٕٛٝ ای 

 ، ٔد𝐸ّٕٝٛٚ ثٝ ٔدّٕٛٝ رئٛط ، ٔدّٕٛٝ 𝑉ثٝ ٔدّٕٛٝ.  اعت𝑉اس سیز ٔدّٕٛٝ ٞبی زٚ ّنٛی
𝑒ٞزٌبٜ . ٞب ٔیٍٛییٓیبَ = {𝑥, 𝑦}یبَ ٌزاف 𝐺 ٓثبؽس، آٍ٘بٜ ٔی ٘ٛیغی  𝑒 = 𝑥𝑦 ٓٔیٍٛیی ٚ 𝑥 ثب 

 𝑦زر ایٗ فٛرت . ٔدبٚراعت𝑦   ٚ𝑥 را رئٛط پبیب٘ی 𝑒 ٓزر مٕٗ ٔی ٌٛییٓ .  ٔی ٘بٔی𝑒  ٚاس ز

𝐺 زر.  ٔی ٌذرز 𝑦ٚ 𝑥 رأط = (𝑉, 𝐸) ٔزتجٝ تْساز رئٛط را𝐺 ٘بٔیسٜ ٚ ْٕٔٛلاً ثب  𝑛 ٕ٘بیؼ ٔی

 𝑛 ٌزاف اس ٔزتجٝ .  ٕ٘بیؼ ٔی زٞی𝑚ٓ ٘بٔیسٜ ٚ ْٕٔٛلاً ثب 𝐺 ا٘ساسٜزٞیٓ ٚ ٞٓ چٙیٗ تْساز یبَ ٞب را  

,𝑛)− را یه 𝑚ٚ ا٘ساسٜ  𝑚)ٌٓزاف ٔی ٌٛیی. 

𝑣      تْساز یبَ ٞبی ٌذرا اس رأط  ∈ 𝑉(𝐺) رأطزرخٝرا 𝑣 ٔی ٘بٔیٓ ٚ آٖ را ثب deg(𝑣) ٕ٘بیؼ 

 .ٔی زٞیٓ

𝐺      ٔبوشیٕٓ ٚ ٔیٙیٕٓ زرخٝ رئٛط ٌزاف  = (𝑉, 𝐸)ٓرا ثٝ فٛرت سیز تْزیف ٔی وٙی: 

∆= 𝐺ٝیٕٓسٔبن زرخ = ∆ 𝐺 = max  deg 𝑣 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺)  

ٚ 

δ = 𝐺ٝٔیٙیٕٓ زرخ = δ 𝐺 = min  deg 𝑣 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) . 

𝑣 ٞز رأطرای      ثٝ ٚمٛح، ة ∈ 𝑉(𝐺) 

𝑛 − 1 ≤ deg(𝑣) ≤ 0   ٚ 
𝑛

2  0 ≤ 𝑚 ≤. 

𝐻     ٌزاف = (𝑉𝐻 , 𝐸𝐻)  سیزٌزافرا 𝐺 = (𝑉𝐺 , 𝐸𝐺)ٌٜٛییٓ، ٞزٌب 𝑉𝐻 ⊆ 𝑉𝐺،ٚ 𝐸𝐻 ⊆ 𝐸𝐺 

𝐻ثبؽس ٚ  ٔی ٘ٛیغیٓ  ⊆ 𝐺اعت . 

𝐺     فزك وٙیس = (𝑉, 𝐸) ٚ یه ٌزاف 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) رأعی اس ٌزاف ثبؽس، زر ایٗ فٛرت 

𝐺َٔٙٛر اس  − 𝑣سیز ٌزافی اس ،𝐺 اعت وٝ اس حذف رأط 𝑣یبَ ٞبیی وٝ ا٘تٟبی آٖ ٞب ٚ 𝑣  ٝاعت ث 

 .زعت ٔی آیس

𝐺 وٙیس      فزك = (𝑉, 𝐸)ٚ یه ٌزاف𝑒 ∈ 𝐸(𝐺)زر ایٗ فٛرت َٔٙٛر اس ،𝐺 − 𝑒 سیز ٌزاف 

𝐺َاعت وٝ اس حذف یب  𝑒ثسعت ٔی آیس  . 

𝐺 زٚ رأط غیز ٔدبٚر ٌزاف 𝑢ٚ 𝑣     اٌز = (𝑉, 𝐸) ٚ ثبؽٙس 𝑒 = 𝑢𝑣ثبؽس، َٔٙٛر اس 𝐺 + 𝑒 ،

    . اعت𝐺  ث𝑢𝑣ٝ افشٚزٖ یبَ 
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وٝ ثب ، 𝑈 ثبؽس، آٍ٘بٜ سیزٌزاف اِمبیی، اِمب ؽسٜ تٛعو 𝑉(𝐺)٘بتٟی اس  سیزٔدّٕٛٝ ای 𝑈     اٌز

=  𝑉  𝑈 (اِف:  ٘ؾبٖ زازٜ ٔی ؽٛز، سیز ٌزافی اعت وٝ 𝑈 ٕ٘بز  𝑈ة  ) 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑈 ٚ 

𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐺)اٌز ٚ تٟٙب اٌز 𝑢𝑣 ∈ 𝐸( 𝑈 ). 

 𝐾𝑛ٌزاف وبُٔ را ثب ٕ٘بز .  اعت، ٞزٌبٜ ٞز زٚ رأط آٖ ٔدبٚر ثبؽٙسوب𝐺ُٔ      ٔی ٌٛییٓ ٌزاف

𝑛  ثزاثز𝐾𝑛ٚامح اعت وٝ زرخٝ ٞز رأط ٌزاف وبُٔ. ٕ٘بیؼ ٔی زٞیٓ −  ٚ تْساز یبَ ٞبی 1

 ٌزاف وبُٔ ثزاثز
𝑛

 . اعت𝑟 ، ٌزافی اعت وٝ زرخٝ ٞز رأط آٖ  ٔٙت𝑟َٓ −ٌزاف.  اعت 2

𝐺     فزك وٙیس = (𝑉, 𝐸)ٔىُٕ.  یه ٌزاف ثبؽس 𝐺 را وٝ ثب𝐺  ٕ٘بیؼ ٔی زٞیٓ، ٌزافی اعت ثب 

 . ٔدبٚر ٘جبؽٙس𝐺  ٔدبٚر٘س اٌز ٚ تٟٙب اٌز زر 𝐺، ثٝ ىٛری وٝ زٚ رأط زر𝑉ٔدّٕٛٝ رئٛط

 افزاس 𝑉1 ، 𝑉2 ، . . . ٚ𝑉𝑘 ثرؼ  𝑘 را ث𝐺ٝ ٌٛییٓ، ٞزٌبٜ ثتٛاٖ رئٛطثرؾی 𝑘− را 𝐺     ٌزاف

≠ 𝑉𝑗( 𝑖 ٚ یه ا٘تٟب زر 𝑉𝑖یه ا٘تٟب زر𝐺 وزز، ثٝ ٌٛ٘ٝ ای وٝ ٞز یبَ  𝑗) ٌزاف . زاؽتٝ ثبؽس−𝑘 

 ) 𝑉𝑗 ثب ٞز رأط𝑉𝑖را وبُٔ ٌٛییٓ، ٞزٌبٜ ٞز رأط 𝑉1 ،𝑉2 ، . . . ٚ𝑉𝑘ثب ثرؼ ٞبی𝐺 ثرؾی

 1 ≤ 𝑖 ≠  𝑗 ≤ 𝑘)  1   زر فٛرتی وٝ ثٝ اسای ٞز. ٔدبٚر ثبؽس ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 ٓزاؽتٝ ثبؽی

 𝑉𝑖  = 𝑛𝑖، آٍ٘بٜ آٖ را ثٝ فٛرت 𝐾𝑛1,𝑛2,…,𝑛𝑘
 .  ٕ٘بیؼ ٔیسٞیٓ

= 𝑉1  وٝ زر آٖ 𝑉1ٚ 𝑉2 ثرؾی وبُٔ ثب ثرؼ ٞبی2 −     ٌزاف  𝑚ٚ 𝑉2 = 𝑛 ٝرا ث 

𝐾𝑚فٛرت ,𝑛ٓ٘ؾبٖ ٔی زٞی . 

𝐺1      فزك وٙیس = (𝑉1, 𝐸1)ٚ 𝐺2 = (𝑉2, 𝐸2)زٚ ٌزاف رأط ٔدشا ثبؽٙس زر ایٗ فٛرت : 

𝐺1 را ثباختٕبُ زٚ ٌزاف (الف) ∪ 𝐺2  ٕ٘بیؼ زازٜ، یبَ ٞب ٚ رئٛط آٖ را ثٝ فٛرت سیز تْزیف ٔی

 وٙیٓ 

 

𝐸  𝐺1 ∪  𝐺2 = 𝐸1 ∪  𝐸2

𝑉  𝐺1 ∪  𝐺2 = 𝑉1 ∪  𝑉2

  

𝐺1  ثب𝐺1ٚ 𝐺2حبفُ مزة زوبرتی ٌزاف ٞبی (ب) × 𝐺2  ٕٝ٘بیؼ زازٜ ٔی ؽٛز ٚ ٌزافی اعت و 

𝑉1ٔدّٕٛٝ رئٛط آٖ  ×  𝑉2اعت ٚ زٚ رأط  𝑣1, 𝑣2 ٚ  𝑣1
′ , 𝑣2

 ثب ٞٓ ٔدبٚر٘س اٌز ٚ فمو اٌز  ′

 :یىی اس ؽزایو سیز ثزلزار ثبؽس

1) 𝑣1 = 𝑣1
′، ٚ 𝑣2 ثب 𝑣2

  ٔدبٚر اعت ٚ یب′

2 )𝑣2 = 𝑣2
′    ٚ ،𝑣1 ثب 𝑣1

 . ٔدبٚر اعت′
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𝑚، ز٘جبِٝ ای ٔتؾىُ اس 𝐺 زر ٌزاف𝑣 ثٝ رأعی ٔب٘ٙس 𝑢 اس رأعی ٔب٘ٙس 𝑚  ثٝ ىَٛ  ٌؾت     + 1 

  ٔب٘ٙس𝐺رأط اس ٌزاف 

𝑢 = 𝑥° , 𝑥1 , … , 𝑥𝑚 = 𝑣 

𝑚 1اعت وٝ ثٝ اسای  ≤ 𝑖 ≤ ،𝑥𝑖−1ٚ 𝑥𝑖زٚ رأط ٔدبٚر اس 𝐺ٞغتٙس . 

 ٘ؾبٖ ٔی زٞیٓ 𝑃𝑛رأط ثبؽس را ثب 𝑛 ٔغیزی وٝ زارای . ،ٌؾتی اعت وٝ رأط تىزاری ٘سارز ٔغیز    

𝑛 ٚ چٙیٗ ٔغیزی زارای −  . یبَ اعت1

𝑛،  𝑛 ثٝ ىَٛ  زٚر     ≥   ٔب٘ٙس 𝑛 ، ٌؾتی ثٝ ىَٛ 3

𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛  , 𝑥1 

 . ٘ؾبٖ ٔی زٞی𝐶𝑛ٓ را ثب𝑛  رأط ٞبی ٔتٕبیشی ٞغتٙس ٚ زٚر ثٝ ىَٛ 𝑥1 ،𝑥2  ، . . . ٚ𝑥𝑛اعت وٝ

 . ٕ٘بیؼ ٔی زٞیٓcir(𝐺) ٘بٔیسٜ ٔی ؽٛز ٚ آٖ را ثب 𝐺، ٔحیو 𝐺ىَٛ ثشري تزیٗ زٚر زر ٌزاف 

 ٔی ٘بٔٙس ٞزٌبٜ ثیٗ ٞز زٚ رأط آٖ حسالُ یه ٔغیز ٚخٛز زاؽتٝ ثبؽس ٚ اٌز ٕٞجٙسرا 𝐺      ٌزاف

 . ٌٛییٓ٘بٕٞجٙسٌزافی ٕٞجٙس ٘جبؽس آٖ را 

 اعت ٞزٌبٜ اس ِحبً ٕٞجٙسی ٔبوغیٕبَ ثبؽس، یْٙی ِٔٛفٝ ٕٞجٙسی یه 𝐺 اس ٌزاف𝐹     سیز ٌزاف 

𝐹، وٝ زاری𝐻ٓثزای ٞز ٌزاف ٕٞجٙس ⊆ 𝐻 ⊆ 𝐺ٓ٘تیدٝ ثٍیزی ،𝐹 = 𝐻. تْساز ِٔٛفٝ ٞبی ٕٞجٙسی 

 .  ٕ٘بیؼ ٔی زٞیٓ𝜅(𝐺) را ثب𝐺ٌزاف

 . ٌٛیی𝐺ٓ اسفبوتٛر ثزاثز ثبؽس وٝ ثٝ آٖ یه 𝐻ٚ𝐺  ٌٛییٓ ٞزٌبٜ ٔزتجٝ فزاٌیز را𝐺 اس𝐻سیز ٌزاف     

𝑒، یبِی ٔب٘ٙس𝐺 اس ٌزافپُ     یه  ∈ 𝐸(𝐺)ٝاعت و 𝜅 𝐺 − 𝑒 > 𝜅(𝐺). پّی را وٝ یىی اس 

 .   ٔی ٌٛییٓیبَ آٚیشاٖزٚ ا٘تٟبی آٖ رأط ا٘تٟبیی یب زرخٝ یه ثبؽس، 

 را زاراعت ٚ 𝐺 ٔی ٌٛییٓ ٞزٌبٜ ؽبُٔ زٚری ثبؽس وٝ تٕبْ رئٛطٌزافی ٞبٔیّتٛ٘ی را 𝐺ٌزاف     

 . ٔی ٘بٔیٓزٚر ٞبٔیّتٛ٘یزٚری اس ٌزاف ٞبٔیّتٛ٘ی را وٝ ؽبُٔ تٕبْ رئٛط اعت، 

ٕٞجٙس  را 𝐺ٌزاف. ٌٛییٓ ٔغیز ٞبٔیّتٛ٘ی ثبؽس، 𝐺    ثٝ ٔغیزی وٝ ؽبُٔ تٕبْ رئٛط ٌزاف 

 . ٌٛییٓ ٞزٌبٜ ثیٗ ٞز زٚ رأط آٖ یه ٔغیز ٞبٔیّتٛ٘ی ٚخٛز زاؽتٝ ثبؽسٞبٔیّتٛ٘ی

𝑆 ٌٛییٓ، ٞزٌبٜ ثب یىسیٍز ٔدبٚر ٘جبؽٙس ِذا ٔدّٕٛٝ ٔغتمُ را𝐺     زٚ رأط اس ⊆ 𝑉(𝐺) را 

 .ٔغتمُ ٔی ٘بٔیٓ، ٞز ٌبٜ تٕبٔی اّنبی آٖ زٚثٝ زٚ ٔغتمُ ثبؽٙس

,𝑢 ثیٗ زٚ رأطفبفّٝ       𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) َٛثزاثز اعت ثب ٔیٙیٕٓ ى ،𝑢 − 𝑣ٔغیزٞبی ٚالِ زر 𝐺 ٝو ،

,𝑑(𝑢آٖ را ثب 𝑣)ٕٓ٘بیؼ ٔی زٞی . 

𝑣     ثزای ٞز رأط ∈ 𝑉(𝐺)  ، را ثبٌزیش اس ٔزوش𝑒(𝑣)ٕ٘بیؼ ٔی زٞیٓ وٝ ثزاثز اعت ثب : 

𝑒 𝑣 = max 𝑑 𝑢, 𝑣 : 𝑢 ∈ 𝑉(𝐺) . 
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 : ٕ٘بیؼ ٔی زٞیٓ وٝ ثزاثز اعت ثبrad(𝐺) را ثب 𝐺 ٌزافؽْبُ     

rad 𝐺 = min 𝑒 𝑣 : 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) . 

 : ٕ٘بیؼ ٔی زٞیٓ وٝ اس راثيٝ سیز ثسعت ٔی آیسdiam(𝐺) را ثب 𝐺 ٌزاف ليز    

diam 𝐺 = max 𝑒 𝑣 : 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺) . 

𝑢،𝑣     زٚ رأط  ∈ 𝑉(𝐺)ُٔی ٌٛییٓ ٞزٌبٜ زاؽتٝ ثبؽیٓ را رئٛط ٔتمبث : 

𝑑 𝑢, 𝑣 = diam(𝐺). 
 . ْٔزٚف اعتٌزاف پتزعٗ     ٌزاف سیز وٝ اس آٖ زر ایٗ پبیبٖ ٘بٔٝ اعتفبزٜ ٔی ٌززز ثٝ 

 

     

 

 

 

 
 
 

 1.1ؽىُ

 𝑉(𝐺1) اسφ  اعت اٌز ٍ٘بؽتی یه ثٝ یه ٔب٘ٙسیىزیرت 𝐺2 ثب ٌزاف𝐺1     ٌزاف

𝑢𝑣ٔٛخٛز ثبؽس وٝ حبفٌ ٔدبٚرت ثبؽس، یْٙی 𝑉(𝐺2) زرٖٚ ∈ 𝑉(𝐺1) ٓاٌز ٚ تٟٙب اٌز زاؽتٝ ثبؽی 

 𝜑 𝑢 𝜑 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺2) . 

یه رً٘ ثٝ -  ّجبرت اعت اس ٘غجت زازٖ رً٘ ٞبیی ثٝ رئٛط ٌزاف𝐺 ٌزافرً٘ آٔیشی عزٜ     

ثٍٛ٘ٝ ای وٝ رأط ٞبی ٔدبٚر رً٘ ٞبی ٔتفبٚت زاؽتٝ ثبؽٙس ٚ رً٘ ٞبی ثىبر رفتٝ ٔی - ٞز رأط

  ثزای ٘بْ 𝑘ٚ. . . ، 2، 1تٛا٘ٙس ّٙبفزی اس ٞز ٔدّٕٛٝ ثبؽٙس ِٚی ٔب زر رً٘ آٔیشی اس اّساز ىجیْی

 .ٌذاری رً٘ ٞب اعتفبزٜ ٔی وٙیٓ

:𝑐را ٔی تٛاٖ ثٝ فٛرت تبثِ  (عزٜ)     ثٙبثزایٗ، یه رً٘ آٔیشی  𝑉(𝐺) ⟶ ℕ ٝزر َ٘زٌزفت ث 

𝑐(𝑢) ٔدبٚر ثبؽٙس آٍ٘بٜ 𝐺 زر𝑢 ٚ 𝑣ىٛری وٝ ٞزٌبٜ  ≠ 𝑐(𝑣) . اٌز ٞز رً٘ ثٝ وبر رفتٝ یىی

 زر یه. ٌٛییٓ ٔی رً٘ آٔیشی 𝑘− رً٘ زازٜ ؽسٜ ثبؽس، آٖ ٌبٜ ثٝ ایٗ رً٘ آٔیشی یه 𝑘اس

                                                             
𝟏 − antipodal 
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−𝑘 2، 1 رً٘ آٔیشی فزك ٔی وٙیٓ وٝ رً٘ ٞبی ، . . .ٚ𝑘وٕتزیٗ ّسز فحیح .   ثٝ وبر رفتٝ ا٘س𝑘 

 ٘بٔیسٜ ٔی 𝐺 رٍ٘ی ّسز زاؽتٝ ثبؽیٓ 𝐺 رً٘ آٔیشی اس ٌزاف 𝑘−وٝ ٔی تٛا٘یٓ ثٝ ٚعیّٝ آٖ یه 

 . ٕ٘بیؼ ٔی زٞیٓχ(𝐺) ؽٛز وٝ آٖ را ثب 

1 وٝ 𝑘 اعت ٚ یه ّسز فحیح 𝑑 ٚليز 𝑛 وٝ زارای ٔزتجٝ 𝐺  ثزای ٌزاف ٕٞجٙس  ≤ 𝑘 ≤ 𝑑 یه ،

−𝑘 اس ٌزاف رً٘ آٔیشی رازیٛیی 𝐺ٓ٘ؾبٖ ٌذاری ثزای :  را ثٝ ایٗ فٛرت تْزیف ٔی وٙی

  زاؽتٝ ثبؽی𝐺ٓ اس 𝑢ٚ 𝑣 اعت، ىٛری وٝ ثزای ٞز زٚ رأط ٔتفبٚت 𝑐 ٔب٘ٙس 𝐺رئٛط

.𝑑 𝑢, 𝑣 +   𝑐 𝑢 − 𝑐 𝑣  ≥ 1 + 𝑘 

، ثزاثز ٔبوشیٕٓ رً٘ 𝐺 اس ٌزاف𝑐   رً٘ آٔیشی رازیٛیی ٔب٘ٙس𝑘− اس یهrck ( 𝑐 )ٔمسار     

  ثزاثز اعت ثب𝐺 اس ٌزاف rck(𝐺) اعت ٚ  𝑐 تٛعو𝐺اذتقبؿ زازٜ ؽسٜ ثٝ رئٛط

}  ( 𝑐 ) rck min{ وٝ ٔیٙیٕٓ رٚی تٕبٔی −𝑘 رً٘ آٔیشی رازیٛیی ٞب ٌزفتٝ ؽسٜ اعت ٚ یه 

−𝑘 رً٘ آٔیشی رازیٛیی ٔب٘ٙس 𝑐اس ٌزاف 𝐺 ، −𝑘 رً٘ آٔیشی رازیٛیی ٔیٙیٕٓ اعت اٌز 

rck 𝑐 = rck(𝐺) . 

ایٗ ٔفْٟٛ اس ٔغؤِٝ ٘ؾبٖ ٌذاری وب٘بَ ٞب، اِٟبْ ٌزفتٝ ؽسٜ اعت وٝ زر ایٗ ٘ؾبٖ ٌذاری، وب٘بَ      

٘ؾبٖ  (ٚ ثزذی فبوتٛرٞبی زیٍز)ثیٗ زٚ ایغتٍبٜ   ىجك فبفFMّٝٞب  ثزای ایغتٍبٟٞبی رازیٛی ٔٛج 

 .ٌذاری ٔی ؽٛ٘س

 رً٘ آٔیشی رازیٛیی تْٕیٕی اس یه رٍ٘آٔیشی 𝑘−  اعت، χ(𝐺) ٕٞبٖ rc1 (𝐺)اس آ٘دب وٝ

 .ثبؽس ِْٕٔٛی ٔی

– ثبؽس، ثٝ خبی ّسز  𝑑 ثزاثز𝐺اٌز ليز ٌزاف      𝑑 اعتفبزٜ ّسز رازیٛیی اس  رً٘ آٔیشی رازیٛیی 

 .ٌززز ٔی

 . اعتفبزٜ ٔی ٌززز ثزچغت رازیٛییاس  رً٘ آٔیشی رازیٛیی𝑑− ٞٓ چٙیٗ ثٝ خبی

 ٚاحس اذتلاف زاؽتٝ 𝑑زر ایٗ ُ٘ٛ رً٘ آٔیشی، ٘ؾبٖ ٞبی ٔزثٛه ثٝ زٚ رأط ٔدبٚر ثبیس حسالُ      

𝑑 اعت، ثبیس حسالُ 2ثبؽٙس ٚ رأط ٞبیی وٝ فبفّٝ ؽبٖ ثزاثز  −  ٚاحس اذتلاف زاؽتٝ ثبؽٙس ٚ ثٝ 1

 وٝ تٟٙب وبفی اعت، ٔتفبٚت ثزچغت ٌذاری ٔی رعیٕٓٞیٗ تزتیت اِی آذز، تب ثٝ رأط ٞبی ٔتمبثُ 

 .ؽسٜ ثبؽٙس

𝑑)−یه      −   𝑖 رً٘ آٔیشی رازیٛیی ٔحسٚزیت وٕتزی زارز، ٚ زٚ رأط ثٝ فبفّٝ (1

(𝑑  1 ≤ 𝑖 𝑑وبفی اعت وٝ (≥ − 𝑖    ُٚاحس اذتلاف زاؽتٝ ثبؽٙس ٚ اس آ٘دبیی وٝ، رأط ٞبی ٔتمبث  

                                                             
𝟏 − radio 𝑘 − coloring 
𝟐 − radio 𝑑 − chromatic number 
𝟑 − radio number   
𝟒 − radio labeling 
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–ٔیتٛا٘ٙس یه ٘ؾبٖ اذتیبر وٙٙس،  (𝑑 − را رً٘ آٔیشی رازیٛیی ٔتمبثُ یب ثٝ  رً٘ آٔیشی رازیٛیی (1

 اس rc𝑑−1(𝐺) ٘یش ٔی ٘بٔٙس ٚ زر ایٗ ُ٘ٛ رً٘ آٔیشی ثدبی رً٘ آٔیشی ٔتمبثُىٛر عبزٜ تز 

ac(𝐺) اعتفبزٜ ٔی ؽٛز . 

𝑛 3 ثب ٔزتج𝑃𝑛ٝزر ٔٛرز  𝑛ليز ) ≤ − اٌز رً٘ آٔیشی ٔتمبثُ را ثزرعی وٙیٓ، فمو رئٛط  ( 1

 ٔیتٛا٘ٙس رً٘ ٕٞغبٖ اذتیبر وٙٙس ٚ ٔيٕئٙب ایٗ زٚ رأط ثب یه ٔغیز ٞبٔیّتٛ٘ی ثٝ ٞٓ 𝑃𝑛 ا٘تٟبیی 

,𝑑 𝑢 ثبؽٙس 𝑃𝑛ٚ  زٚ رأط ٔتفبٚت اس 𝑢ٚ 𝑣اٌز . ٔتقّٙس 𝑣 = 𝑖ٜآٍ٘ب ،                             

|𝑐(𝑢) − 𝑐(𝑣)| ≥ 𝑛 − 1 −  𝑖. 

𝑢ىَٛ وٛتبٞتزیٗ ٘ٝ تٟٙب  𝑖زرذت اعت، آٍ٘بٜ  𝑃𝑛      اس آ٘دب وٝ  − 𝑣 ٔغیز اعت، ثّىٝ زر 

𝑢حمیمت ىَٛ تٟٙب  − 𝑣ٔغیز اعت ٚ ٞز 𝑢 − 𝑣 ٔغیز زر 𝑃𝑛 اس زٚ رأط ٔتفبٚت، ثب یه ٔغیز 

𝑢ٚاحس ثٝ یىسیٍز  ٔتقُ ٔی ؽٛ٘س زر ٘تیدٝ، ىَٛ ثشرٌتزیٗ  − 𝑣ٔغیز زر 𝑃𝑛٘یش ثزاثز 𝑖 اعت. 

,𝐺 ،𝐷(𝑢    اٌز ثزای ٌزاف ٕٞجٙس 𝑣) ٗرا ىَٛ ىٛلا٘ی تزی 𝑢 − 𝑣ٔغیز زر 𝐺 تْزیف وٙیٓ، ؽزه 

  و𝑃𝑛ٝلاسْ ثزای یه رً٘ آٔیشی ٔتمبثُ زر 

|𝑐(𝑢) − 𝑐(𝑣)| ≥ 𝑑(𝑢, 𝑣) + 𝑑  

 : اعت ثٝ ایٗ فٛرت زر ٔیآیس

𝐷(𝑢, 𝑣) +   𝑐 𝑢 − 𝑐(𝑣) ≥ 𝑛 − 1. 

رً٘ آٔیشی  پیؾٟٙبز ٔی وٙس، وٝ ٕٞبٖ 𝐺      ؽزه فٛق، ّ٘ٛی رً٘ آٔیشی را ثزای ٌزاف ٕٞجٙس

 (اّساز فحیح ٔثجت)،  ٘ؾبٍ٘ذاری اس رً٘ ٞب 𝐺 اس ٌزاف𝑐رً٘ آٔیشی ٞبٔیّتٛ٘ی.  اعتٞبٔیّتٛ٘ی

 : زاؽتٝ ثبؽی𝐺ٓ اس𝑢ٚ 𝑣 اعت، ثٝ لغٕی وٝ ثزای ٞز زٚ رأط ٔتفبٚت 𝐺ثزای رئٛط 

𝐷(𝑢, 𝑣) +   𝑐 𝑢 − 𝑐 𝑣  ≥ 𝑛 − 1. 

 𝐺 ٔیتٛا٘ٙس رً٘ یىغبٖ اذتیبر وٙٙس، اٌز زر𝑢ٚ  𝑣زر ایٗ ُ٘ٛ رً٘ آٔیشی زٚ رأط ٔرتّف ٔب٘ٙس 

𝑢یه − 𝑣ٔمسار.  ٔغیز ٞبٔیّتٛ٘ی ٚخٛز زاؽتٝ ثبؽس hc(𝑐 ) اس رً٘ آٔیشی ٞبٔیّتٛ٘ی  𝑐 ثزای 

ّسز رٍ٘ی رً٘ آٔیشی .  ٔیجبؽس 𝑐 تٛعو𝐺، ٔبوشیٕٓ رً٘ اذتقبؿ زازٜ ؽسٜ ثٝ رأعی اس𝐺ٌزاف

- وٝ ٔیٙیٕٓ رٚی تٕبٔی رً٘ آٔیشیmin{ hc(𝑐) } ثزاثز اعت ثب 𝐺اس ٌزاف  ( hc(𝐺))ٞبٔیّتٛ٘ی 

 . ٌزفتٝ ؽسٜ اعت𝑐ٞبی ٞبٔیّتٛ٘ی 

 ، رً٘ آٔیشی ٞبٔیّتٛ٘ی ٔیٙیٕٓ اعت اٌز𝐺 اس ٌزاف 𝑐آٔیشی ٞبٔیّتٛ٘ی   رً٘

hc 𝑐 = hc(𝐺). 

 

                                                             
𝟏 − antipodal coloring   



 

 

 

 

 

 

 

 

 فصل دٍم
 

 تبریرچٝ ٚلنیٝ ٞبی ٟٔٓ زر رً٘ آٔیشی ٞبٔیّتٛ٘ی ٌزاف ٞب
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 ّاهیلتًَی گراف ّای رًگ آهیسی   تاریخچ1.2ِ

 رً٘ آٔیشی ٌزاف ٞب آغبس 𝑘−     ثٝ َٔٙٛر آؽٙبیی ثیؾتز ثب رً٘ آٔیشی ٞبٔیّتٛ٘ی ٌزاف ٞب، اثتسا اس

، تَٙیٓ ایغتٍبٟٞبی FCC  یب زر ایبلات ٔتحسٜ یىی اس ٍٚبیف عبسٔبٖ ثزلزاری ارتجبىبت. ٔیىٙیٓ

ٞز ایغتٍبٜ، ثب فزوب٘غی وٝ ثبیس ّجٛر زٞس، ؽْبُ ٔؤثز ٚ آ٘تٗ زٞی ثبلا .  ٔی ثبؽسFMرازیٛیی 

ثبؽٙس، ثٝ تْسازی اس  ٞب ٔی ؽٛز ٚ ایٗ ّٛأُ وٝ ٔؾرـ وٙٙسٜ یه ولاط اس ایغتٍبٜ ٔؾرـ ٔی

 خبیٍذاری FM ٔؤٔٛریت زاؽت ایغتٍبٟٞبی رازیٛیی  FCC.فبوتٛرٞبی ْٔیٗ ٚاثغتٝ ٞغتٙس

زر یه ٔحسٚزٜ را وٝ ثب ٞٓ ٔدبٚر٘س، ثٝ ٌٛ٘ٝ ای تَٙیٓ وٙس وٝ وب٘بَ ٞبی ٔتفبٚتی را  (ٚالِ)ؽسٜ

 .ٔؾرـ وٙٙس

ثٝ ّٙٛاٖ ٔثبَ زٚ .  تفبٚت زاؽتٝ ثبؽٙس KHz 200      زٚ وب٘بَ ٔدبٚر زر َ٘ز ٌزفتٝ ٔی ؽٛ٘س، اٌز

فبفّٝ ثیٗ زٚ ایغتٍبٜ .  ٔدبٚر یىسیٍز ٞغتٙسMHz ٚ 105/9 MHz 7/ 105ایغتٍبٜ زر وب٘بِٟبی 

 ویّٛ ٞزتش ثب 600 تب 400فبفّٝ ثیٗ زٚ ایغتٍبٜ وٝ ثیٗ .  ثبؽس 72Kmرازیٛیی یىغبٖ، حسالُ ثبیس

ثٝ َٔٙٛر یبفتٗ ٘ؾبٍ٘ذاری ثٟیٙٝ زر وب٘بَ ٞب خٟت ا٘تربة .  ثبؽسKm 31ٞٓ ٔتفبٚتٙس ثبیس حسالُ 

ٞبی ْٔیٗ ٔب٘ٙس فبفّٝ ثیٗ ایغتٍبٟٞب ٚ یب  ٔدّٕٟٛبی اس ایغتٍبٟٞبی ا٘تمبَ رازیٛیی، ىجك ٔحسٚزیت

 . ارخبُ زازٜ ٔی ؽٛزفبوتٛرٞبی زیٍز، ثٝ ٔغؤِٝ ٘ؾبٖ ٌذاری وب٘بَ ٞب

 ثزٔی 1970     اعتفبزٜ اس ٌزاف تئٛری زر ٘ؾبٍ٘ذاری وب٘بَ ٞب ٚ ٔغبئُ ٔؾبثٝ، حسالُ ثٝ عبَ 

 ٘ؾبٍ٘ذاری وب٘بَ ٞب را ثٝ فٛرت ٔحسٚزیت  فبفّٝ فزوب٘ظ ٞب،  ، ٞب1980َزرعبَ . ٌززز

ٔسِغبسی وزز ٚ زر ٔٛرز وبرثزز آٖ ٞب ٚ إٞیت آٖ زر ز٘یبی ٚالْی ثٝ ٔجبحثٝ پززاذت ٚ اس آٖ سٔبٖ 

 .   آٔیشی ٞبی ٌزاف ٞب ثٛزٜ اعت ثٝ ثْس ایٗ ٔغؤِٝ اِٟبٔجرؼ ثزذی اس رً٘

 ٘بْ ٌزفت وٝ زر  رً٘ آٔیشی𝑇− ٔيبِْبت ٔؾبثٟی زاؽتٙس، وٝٚ راثزتش    زر عبِٟبی ثْس وبس٘ش

 اّساز را ىٛری ثٝ رئٛط 𝑇آٔیشی ثب زاؽتٗ ٔدّٕٟٛبی اس اّساز فحیح غیز ٔٙفی، ثٝ ّٙٛاٖ  ایٗ رً٘

ثٝ ّٙٛاٖ ٔثبَ اٌز .  ٘جبؽس𝑇اذتقبؿ ٔیسٞیٓ وٝ تفبمُ ٘ؾبٖ ٞبی ٞز زٚ رأط ٔدبٚر ٔمساری اس 

                                                             
𝟏 − Federal Communicate Commission 
𝟐 − Cannel Assignment Problem 

𝟑 − Hale 
𝟒 −  cozzense 
𝟓 −  roberts 
𝟔 −  𝑇 − coloring 
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𝑇 = ٞٓ چٙیٗ ّ٘ٛی زیٍز  اس رً٘ .   رً٘ آٔیشی ٕٞبٖ رً٘ آٔیشی ِْٕٔٛی ٔیجبؽس𝑇−، آٍ٘بٜ{0}

زر ایٗ رً٘ آٔیشی، ثبیس رأط .  ٘بْ ٌزفت رً٘ آٔیشی𝐿(2,1)−آٔیشی اس ایٗ ٔغؤِٝ ثسعت آٔس وٝ 

، وبفی اعت وٝ ٔتفبٚت 2 زاؽتٝ ثبؽٙس ٚ رأط ٞبی ثب فبفّٝ 2ٞبی ٔدبٚر اذتلافی ثٝ ٔیشاٖ حسالُ 

 زر ایٗ 1 رً٘ آٔیشی رازیٛیی، وٝ زر فقُ 𝑘−ایٗ ٔغؤِٝ زر ٟ٘بیت ٔٙتٟی ؽس ثٝ . رً٘ آٔیشی ؽٛ٘س

 .ٔٛرز تٛمیح زازٜ ؽس

 آٔیشی ٞبٔیّتٛ٘ی ثزذی اسٌزاف ٞب   ر2.2ً٘

 ٚ ّسز رٍ٘ی ٞبٔیّتٛ٘ی آٖ ac(𝐺) را ثب 𝐺     یبزآٚری ٔی وٙیٓ وٝ ّسز رً٘ آٔیشی ٔتمبثُ ٌزاف 

𝑛 ٔی ثبؽس وٝ زارای ليز𝑛 تٟٙب ٌزاف اس ٔزتجٝ 𝑃𝑛اس آ٘دب وٝ . ٕ٘بیؼ ٔی زٞیٓhc(𝐺)را ثب  − 1 

 :تٛاٖ ٌفت اعت، ِذا ٔی

= hc 𝐺 ثبؽس، آٍ٘ب𝑃𝑛ٜ  ثزاثز ٔغیز 𝐺اٌز ٌزاف ([1])1.2هشاّذُ ac(𝐺) . 

𝑛 اس ٔزتج𝐺ٕٝٞجٙس ٌزاف     ≥  : ٌٛییٓ اٌز را ٘یٓ ٕٞجٙس ٞبٔیّتٛ٘ی3

𝐷 𝑢, 𝑣 =  
𝑛 − اٌز 𝑣  ٚ 𝑢 ٔدبٚر  ثبؽٙس                      2

𝑛 − اٌز 𝑣  ٚ 𝑢 ٔدبٚر ٘جبؽٙس                      1
                                (1 − 2)   

  

  رًگ آهیسی گراف ّای ًین ّوبٌذ ّاهیلتًَی2.2.1

𝑛آٔیشی ٞبٔیّتٛ٘ی ٌزاف  ٘یٓ ٕٞجٙس ٞبٔیّتٛ٘ی اس ٔزتجٝ  ، ر𝑐ً٘      اٌز  ≥ ثزای ٞز  ثبؽس، آٍ٘بٜ 3

  زاری𝐺ٓ اس رئٛط ٔتفبٚت 𝑢ٚ 𝑣خفت 

𝐷(𝑢, 𝑣) +   𝑐 𝑢 − 𝑐 𝑣  ≥ 𝑛 − 1. 

1) ٔدبٚر ثبؽٙس، ىجك 𝑢ٚ  𝑣     اٌز  − 𝑐(𝑢)|  زاریٓ (2 − 𝑐(𝑣)| ≥  ٚ 𝑢 ٚ زر فٛرتی وٝ 1

𝑣 1) غیز ٔدبٚر ثبؽٙس ثبس ٞٓ ىجك − 𝑐(𝑢)| زاریٓ (2 − 𝑐(𝑣)| ≥  وٝ زر ٚالِ زٚ رأط ٘ؾبٖ 0

وٙٙس، اٌز ٔدبٚر ثبؽٙس ٚ ٔی تٛا٘ٙس ٘ؾبٖ ٞبی یىغبٖ اذتیبر وٙٙس اٌز غیز  ٞبی ٔرتّف  اذتیبر ٔی

                                                             
𝟏 −  𝐿 2،1 − coloring 

𝟐 −  semihamiltonian − connected 
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  ٘یٓ ٕٞجٙس ٞبٔیّتٛ٘ی ثبؽس 𝐺ٔدبٚر ثبؽٙس، وٝ ٕٞبٖ رً٘ آٔیشی ِْٕٔٛی اعت ثٙبثزیٗ اٌز ٌزاف

  آٍ٘بٜ

hc 𝐺 = χ  𝐺 . 

 ٚ ٌزاف پتزعٗ را زر َ٘ز ٌزفت وٝ ٘یٓ ٕٞجٙس ٞبٔیّتٛ٘ی ٔی𝑃3تٛاٖ ٌزاف       ثٝ ّٙٛاٖ ٔثبَ، ٔی

 3 2ٚثبؽٙس، ثٙبثزیٗ ّسز رٍ٘ی ٞبٔیّتٛ٘ی آٖ ٞب ثب ّسز رٍ٘ی ِْٕٔٛی آٖ ٞب یىی اعت وٝ ثٝ تزتیت 

ثٝ ٞز حبَ ٕٔىٗ اعت ٌزافٟبی زیٍزی اس ایٗ ُ٘ٛ ثبؽٙس ِٚی تب ثٝ حبَ ؽٙبذتٝ ٘ؾسٜ . ثبؽس ٔی

 .ا٘س

hc(𝐺) ٌزافی ٕٞجٙس ثبؽس، آٍ٘ب𝐺ٜفزك وٙیس([1])  2.2هشاّذُ =  ٕٞجٙس 𝐺 اٌز ٚ تٟٙب اٌز 1

 .ٞبٔیّتٛ٘ی ثبؽس

 

 

 

 

 

 

 𝐺 اس𝑐0رً٘ آٔیشی ٞبٔیّتٛ٘ی - 1.2ؽىُ

 

 

 

 

 

 

 

𝑐 رً٘ آٔیشی ٔتمبثُ - 2.2ؽىُ  𝐺اس ′
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 یال آٍیساى بِ گرافی 2 یا 1 رًگ آهیسی ّاهیلتًَی گراف ّایی کِ با افسٍدى 2.2.2

 . ّاهیلتًَی بِ دست آهذُ اًذ

𝑛 ٌزافی ٞبٔیّتٛ٘ی اس ٔزتجٝ 𝐻 فزك وٙیس([1])1.2لن ≥  ٌزافی ثبؽس وٝ ثب افشٚزٖ 𝐺اٌز.  اعت4

= hc 𝐺یه یبَ آٚیشاٖ ثٝ آٖ ثٝ زعت آٔسٜ ثبؽس، آٍ٘بٜ 𝑛 − 1 . 

:𝐶 فزك وٙیس. اثبات 𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛−1, 𝑣1 زٚر ٞبٔیّتٛ٘ی اس ٌزاف 𝐻 ٚ 𝑣1𝑣𝑛ٖیبَ آٚیشا 𝐺 

,𝑢اسآ٘دب وٝ ثزای تٕبْ.  زر َ٘ز ثٍیزیس𝐺 را رً٘ آٔیشی ٞبٔیّتٛ٘ی ثزای𝑐. ثبؽس 𝑣 ∈ 𝑉(𝐶) ٓزاری  : 

𝐷 𝑢, 𝑣 ≤ 𝑛 − 2، 

hc(𝑐) ٘ؾبٖ یىغبٖ ٘سار٘س ٚ زاریٓ 𝐶، ٞیچ زٚ رأعی اس زٚر𝑐     ِذا زر رً٘ آٔیشی  ≥ 𝑛 − 1 ،

 ثٙبثزایٗ

hc(𝐺) ≥ 𝑛 − 1. 

1 را ثٝ ایٗ فٛرت تْزیف ٔیىٙیٓ وٝ ثزای ٞز𝐺اس 𝑐0رً٘ آٔیشی      ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 −  :  زاؽتٝ ثبؽی1ٓ

𝑐0 𝑣𝑖 = 𝑖ٚ 𝑐0 𝑣𝑛 = 𝑛 − 1. 

   . اعت𝐺 یه رً٘ آٔیشی ٞبٔیّتٛ٘ی𝑐0٘ؾبٖ ٔیسٞیٓ وٝ ( را ثجیٙیس1.2ؽىُ  )

1 را زر َ٘ز ثٍیزیس ثٝ ىٛری وٝ 𝑣𝑖ٚ 𝑣𝑗     اثتسا زٚ رأط  ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ n −  ، آٍ٘بٜ زاری1ٓ

 𝑐0 𝑣𝑖 − 𝑐0 𝑣𝑗   = 𝑗 − 𝑖ٝزر حبِی و 𝐷(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗 ) ≥ 𝑛 − 1 + 𝑖 − 𝑗ٗثٙبثزای ، 

 𝑐0 𝑣𝑖 − 𝑐0 𝑣𝑗   + 𝐷(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗 ) ≥ 𝑛 − 1. 

1 را زر َ٘ز ثٍیزیس ثٝ ىٛری و𝑣𝑖 ٚ 𝑣𝑛ٝاوٖٙٛ زٚ رأط       ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − ، ثٙبثزایٗ ىجك تْزیف 1

− 𝑐0 𝑣𝑖 زاریٓ  𝑐0 𝑣𝑛  = 𝑛 − 1 − 𝑖 ٓاس ىزفی زاری ،𝐷(𝑣𝑖 , 𝑣𝑛) ≥ 𝑖ِذا  

 𝑐0 𝑣𝑖 − 𝑐0 𝑣𝑛  + 𝐷 𝑣𝑖 , 𝑣𝑛 ≥ 𝑛 − 1. 

≥ hc 𝐺 اعت ٚ زاری𝐺ٓ یه رً٘ آٔیشی ٞبٔیّتٛ٘ی𝑐0     ثٙبثزایٗ، hc 𝑐0 = n −  وٝ اثجبت 1

 .وٙس را وبُٔ ٔی

  ٔٛخٛز اعت ثٝ ىٛری وٝ زاری𝐺𝑛ٓذب٘ٛازٜ ای ٘بٔتٙبٞی اس ٌزاف ٞب ٔب٘ٙس  1.2گسارُ

ac 𝐺𝑛 = hc 𝐺𝑛 = n − 1. 

𝑛   فزك ٔی وٙیٓ  ≥  را ٌزافی زر َ٘ز ثٍیزیٓ وٝ ثب امبفٝ ٕ٘ٛزٖ یه یبَ 𝐺𝑛، زر ایٗ حبِت اٌز4

 فزك وٙیس.  ٔی ثبؽس2  ٚ ليز آ𝑛ٖ ثزاثز𝐺𝑛 ثسعت آٔسٜ ثبؽس، پظ ٔزتج𝐾𝑛−1ٝآٚیشاٖ ثٝ

𝑉 𝐺𝑛 =  𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛 ٓثٝ لغٕی وٝ زاؽتٝ ثبؽی ،  deg vn = 1ٚ 𝑣𝑛−1 𝑣𝑛 ∈ 𝐸(𝐺𝑛) 


