
١ 
 

  

  دانشگاه فردوسی مشھد

  دانشکده علوم رياضی

  گروه رياضی محض

  

  عنوان

  كراندار و توسعه اشتقاقھا ی نگاشتھای دوخطیآرنز منظم پذيری

  

  ارائه شده جھت اخذ درجه کارشناسی ارشد

  

  استاد راھنما

  آقای دكتر حميدرضا ابراھيمی ويشكی 

  استاد مشاور

  خانم دكتر معصومه فشندی

  نگارنده

  پور وھه مھدیسيده شك

  

  

  ١٣٨٩شھريور

  



٢ 
 

  فھرست مطالب

  صفحه                           عنوان                                                                       

  

  

  پيش نيازھا و مقدمات                                                   : فصل اول

                            ۴                                                                         قضايای مقدماتی          ١-١

  

  

  فصل دوم 

                                                       ٩                        منظم پذيری آرنزنگاشت ھای دوخطی                               ١-٢

    ١٩                   منظم پذيری آرنز اعمال مدولی                                            ٢-٢

  ۴٠                 مرکز توپولوژيک جبرھای خارج قسمتی                                 ٣-٢

  

  

           

  فصل سوم

   ۶۴                                                     دوگان دوم يک اشتقاق                      -٣

  

  

  

  

  

                                                                 
  



٣ 
 

  مقدمه

دو گسRRترش طبيعRRی عمومRRا   f:X×Y→Z ماننRRد نگاشRRت دوخطRRی يRRک نشRRان داد کRRه] ٣[آرنRRزدر

fمتفاوت fو ∗∗∗ مRنظم  f وقتی ايRن گسRترش ھRا برابRر باشRند   روی فضاھای نرمدار داردکه �∗∗∗�

رنRز آمRنظم  A دارای ايRن ويژگRی باشRد خRود   Aاگر عمل ضرب جبر بانRاخ.شود رنز ناميده میآ

  در فصRل دوم ،بيRان مRي شRود   دراين پايان نامه در فصل اول قضاياي مقRدماتي. شود خوانده می

ھRاي  بRراي مRنظم پRذيري نگاشRتنگاشRت ھRاي دو خطRي مRي پRردازيم و محكRي  بخش اول بRه  در

    مRRRRنظم اسRRRRت اگRRRRر و تنھRRRRا اگRRRRر f دھRRRRيم  نشRRRRان مRRRRید شRRRRو دوخطRRRRي كرانRRRRدار ارائRRRRه مRRRRي

f ∗∗∗∗�z∗, x∗∗	 ⊆ Y∗   ته آاين مطلب تعميمي براي برخي از دستRن  ]۴،٧[وردھاي گذشRدر اي

  Xدول بانRاخم_Aدر بخش دوم  محك ارائه شده را براي عمل ھاي مدول يك  .خواھد بود  مورد

  در بخش سوم به مقاله. خواھند يافت  بكار مي بريم تعميم  ∗Aروی كه به اعمال مدولي 

Z. Hu et al., On topological centre problems and SIN quantum groups, J. 

Funct. Anal. 257(2009),no.2,610-640  

: DويRRRک اشRRRتقاق  XمRRRدول بانRRRاخ ماننRRRد  AبRRRرای يRRRک . مRRRي پRRRردازيم A → X∗      ان دومRRRدوگ

D∗∗: A∗∗ → X∗∗∗  يک گسترش خطیD ست كه ا مسئله مورد نظر ما اين  در فصل سوم .است

:∗∗Dتحت چه شرايطي A∗∗ → X∗∗∗ اران.خواھد بود دوباره يک مشتقRت  ديلز و ھمکRراي حالRب

              سRRRت كRRRها ايRRRن  ∗∗DبRRRودن نشRRRان دادنRRRد كRRRه شRRRرط dزم و كRRRافي بRRRراي مشRRRتق X=AخRRRاص 

D∗∗ (A∗∗).A∗∗ ⊆ A∗  ]در مقاله تعميم يافته ھايی از حکم فوق ].٧  

S.Mohammadzadeh and H.R.E Vishki ,Arens regularity of module actions 

and the second dual of a derivation.Bull.Ausral.Math.Soc.77(2008),465-4  



۴ 
 

اين قضيه . با اثباتي مستقيم بيان مي كند ∗D: A→Xيج را براي حالت عمومي مده است که نتاآ
 .دھد تعميم مي∗D: A → X را در حالت عمومي  ] ٧،۵[ر برخي نتايج ديگ
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  قضايای مقدماتی -١

  در اين فصل به بيان قضايای مورد نياز در فصول بعدی می پردازيم

باشRد آنگRاه مجموعRه  Aآل بسRته  هايRد Iجبر نRرم دار و  Aاگر  :قضيه ) ١-١
�
رب ضRبRا جمRع و  �

λ و  a,b∈Aبرای ھر  . اسکالر و ضرب زير يک جبر است  ∈ I      کنيم  تعريف می :  

(a+I)+(b+I)=(a+b)+I 

λ(a+I)=(λa)+I 

(a+I)(b+I)=(ab)+I 

باشRRRRRRRRRد آنگRRRRRRRRRاه  AايRRRRRRRRRده آل بسRRRRRRRRRته  IجبRRRRRRRRRر نRRRRRRRRRرم دار و AدرصRRRRRRRRRورتيکه 
�
               بRRRRRRRRRا نRRRRRRRRRرم                 �

‖a + I‖ = inf  �‖a + b‖: b ∈ I�بانRاخ باشRRد     AيRک جبRر نRرم دار اسRت و چنانچRه      
�
�   

  )مراجعه شود  ]۵[برای اثبات به مرجع ( نيز تحت اين نرم باناخ خواھد بود   

:fدو فضای توپولوژيک و Y ,Xاگر: قضيه)  ٢-١ X → Y  د وRابع باشRيک تx ∈ X  اهRآنگf  درx 

�ت اگر و تنھا اگر برای ھر تورپيوسته اسx��در  �∋� !	�f�x تور x∈X ھمگرا به  Xدر  �∋� 

Y  به  f�x	∈Y  ھمگرا باشد .  

  . مراجعه کنيد ١٢٠صفحه ] ١٢[به مرجع : برھان

 "x ∈A در ايRن صRورت. A⊆X , x ∈X فضRای توپولوژيRک باشRد و  XفRرض کنيRد : قضRيه) ٣-١

� اگر و تنھا اگر يک تورx���x  موجود باشد بقسمی که  Aدر  �∋�  → x .  

  . مراجعه کنيد ٣٧٨صفحه ] ١٠[به مرجع: برھان

:Tفضای برداری نرمدار و  Y , Xاگر : قضيه) ۴-١ X → Y  رRرايط زيRد شRی باشRديل خطRيک تب

  . ھم ارزند



۶ 
 

)١(T پيوسته است .  

)٢(T  درx=0 پيوسته است .  

%x عنصر ) ٣( ∈ X موجود است کهT ر دx% پيوسته است .  

‖	T�x‖  موجود است بRه  طRوری کRه بRرای ھRر  c>0مقدار ثابت) ۴( ≤ c‖T‖  , x ∈ X  هRک

‖T‖    در آن  = sup �‖T�x	‖  ∶   x ∈ X , ‖x‖ ≤ 1�    

  .مراجعه شود] ٩[به مرجع 

  . فشرده است 	∗w∗,B�X–فضای نرمدار باشد، آنگاه  Xاگر : قضيه آdغلو) ۵-١

  .مراجعه کنيد  ٧-٣-١]۵[به مرجع: برھان

∗X"1فضايی نرمدار باشد آنگاه Xفرض کنيد: قضيه گلدشتاين) ۶-١ = X∗∗ .  

  .يک فضای باناخ باشد آنگاه شرايط زير ھم ارزند Xاگر: قضيه)٧ -١

)١(X انعکاسی است .  

)٢ ( X∗انعکاسی است.  

  .بر ھم منطبقند ∗Xروی w∗,wتوپولوژيھای ) ٣(

  . فشرده است w , X–د گوی واح) ۴(

  . مراجعه کنيد ٧.۴.١]۵[به مرجع: برھان

T   فضRاھايی بانRاخ باشRند و Y ,XاگRر : قضيه) ٨ -١ ∈ B�X, Y	  ه در آنRک B�X, Y	  هRمجموع

  .آنگاه گزاره ھای زير ھم ارزند.است Yبه Xھمه عملگر ھای خطی پيوسته از 
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)١(T عملگری فشرده ضعيف است.  

)٢(T∗ يف استعملگری فشرده ضع.  

)٣(T∗∗�X∗∗	 ⊆ Y که در آنT∗∗  عملگر الحاقیT∗ است .  

  . پيوسته است∗X توپولوژی w-و ∗Yتوپولوژی  *w–تحت  ∗Tعملگرد ) ۴(

-٧ ]١٣[ک بRRه .ر) ۴(⇔ )١(و بRRرای  VI.١-۵]۵[ک بRRه .ر) ٣(⇔ )٢(⇔)١(بRRرای : برھRRان

۴VI.  

,∗�XفضRRايی نرمRRدار باشRRد آنگRRاه  XاگRRر : قضRRيه) ٩-١ w∗	 ∗=X )عRRه مرجRRفحه ] ۵[بRR١٢٨ص 

  .)مراجعه کنيد

:Tفضاھايی نرمدار باشRند و  Y ,Xفرض کنيد : قضيه) ١٠-١ X → Y تهRی پيوسRت خطRک نگاشRي

:∗T باشRد در ايRن صRورت نگاشRت  Y∗ → X∗  ته وRی، پيوسRخط–  w-w  ,  w∗ − w∗  تهRپيوس

  . است

  . مراجعه شود]۵[به مرجع∗Tبرای اثبات خطی و پيوسته بودن: برھان

ھمگRرا بRه  ∗YيRک تRور در    �∋�	∗��y فرض می کنيم  ∗Tپيوسته بودن  ∗w∗-w–برای اثبات 

∗y  عنصRRر ∈ A∗ تRRتح–w*  یRRد يعنRRوژی باشRRتوپول  y�∗
1∗
78  y∗ .رRRرای ھRRذا بRRل   y ∈ Y    

  y�∗ �y	  →  y∗�y	    نشان می دھيم    T∗ �y�∗ 	 1∗
78 T∗� y∗	  . 

T∗ �y�∗ 	 1∗
78 T∗� y∗	  ⟺ T∗  y�∗ �x	!   → T∗  y∗�x	!    �x ∈ X	 

⟺ 〈T∗ �y�∗ 	, x〉  → α 〈T∗y∗, x〉  ⟺  〈y�∗ , Tx〉   → 〈 y∗, T x〉     �1	 
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Tx  اما  ∈ Y بنابراين y ∈ Y   موجود است کهTx=y .  

  . پيوسته است ∗w∗ -w∗, T–با استفاده از فرض بدست می آيد و در نتيجه ) ١(لذا رابطه

  . می پردازيم  ∗Tپيوسته بودن  w-w–اکنون به اثبات 

∗�y  ض می کنيم فر
1∗
78 y∗ . رRلذا برای ھy∗∗ ∈ Y∗∗ و     y∗∗� y�∗ 	  → y∗∗�y∗	 ,  . ابراينRبن

.       کافی است نشان دھيم  T∗ �y�∗ 	 1 
→ T∗� y∗	   

φبرای اين منظور  ∈ X∗∗     را در نظر می گيريم و ثابت می کنيم  

 〈?, T∗ �y�∗ 	〉   → 〈?, T∗� y∗	〉  

:∗T  از آنجا که  Y∗ → X∗, φ: X∗ → C لذا خطی و پيوسته اند   φ oT∗ ∶  Y∗ → C  

بنابراين . نيز خطی و پيوسته است   φoT∗ ∈ Y∗∗ :در نتيجه بنا به فرض .   
   φoT∗ �y�∗ 	  → φoT∗� y∗	 

 پس

 〈?, T∗ �y�∗ 	〉   →  〈?, T∗� y∗	〉     و در نتيجه T∗ �y�∗ 	 1 
→ T∗� y∗	.  

يRک جبRر بانRاخ ھمRراه بRا يRک واحRد تقريبRی کرانRدار  A فRرض کنيRد:قضRيه تجزيRه کRوھن) ١١-١

  . ھستند Xزير فضاھايی خطی و بسته از  AXو  XAمدول باناخ باشد،آنگاه -Aيک Xاگر.باشد

  .مراجعه شود ]٨[به مرجع :برھان 
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برای ھر . زير فضای آن باشد   Mيک فضای نرم دار و   Xفرض کنيم  : قضيه ھان باخ ) ١٢-١

f∈ M∗    ، g ∈ X∗  موجود است بطوريکهg=f    رویM  و‖g‖ = ‖f‖    

   مراجعه شود] ١١[ به مرجع:اثبات

نقاط  ∗X ينصورت دوگان آن باشد در ا ∗X فضای برداری و يک Xفرض کنيم : قضيه) ١٣-١
X را جدا می کند يعنی برای ھرxD, xE ∈ X  ، f ∈ X∗ موجود است بطوری که  

 f�xD	 ≠ f�xE	 

  مراجعه کنيد] ١١[به مرجع : اثبات

∗mاگر . باشد  Xزير فضای بسته فضای باناخ  Mفرض کنيم :  قضيه ) ١۴-١ ∈ M∗    وx∗  

:σ د   تعريف ميکنيم    باش  ∗mگسترش ھان باخ     M∗ → I∗
JK   ،    σm∗ = X∗ + ML      

به      ∗Mيک ، يکريختی  طولپا از     σدر اين صورت   
I∗

JK    است .  

  .مراجعه شود ]١١[به مرجع :اثبات
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  :یمنظم پذيری آرنزی نگاشت ھای دوخط -١ -٢

  

ر اين بخش ابتدا دوگان يک نگاشت دو خطRی و پيوسRته را معرفRی کRرده و سRپس نگاشRت مRنظم د

ھای دو خطRی کرانRدار  نگاشت یکنيم و نھايتا محکی برای منظم پذيری آرنز آرنز را تعريف می

  .ارائه می دھيم 

خطRی  يک نگاشت دو    f : X× Y→ Zو فضاھای نرمدار  X, Y, Zفرض کنيد : تعريف )١-١-٢

fپيوسRته باشRد درايRن صRورت نگاشRتو  ∗ ∶  Z∗  × X → Y∗   یRف مRر تعريRورت زيRه صRه بRک 

  .می ناميم    fگردد را دوگان 

〈f ∗�z∗, x	, y〉 = 〈z∗, f�x, y	〉    �z∗ ∈ Z∗, x ∈ X, y ∈  Y	   

X∗   Z∗  fھمچنين نگاشت       ∗∗:  Y∗∗ ×   ،Z∗∗   Y∗∗  f ∗∗∗:  X∗∗   و ×

f � ∶  Y  × X → Z   به صورت:  

〈f ∗∗�y∗∗, z∗	, x〉 = 〈y∗∗, f ∗�z∗, x	〉    �y∗∗ ∈ Y∗∗, z∗ ∈ Z∗, x ∈  X	 

〈f ∗∗∗�x∗∗, y∗∗	, z∗〉 = 〈x∗∗, f ∗∗�y∗∗, z∗	〉   �x∗∗ ∈ X∗∗, y∗∗ ∈ Y∗∗, z∗ ∈ Z∗	 

〈f ��y, x	, z〉 = 〈f�

  .تعريف می شود 

fطبRRRRق تعRRRRRاريف فRRRRوق نگاشRRRRRت  :قضRRRRيه)  ٢-١-٢ دوخطRRRRی و پيوسRRRRRته اسRRRRت و ھمچنRRRRRين ,   ∗

∗fO∗: Zنگاشت →  Y∗    با ضابطه  

〈fO∗�z∗	, y〉 = 〈f ∗�z∗, x	y〉 = 〈z∗, f�x, y	〉 
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w∗ − w∗  است  پيوسته .  

  : برھان 

 ‖f ∗‖ = sup�‖f ∗�z∗, x	‖| ‖z∗‖ ≤ 1, ‖x‖ ≤ 1� 

=sup� |〈f ∗�z∗, x	, y〉|  | ‖z∗‖ ≤ 1, ‖x‖ ≤ 1 , ‖y‖ ≤ 1 � 

 =sup� |〈z∗, f�x, y	〉|  | ‖z∗‖ ≤ 1, ‖x‖ ≤ 1 , ‖y‖ ≤ 1 � 

=sup�‖f�x, y	‖  |  ‖x‖ ≤ 1 , ‖y‖ ≤ 1 �=‖f ‖ 

∗zE فرض کنيم  , zD∗ ∈ Z∗   ,xDوxE ∈ X  وα داريم  .اسکالر باشد  

〈f ∗�αzD∗ + zE∗ , x	, y〉 = 〈αzD∗ + zE∗ , f�x, y	〉 

 = α〈zD∗, f�x, y	〉 + 〈zE∗, f�x, y	〉  

  = α〈f ∗�zD∗, x	, y〉 + 〈f ∗�zE∗ , x	, y〉     

  بنابراين  

f ∗�αzD∗ + zE∗ ,x	 =    α f ∗ �zD∗,	+ f ∗ �zE∗	 

  

〈f ∗�z∗, α xD + xE	, y〉 = 〈z∗, f α xD + xE!, y〉  

= 〈z∗, αf�xD, y	 + f�xE, y	〉 

 = α〈z∗, f�xD, y	〉 + 〈z∗, f�xE, y	〉 
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= α〈f ∗�z∗, xD	, y〉 + 〈f ∗�z∗, xE	, y〉  

⇒ f ∗�z∗, αxD + xE	 = αf ∗�z∗, xD	 + f ∗�z∗, xE	 

 

∗fO   پيوسته بودن نگاشRت∗w∗- w برای اثبات  ∶ Z∗ → Y∗  يمRرض ميکنRف   �z�∗  ∗ZدرتRوری 	

∗�z  باشد و
1∗
78 z∗.  ثابت ميکنيم  

    f ∗�z�∗ , x	 1∗
78 f ∗�z∗, x	 

  :داريم 

f ∗�z�∗ , x	 1∗
78 f ∗�z∗, x	 ⇔ 〈f ∗�z�∗ , x	, y〉 → 〈f ∗�z∗, x	, y〉  �y ∈ Y	            

⇔ 〈z�∗ , f�x, y	〉 → 〈z∗, f�x, y	〉     

  .پيوسته است  -∗fO∗  ،  w∗- wای آخر برقرار است در نتيجه   طبق فرض رابطه

fنگاشRت .ديک نگاشت دوخطی پيوسته باش fفرض کنيم :قضيه )٣-١-٢ اسRت  fتنھRا گسRترش  ∗∗∗

∗∗yھر برایبطوريکه  ∈ Y∗∗  ، f ∗∗∗�. , y∗∗	  و برای ھر،x∈ X ،f ∗∗∗� x , . 	  ،w∗ - پيوسته

  . ندا

�{فرض کنيم           : برھان xα    و}�yβ   ھايی در تورX     وY   باشند بطوريکه:    

x�
1∗
78 x∗∗, yT

1∗
78 y∗∗ 

〈f ∗∗∗�x∗∗, y∗∗	, z∗〉 = 〈x∗∗, f ∗∗�y∗∗, z∗	〉 
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 lim� 〈x�, f ∗∗�y∗∗, z∗	〉 = lim� 〈f ∗∗∗�x�, y∗∗	, z∗〉 

⇒ f ∗∗∗�x�, y∗∗	 1∗
78 f ∗∗∗�x∗∗, y∗∗	 

f در نتيجه  ∗∗∗�. , y∗∗	  ، w∗-  پيوسته است .  

〈f ∗∗∗�x, y∗∗	, z∗〉 = 〈x, f ∗∗�y∗∗, z∗	〉 

 〈f ∗∗�y∗∗, z∗	, x〉 = 〈y∗∗, f ∗�z∗, x	〉 

= limT  〈yT, f ∗�z∗, x	〉 = limT 〈f ∗∗ yT, z∗!, x〉 

= limT 〈f ∗∗∗�x , yT	, z∗〉 

⇒ f ∗∗∗�x , yT	 1∗
78 f ∗∗∗�x, y∗∗	 

  :شان می دھيماثبات يکتايی نبرای 

f ∗∗∗�x∗∗, y∗∗	 = w∗ − lim� limT  f x�, yT! 

= 〈f ∗∗∗�x∗∗, y∗∗	, z∗〉 = 〈x∗∗, f ∗∗�y∗∗, z∗	〉 

= lim� 〈x�, f ∗∗�y∗∗, z∗	〉 = lim� 〈y∗∗, f ∗�z∗, x�	〉 

= lim� limT 〈yT, f ∗�z∗, x�	〉 

= lim� limT 〈z∗, f�x�, yT	〉 
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= lim� limT 〈f x�, yT!, z∗〉 

fنگاشRRRRRRRRRRRت  :قضRRRRRRRRRRRيه )۴-١-٢ �∗∗∗�: X∗∗ × Y∗∗ → Z∗∗   ترش ازRRRRRRRRRRRا گسRRRRRRRRRRRتنھf  تRRRRRRRRRRRاس

fبطوريکRRه �∗∗∗��x∗∗, . ∗∗x  و  بRRرای ھRRر 	 ∈ X∗∗  f �∗∗∗�� . , y	   رRRرای ھRRبy ∈Y   ،w∗- 

f  :پيوسته است بعuوه �∗∗∗��x∗∗, y∗∗	 = w∗ − lim� lim T f x�, yT!  

  ٣-١-٢برھان مشابه قضيه  

فضRRاھای  Zو Yو  Xو نگاشRRتی دوخطRRی و پيوسRRته   f : X × Y→ ZاگRRر:  تعريRRف )۵-١-٢

fرا منظم آرنز ناميم ھرگاه   fآنگاه نگاشت  نرمدارباشند  �∗∗∗� = f ∗∗∗ .  

  گزاره ھای زير معادلند   f : X × Y → Zطی پيوستهبرای نگاشت دوخ: قضيه ) ۶-١-٢

١( f  منظم است.  

٢( f �∗∗∗∗∗� = f ∗∗∗∗.  

٣( f ∗∗∗∗�Z∗, X∗∗	 ⊆ Y∗. 

x → fنگاشت خطی   )۴ ∗�z∗, x	 ∶ X → Y∗ برای ھرz∗ ∈ Z∗   فشرده ضعيف است . 

  : برھان

∗∗xفRRرض کنRRيم ∈ X∗∗   ، y∗∗ ∈ Y∗∗      ،z∗∗∗ ∈ Z∗∗∗ و  z∗ ∈ Z∗   رRRد اگRRواه باشRR١(دلخ (

  برقرار باشد داريم 

〈f ∗∗∗∗�z∗∗∗, x∗∗	, y∗∗〉 = 〈z∗∗∗, f ∗∗∗�x∗∗, y∗∗	〉 

= 〈z∗∗∗, f �∗∗∗��x∗∗, y∗∗	〉 



١۶ 
 

= 〈z∗∗∗, f �∗∗∗�y∗∗, x∗∗	〉 

= 〈x∗∗, f �∗∗∗∗�z∗∗∗, y∗∗	〉 

= 〈f �∗∗∗∗∗�x∗∗, z∗∗∗	, y∗∗〉 

f  بنابراين �∗∗∗∗∗� = f ∗∗∗∗ .  

  داريم  ) ٢( →) ٣(برای اثبات

f ∗∗∗∗�z∗, x∗∗	 = f �∗∗∗∗∗�x∗∗, z∗	 = f �∗∗∗∗∗|O∗∗× V∗�x∗∗, z∗	 = f �∗∗�x∗∗, z∗	 ∈ Y 

  .برقرار است ٣-١-٢تساوی آخر با توجه به 

fدرحقيقت اگر .  بديھی است) ۴(و )٣(معادل بودن  ∗�z∗, .   نشان دھيم  داريم  Lرا با   	

〈L∗�y∗∗	, x〉 = 〈y∗∗, L�x	〉 = 〈y∗∗, f ∗�z∗, x	 〉 = 〈f ∗∗�y∗∗, z∗	, x〉 

⇒ L∗ = f ∗∗�. , z∗	  

〈L∗∗�x∗∗	, y∗∗〉 = 〈x∗∗, L∗�y∗∗	〉 = 〈x∗∗, f ∗∗�y∗∗, z∗	〉 = 〈f ∗∗∗�x∗∗, y∗∗	, z∗〉 

= 〈f ∗∗∗∗�z∗, x∗∗	, y∗∗〉 ⇒ L∗∗ = f ∗∗∗∗�z∗, . 	 

 

   اگرو فقط اگر ،فشرده ضعيف است   Lيجه از اين حقيقت بدست می آيد کهحال نت

 L∗∗�X∗∗	 ⊆ Y∗ 

fفRرض کنRيم ) ٣( → )١( بRرای  ∗∗∗∗�Z∗, X∗∗	 ⊆ Y∗  و}�xα    و}�yβ   وردوRدر  تX   وY  

  ھمگرايند  دراينصورت - *y∗∗ ، wو  ∗∗xباشند که به 



١٧ 
 

  

〈f ∗∗∗�x∗∗, y∗∗	, z∗〉 = 〈f ∗∗∗∗�z∗, x∗∗	, y∗∗〉 

= limT  〈f ∗∗∗∗�z∗, x∗∗	, yT〉 = limT  〈f ∗∗∗ x∗∗, yT!, z∗〉 

= limT  〈x∗∗, f ∗∗�yT, z∗	〉 = limT lim� 〈f ∗∗ yT, z∗!, x�〉 

= limT lim� 〈yT, f ∗�z∗, x�	〉 = limT lim� 〈z∗, f�x�, yT	〉 = 〈f �∗∗∗��x∗∗, y∗∗	, z∗〉 

  .منظم و برھان کامل است    fدر نتيجه 

   برای نگاشت دوخطی پيوسته .فضاھای نرمدار باشند Zو  Yو  Xفرض کنيم :نتيجه )٧-١-٢

f : X × Y → Z   گزاره ھای زير معادلند  

)١(f وf   . منظم اند  ∗�

)٢(f ∗∗∗�∗� = f �∗�∗∗∗   

)٣(f ∗∗∗∗�Z∗, X∗∗	 ⊆ Y∗    

 )١( → )٢	:برھان 

fمنظم است  پس  fچون  �∗∗∗� = f fدر نتيجه   ∗∗∗ ∗∗∗� = f fھمچنRين از مRنظم بRودن    ∗∗∗� �∗    

fنتيجه ميگيريم �∗∗∗∗ = f fدرنتيجه  �∗∗∗�∗� �∗∗∗∗� = f �∗�∗∗∗   

⇒ f ∗∗∗�∗� = f �∗�∗∗∗  

fداريRRم ،برقRRرار باشRRد) ٢(اگRRر  ∗∗∗∗ = f ∗∗xدرواقRRع بRRرای ھRRر . ∗∗�∗� ∈ X∗∗   وy∗∗ ∈ Y∗∗  

∗∗∗zو ∈ Z∗∗∗    



١٨ 
 

〈f ∗∗∗∗�z∗∗∗, x∗∗	, y∗∗〉 = 〈z∗∗∗, f ∗∗∗�x∗∗, y∗∗	〉 

〈z∗∗∗, f ∗∗∗��y∗∗, x∗∗	〉 = 〈f ∗∗∗�∗�z∗∗∗, y∗∗	, x∗∗〉 

= 〈f ∗∗∗�∗��y∗∗, z∗∗∗	, x∗∗〉 = 〈f �∗�∗∗∗�y∗∗, z∗∗∗	, x∗∗〉 

= 〈y∗∗, f �∗�∗∗�z∗∗∗, x∗∗	〉 = 〈f �∗�∗∗�z∗∗∗, x∗∗	, y∗∗〉 

fچون  �∗�∗∗�z∗∗∗, x∗∗	  درھمواره  Y∗بدست می آيد  )٣(ار ميگيرد قر .  

  )٣( →) ١( برای اثبات

fچون ∗∗∗∗�z∗, x∗∗	 ⊆ f ∗∗∗∗�z∗∗∗, x∗∗	 ⊆ Y∗   منظم بودن ) ۶-١-٢(قضيهf     را نتيجه می

fداريم ۶-١-٢طبق قضيه دھد   �∗∗∗∗∗ = f   بنابراين �∗∗∗∗

�f �∗	∗∗∗∗�x∗∗, z∗∗∗	 = f �∗∗∗∗∗�x∗∗, z∗∗∗	 = f ∗∗∗∗�z∗∗∗, x∗∗	 ⊆ Y∗ 

fمنظم بودن    . نتيجه می شود ) ۶-١-٢(دوباره از قضيه  ∗�

  .فضاھای نرمدارباشند  Wو X  ،Y  ،Zد فرض کني: نتيجه )  ٨-١-٢

  h : Y → Wو  نگاشRتھای پيوسRRته دوخطRRی   f : X × Y→ Z  g : X × W→Z اگRر 

,y ∈ Y ،f�xو   x ∈ Xی ھRRRربRRRرا يRRRک نگاشRRRت خطRRRی پيوسRRRته باشRRRد بطوريکRRRه y	 =

g x, h�y	!.  اگرh    فشرده ضعيف باشد آنگاهf  وf   . منظم ھستند  ∗�

,f�xبا استفاده از تساوی : برھان  y	 = g x, h�y	!  داريم .  

〈f ∗�z∗, x	, y〉 = 〈z∗, f�x, y	〉 

= 〈z∗, g x, h�y	!〉 = 〈g∗�z∗, x	, h�y	〉 



١٩ 
 

= 〈h∗ g∗�z∗, x	!, y〉 ⇒ f ∗ = h∗og∗ 

 〈f ∗∗�y∗∗, z∗	, x〉 = 〈y∗∗, f ∗�z∗, x	〉 

= 〈y∗∗, h∗og∗�z∗, x	〉 = 〈h∗∗�y∗∗	, g∗�z∗, x	〉 

= 〈g∗∗�h∗∗�y∗∗	, z∗	, x〉 ⇒ f ∗∗ = g∗∗o h∗∗ 

  〈f ∗∗∗�x∗∗, y∗∗	, z∗〉 = 〈x∗∗, f ∗∗�y∗∗, z∗	〉 

〈x∗∗, g∗∗�h∗∗�y∗∗	, z∗	〉 = 〈g∗∗∗ x∗∗, h∗∗�y∗∗	!, z∗〉 

⇒ f ∗∗∗ = g∗∗∗oh∗∗ 

  

〈f ∗∗∗∗�z∗∗∗, x∗∗	, y∗∗〉 = 〈z∗∗∗, f ∗∗∗�x∗∗, y∗∗	〉 

〈z∗∗∗, g∗∗∗ x∗∗, h∗∗�y∗∗	!〉 = 〈g∗∗∗∗�z∗∗∗, x∗∗	, h∗∗�y∗∗	〉 

〈h∗∗∗ g∗∗∗∗�z∗∗∗, x∗∗	!, y∗∗〉 ⇒ f ∗∗∗∗ = h∗∗∗og∗∗∗∗ 

  پسرا نتيجه ميدھد    *hفشردگی ضعيف  ،  hفشردگی ضعيف ،  ٨ -١طبق  

h∗∗∗�w∗∗∗	 ⊆ Y∗    

  :بنابراين 

f ∗∗∗∗�Z∗∗∗, X∗∗	 = h∗∗∗�g∗∗∗∗�Z∗∗∗	, X∗∗	 ⊆ h∗∗∗�W∗∗∗	 ⊆ Y∗ 

fو fمنظم بودن ) ٧-١-٢(حال طبق نتيجه    . بدست می آيد   ∗�



٢٠ 
 

منظم پذيری اعمال مدولی    ٢-٢  

دو ضRRرب اول و دوم ارنRRز را تعريRRف   AيعنRRی دوگRRان دوم جبRRر بانRRاخ   ∗∗Aدر ايRRن بخRRش بRRرای

ی سRپس بRه بررسRی مRنظم پRذير. بRا اعمRال فRوق يRک جبRر بانRاخ اسRت   ∗∗Aميکنيم و ثابت ميکنRيم

   .دازيماعمال مدولی می پر یآرنز

بRا جمRع نقطRه   ∗∗Aباشد دوگان دوم ان يعنی Fيک فضای برداری  روی ميدان   Aميدانيم که اگر

  . يک فضای برداری است  ،ای و ضرب اسکالر زير

  . تعريف می کنيم  ∗f ∈ Aو برای ھر  F α ∋و  ∗∗m,n∈ Aبرای  ھر

〈m + n, f 〉 = 〈m, f 〉 + 〈n, f 〉 

〈αm, f 〉 = α〈m, f 〉 

  . يک فضای باناخ خواھد بود  ،با نرم زير ∗∗A يک فضای نرمدار باشد A که در صورتی

‖m‖ = sup�|〈m, f〉|: f ∈ A∗, ‖f‖ ≤ 1�  �m ∈ A∗∗	 

  تعريف می شود  زير بصورت ‖f‖که در آن 

‖f‖ = sup�|〈f, a〉|: a ∈ A, ‖a‖ ≤ 1� 

 ∗∗m,n ∈ Aو ∗f ∈ Aو   a,b ∈ AيRRک جبRRر بانRRاخ باشRRد و AفRRرض کنيRRد :تعريRRف ) ١-٢-٢

 تعريف ميکنيم زير  را بصورت   ∗∗Aاز   m □ n  و عنصر ∗A زا   m □ f و    f □ aرعناص

〈f � a, b〉 = 〈f, ab〉  �b ∈ A	 

〈n� f, a〉 = 〈n, f � a〉  �a ∈ A	  

〈m � n, f〉 = 〈m , n� f〉  �f ∈ A∗	   


