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 :ُچىيذ

در ايي رعبلِ يه ًبّوگٌي اعتَاًِ اي الاعتيه ثب عَل ثي ًْبيت را در يه هحيظ ايشٍتزٍح الاعتيه 

 را پظ اس SH،اًتؾبر هَج (SEIM)ثب اعتفبدُ اس رٍػ ايٌىلَصى هؼبدل عيفي .ًبهحذٍد در ًظز هي گيزين

،اس لجيل (SEIM)ثزخَرد ثِ ًبّوگٌي اعتَاًِ اي هَرد هغبلؼِ لزار هي دّين، ٍ ًتبيح ثِ دعت آهذُ اس رٍػ 

هيذاى خبثِ خبيي، تٌؼ ٍ پزاوٌذگي اًزصي را ثب ًتبيح حبفل اس رٍػ ثغظ تبثغ ٍيضُ ثزاي ايي هغبلِ ي خبؿ 

 در SHدر حل هغبئل ديٌبهيىي، هغبلِ اًتؾبر هَج  (SEIM)پظ اس هؼتجز ًوَدى رٍػ . همبيغِ هي وٌين

 را حل هي وٌين، ٍ ثب تغييز تَاثغ FGM هحيغْبي ايشٍتزٍح ثب ًبّوگٌي اعتَاًِ اي ًبّوغبًگزد ثب پَؽؼ 

 در . را رٍي هيذاى خبثِ خبيي ٍ تٌؼ ثزرعي هي وٌينFGM ،تبثيز تَاثغ FGMاختقبؿ دادُ ؽذُ ثِ پَؽؼ 

در .ايي هغبلِ تغييزؽىلْب در هحذٍدُ ي تغييز ؽىلْبي وَچه ثَدُ ٍ رفتبر هقبلح ثِ فَرت خغي ثبلي هي هبًذ

 .ايي رعبلِ ثزاي حل هغبلِ اس رٍؽْبي هجتٌي ثز هيىزٍهىبًيه اعتفبدُ ؽذُ اعت

 

 :ولوبت وليذي

 ، هحيظ FGM))، ًبّوغبًگزد اعتَاًِ اي، هقبلح تبًغَرّبي تبثيز ديٌبهيىي خبرج اس ففحِ،SEIM رٍػ 
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 : همذه1-1ِ

ي دليك پبراهتز ّبي ٌّذعي اًتؾبر اهَاج ، در پزٍصُ ّبي ثشري اس لجيل پزٍصُ ّبي  اهزٍسُ هغبلؼِ

 خغَط اًتمبل گبس ٍ ًفت ٍ وبثلْبي اًتمبل اعلاػبت اهزي ضزٍريصئَتىٌيه لزسُ اي، عبخت تًَلْب ،صئَفيشيه، 

عت،ايي ضزٍرت عجت ؽذُ هحممبى در چٌذ عبل اخيز تَخِ خبفي ثِ هذل وزدى اًتؾبر اهَاج ٍ پزاوٌذُ ؽذى ا

ثزاي اٍليي ثبر ثب اعتفبدُ اس يه رٍػ خذيذ ثِ ًبم رٍػ ايٌىلَصى ثِ ّويي عجت در ايي پبيبى ًبهِ . دٌّذآى ًؾبى 

 . پظ اس ثزخَرد ثِ ًبّوگٌي اعتَاًِ اي هَرد هغبلؼِ لزار گزفتِ اعتSH،اًتؾبر هَج (SEIM)هؼبدل عيفي 

، ثزاي ارتؼبؽبت يه  Pochhammer  𝟏  تَعظ (1876)ثزرعي دليك رفتبر اًتؾبر اهَاج اٍليي ثبر در عبل 

ارائِ (1889)حل ّوبى هغبلِ را در عبل  Chree  𝟐عتملا م .اعتَاًِ ثب همغغ دايزُ اي ٍ عَل ثي ًْبيت ارائِ ؽذ

تَخِ ثغيبري اس هحممبى ثِ  ؽذ، هؼزٍفPochhammer - Chree ،پظ اس حل ايي هغبلِ وِ ثِ ًبم هغبلِ يًوَد

در دِّ ي .ايي هَضَع خلت ؽذ، ثِ عَريىِ در عبلْبي ثؼذ هغبئل ديٌبهيىي ثغيبري ثب هَاد ايشٍتزٍح حل گزديذ

 گذؽتِ ػلاٍُ ثز ًبّوگٌي ّبي ايشٍتزٍح ،ًبّوگٌي ّبي ايشٍتزٍح خبًجي ًيش هَرد تَخِ خبفي لزار گزفت؛

 .هغبلؼِ ًوَدرٍي تئَري الاعتيغيتِ ي اخغبم غيز ايشٍتزٍح  (1981) در عبل  Lekhnitskii  𝟑ثزاي هثبل، 

Tsai  𝟒, اهَاج ّذايت ؽذُ ي اعتَاًِ اي درلَلِ ّبي ايشٍتزٍح خبًجي ٍ اعتَاًِ  (1990-1991)عبلْبي  در  𝟓

هغبلِ ي اًتؾبر اهَاج عَلي در اعتَاًِ  (1995)عبل    Nagy  𝟔.  ّبي تَخبلي ضخين را هَرد ثزرعي لزار داد

 Nagyًتبيح  (2001)عبل   Ahmad  𝟕 .ّبي ايشٍتزٍح خبًجي ّوگي ثب ثبر گذاري خوؾي را فزهَل ثٌذي وزد

ػلاٍُ .را ثزاي اعتَاًِ ّبي ايشٍتزٍح ػزضي در حبلتْبي ثذٍى خوؼ، ثب اعتفبدُ اس تَاثغ پتبًغيل تَعؼِ داد
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 وBerliner. ارائِ گزديذAhmadساد تَعظ آ ًتبيح ػذدي هحذٍد ؽذُ ثزاي اًتؾبر اهَاج در اعتَاًِ ّبي ،ثزايي

Solecki  𝟖   وبر (1996)عبلMirsky   𝟗   را ثزاي اًتؾبر اهَاج خوؾي در پَعتِ ّبي ايشٍتزٍح خبًجي

يه هذل ريبضي ثزاعبط تَاثغ پتبًغيل ثزاي اهَاج  (1996)عبل   Sinclair  𝟏𝟎 وHonarvar .تَعؼِ دادًذ

هذل ارائِ ؽذُ  (2003)عبل   Kim ٍ Ih  𝟏𝟏  .فَتي پزاوٌذُ ؽذُ اس اعتَاًِ ّبي ايشٍتزٍح خبًجي ارائِ دادًذ

( 2004)عبل   Pan  𝟏𝟐.را ثزاي ثزرعي اهَاج فَتي پزاوٌذُ ؽذُ اس پَعتِ ّبي ايشٍتزٍح خبًجي ثِ وبر ثزدًذ

 Honarvarدر هذلي وِ تَعظ .ايي هذل را ثزاي هغبلؼِ ي اهَاج فَتي در اعتَاًِ ّبي ايشٍتزٍح اعتفبدُ وزد

 ٍSinclair ارائِ ؽذُ ثَد تؼبريفي ثزاي حذط سدى پتبًغيلْبي خبثِ خبيي ثيبى ؽذُ ثَد، ثٌبثزايي  (1996)  عبل

يه حل عيغتوبتيه ثزاي هؼبدلات تفبضلي حبون ارائِ دادًذ   Honarvar ٍ Sinclair  𝟏𝟑، (2007)در عبل

وِ ًيبسي ثِ حذط سدى ؽىل حل ًذارد،آًْب ثزاي اٍليي ثبر ثزاي ًتبيح ٍاثغتِ ثِ اهَاج عَلي ٍ خوؾي در اعتَاًِ 

,Gatmiri ٍ Jabbari   𝟏𝟒 .ّبي ايشٍتزٍح خبًجي يه هذل پيؾٌْبدي ثِ دعت آٍردًذ  (2005)عبل  در  𝟏𝟓

ٍ Gatmiri وEslami  𝟏𝟔  غيز ثِ ثزرعي اًتؾبر اهَاج ّبرهًَيه در هحيظ ّبي هتخلخل (2007) در عبل 

 . پزداختٌذايشٍتزٍپيه

هغبلؼِ ي هَج در هحيظ ارتَتزٍح ٍ  ثِ دًجبل تَعؼِ آًبليش اهَاج در هحيظ الاعتيه غيز ايشٍتزٍپيه،

اٍليي وغي ثَد  ( 1976)در عبل   Shul'ga  𝟏𝟕 .هًََوليٌيه اعتَاًِ اي ًيش هَرد تَخِ خبفي لزار گزفت

را ثزاي يه اعتَاًِ ي تَخبلي ارتَتزٍح تحت تغييزؽىلْبي عِ ثؼذي هتمبرى هحَري در  وِ هؼبدلِ ي پزاوٌذگي

,Shul'ga  𝟏𝟖و Ramsakayaهغبئل پيچيذُ تز ثزاي اهَاج غيز هتمبرى هحَري تَعظ .ًظز گزفت در   𝟏𝟗

آًْب در خبيي وِ هؼبدلات حبون تؾىيل ؽذُ اس خولات ثغل لبثل .هَرد ثحث لزار گزفت (1983ٍ1984)عبلْبي 

در   Berger  𝟐𝟎و Martin. حل ًجَدًذ اس رٍػ ثغظ عزي ّبي تَاًي ثزاي حل هؼبدلات حبون اعتفبدُ وزدًذ

  هذل ؽوغ ّبي چَثي هغبلؼِثزايهحيظ ارتَتزٍح يه در را اهَاج دٍ ثؼذي داخل ففحِ اي   (2001)عبل 

 ًيش  Anlas  𝟐𝟏و Oral. را ثزاي حل هؼبدلات حبون تَعؼِ دادًذNeumann رٍػ ثغظ عزي ّبي ًوَدُ ٍ

 . هغبلؼبتي اًدبم  دادًذارتَتزٍحرٍي هحيغْبي ًبّوگي ( 2005)در عبل 

در عبل   Bostrom  𝟐𝟐ّبرهًَيه، در هحيظ غيز ايشٍتزٍح اعتَاًِ اي تَعظ -  سهبىSH يه هَج 

ايي هغئلِ دٍثبرُ تَعظ . فزم راُ حل ارائِ ؽذُ ؽجيِ ثغظ عزي فَريِ اعت. هَرد ثحث لزار گزفت (1994)

WatanableوPayton  𝟐𝟑   ثزاي هَج .حل ؽذ ٍ حل دليك تزي ارائِ گزديذ (2001)در عبلSH 

 ٍ Watanabl تَعظ ،غيز ايشٍتزٍح ػزضي،يه تبثغ گزيي دليك ثزاعبط همذارّبي هحذٍد ؽذُ ي پبراهتز
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Nishinari  𝟐𝟒   تَعظ  (1997)ثِ دعت آهذ ،وِ در عبل  (1996)در عبلWatanableوPayton  𝟐𝟓  

. ػوَهيت يبفت

،ٍ اهىبى وبرثزد داؽتٌذ در هحيظ ارتَتزٍح اعتَاًِ اي SHراُ حلْبي دليك ثِ دعت آهذُ تٌْب ثزاي حبلت اهَاج 

در ايي راُ حلْب لبًَى َّن در .اعتفبدُ اس ايي راُ حلْب ثزاي هحيظ هًََوليٌيه اعتَاًِ اي ٍخَد ًذاؽت

 ثيبى ؽذُ اعت،هختقبت لغجي ثزاي هحيغْبي ارتَتزٍح اعتَاًِ اي ثِ فَرت سيز 

   (1-1-1)                                                  

  Nayfeh  𝟐𝟔سهبًي وِ هَاد هًََوليٌيه ّغتٌذ ، لبًَى َّن ثزاي تغييزؽىل ولي ثِ فَرت سيز وِ تَعظ 

 . ارائِ هي ؽَد،ثيبى ؽذُ (1995)در عبل 

(1-1-2)                      

𝟏)در عيغتن هختقبت اعتَاًِ اي   → 𝒓, 𝟐 → 𝜽, 𝟑 → 𝒛) اگز هب فزك وٌين،يه تغييزؽىل دٍثؼذي در 

,𝒓)ففحِ ي  𝜽)ثزاي .  داؽتِ ثبؽين،هب هي تَاًين تغييزؽىل را ثِ دٍ تغييزؽىل داخل ٍ خبرج ففحِ اي  خذا وٌين

,𝒖𝒛(𝒓تغييز ؽىل خبرج ففحِ اي ثب هَلفِ ي خبثِ خبيي غيز ففز  𝜽, 𝒛)   لبًَى َّن ثِ ؽىل عبدُ ي سيز،

. وبّؼ هي يبثذ

  (1-1-3)                                           

ّيچ هبدُ ي ٍالؼي وِ اس هؼبدلِ ي فَق تجؼيت وٌذ .اعت (1-1-1)لبًَى َّن ثبلا در ٍالغ ؽىل ولي هؼبدلِ ي 

 ؽجيِ ثب اعتفبدُ اس يه  Kikuchi ٍ Koyama  𝟐𝟕(1996) در عبلثب ايي حبل.در عجيؼت يبفت ًؾذُ اعت
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در آيٌذُ .هذل ًوَدًذ( 1-1-1)خقَفيبت ارائِ ؽذُ در هؼبدلِ ي را ثب  FRPففحِ ي يه عبسي وبهپيَتزي 

( 2002)در عبل .تجؼيت هي وٌٌذ (3-1-1)هغوئٌب هب ؽبّذ هَاد هقٌَػي خَاّين ثَد،وِ اس لبًَى َّن راثغِ ي 

Watanabeو Payton  𝟐𝟖   تبثغ گزيٌي ثزاي آًبليش اهَاجSHدر هَاد هًََوليٌيه اعتَاًِ اي ارائِ وزدًذ  .

يىي اس رٍؽْبيي وِ تحَل سيبدي در هحبعجِ ي هيذاى خبثِ خبيي ٍ تٌؼ در هحيظ ّبي ًبّوگي ايدبد وزد، 

 ارائِ ؽذ،ايي رٍػ ثِ ؽذت  Eshelby  𝟐𝟗تَعظ  (1957)ثَد وِ در عبل  (EIM)رٍؽي ثٌبم ايٌىلَصى هؼبدل 

وِ اس آى هيبى هي تَاى .اس عَي هحممبى هَرد اعتمجبل لزار گزفت ٍ همبلات سيبدي ثز اعبط ايي رٍػ ًَؽتِ ؽذ

 ٍ Fruhashi، (1975) عبل  Mura   𝟑𝟏و Moschovidis، (1961) عبل  Eshelby  𝟑𝟎 ثِ وبرّبي 

Mura  𝟑𝟐  (1979) عبل، Mura  𝟑𝟑  (1982) عبل ،Louٍ  Weng  𝟑𝟒, ، (1987ٍ1989) عبل  𝟑𝟓

Hori ٍ Nemat Naser  𝟑𝟔  (1993) عبل ،Shodja ٍ Sarvestani  𝟑𝟕  (2001) عبل ، Shodja 

 Roumiو Shodja ،  (2003) عبل  Sharmaٍ  Sharma  𝟑𝟗 ، (2003) عبل  Soheilifard  𝟑𝟖و

,Shodja ٍ  Shokrolahi-Zadeh  𝟒𝟏ٍ  (2007) عبل  𝟒𝟎  اؽبرُ  (2008)ٍ (2007)در عبلْبي   𝟒𝟐

 .ًوَد

تَعؼِ دادُ ٍ رٍػ را  (EIM ) رٍػ Shodja ٍ Shokrolahi-Zadeh  𝟒𝟐( 2008) در عبل 

وِ در ايي پبيبى ًبهِ اس ايي رٍػ ثزاي اٍليي ثبر ثزاي حل هغبئل . ارائِ ًوَدًذ را(SEIM)ايٌىلَصى هؼبدل عيفي 

 ارائِ (SEIM) ٍ (EIM)در اداهِ تَضيحبتي در راثغِ ثب رٍػ .ديٌبهيىي در هحيغْبي ًبّوگي اعتفبدُ ؽذُ اعت

 .ؽذُ ٍ ايي دٍ رٍػ ثب ّن همبيغِ ؽذُ اًذ

  (𝑆𝐸𝐼𝑀) ٍ (𝐸𝐼𝑀) همبيغِ دٍ رٍػ 1-2

ثزاي تؼييي هيذاى خبثِ خبيي ٍتٌؼ در هحيظ ّبي ًبّوگي رٍؽي ثِ ًبم رٍػ (1957)اؽلجي در عبل 

در ايي رٍػ ثب تَسيغ وزًؼ ٍيضُ هحيظ ًبّوگي ثب يه هحيظ ّوگي هؼبدل . را ارائِ داد (𝐸𝐼𝑀)ايٌىلَصى هؼبدل 

اعت، 𝐷 وِ سيز داهٌِ اي اس يه هحيظ ثيٌْبيت  𝛺ثِ ايي فَرت وِ فزك هي ؽَد در ًبحيِ ًبّوگي .هي ؽَد

𝜀ijوزًؾْبي ٍيضُ ي غيز ففز 
𝐷 تَسيغ ؽَد،اهب در ًبحيِ ي ∗ − 𝛺در ايي حبلت ًبحيِ  . وزًؾْبي ٍيضُ ففز ثبؽٌذ

Ω يه ايٌىلَصى ًبهيذُ هي ؽَد ٍ هذٍل الاعتيغيتِ ي آى ثب ًبحيِ ي 𝐷 − Ωدر فَرت هتفبٍت ،  ثزاثز اعت

هٌظَر اس وزًؼ ٍيضُ در رٍػ .  يه ايٌىلَصى ًبّوگي ًبهيذُ هي ؽَدΩ ثَدى هذٍل الاعتيغيتِ،ًبحيِ ي 

                                                             
‌Fiber Reinforced Polymer or Plastic 
4 equivalent inclusion method   
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(EIM)ٍ ثب .هي ثبؽذ...،وزًؾْبي غيز الاعتيه اس لجيل وزًؾْبي حزارتي ،تجذيلات فبسي ،وزًؾْبي پلاعتيه

تَخِ ثِ ايٌىِ عغح تٌؼ ٍ وزًؼ ول دٍ هؼيبروٌتزل وٌٌذُ ي خزاثي ّغتٌذ، ثزاي هؼبدل عبسي ًبحيِ ي ًبّوگي 

 .ثب يه ًبحيِ ي ّوگي ثبيذ تٌؼ ٍوزًؼ ول در ّز دٍ حبلت يىغبى ثبؽذ

  (1-2-1)  𝜍 𝑖𝑗
𝛺 =  𝐶 

𝑖𝑗𝑘𝑙
𝛺
 ε kl

d + ε kl
0  = 𝐶 

𝑖𝑗𝑘𝑙
𝐷−𝛺

(ε kl
d + ε kl

0 − ε kl
∗ )                                            

 حذط سدُ هي 𝐷 در رٍػ اؽلجي هؼوَلا فزم تَسيغ وزًؾْبي ٍيضُ ،ثب تَخِ ثِ ثبرگذاري رٍي هحيظ ثي ًْبيت 

در اداهِ .ؽَد، عپظ ثب اعتفبدُ اس تبًغَرّبيي ثِ ًبم اؽلجي،وزًؾْبي اغتؾبػ را ثِ وزًؾْبي ٍيضُ هزتجظ هي وٌذ

 .هثبلْبيي اس تَسيغ هتفبٍت وزًؼ ٍيضُ ٍ راثغِ ي آى ثب وزًؼ اغتؾبػ ارائِ ؽذُ اعت

ε ij
∗ = 𝛽ij      ⇒      ε ij

d = 𝐷ijkl  𝛽kl   

ε ij
∗ (x) = 𝛽ijk  𝑥k      ⇒      ε ij

d(x) = 𝐷ijklm (x) 𝛽klm   

ε ij
∗  x = 𝛽ijk 𝑙  𝑥k  𝑥l      ⇒      ε ij

d(x) = 𝐷ijklmn (x) 𝛽klmn   

(1-2-2) 

𝑫𝐢𝐣𝐤𝐥،𝑫𝐢𝐣𝐤𝐥𝐦(𝐱)ٍ 𝐷ijklmn، (2-2-1)در رٍاثظ  (x) ثِ تزتيت تبًغَرّبي هزتجِ ي ففز ،يه ٍ دٍ اؽلجي

 .در همبديز فَق هؾخقِ ي هختقبت وبرتشيي اعت (-)ّغتٌذ،ٍ ثبلاًَيظ 

 . ثِ فَرت سيز ثبؽذ𝑫حبل اگز ؽىل ثبرگذاري رٍي هحيظ ثي ًْبيت 

(1-2-3                                                                     ) 𝜍 𝑖𝑗
0 = 𝛼ij + 𝛼ijk  𝑥k + 𝛼ijkl  𝑥k  𝑥l + ⋯ 

 (1-2-4                          ) 𝜍 𝑖𝑗
0 = 𝐶 

𝑖𝑗𝑘𝑙 𝜀  𝑘𝑙
0      ⇒      𝜀  𝑖𝑗

0 = 𝛾ij + 𝛾ijk  𝑥k + 𝛾ijkl  𝑥k  𝑥l + ⋯ 

 .تَسيغ وزًؼ ٍيضُ ثِ فَرت سيز فزك هي ؽَد

(1-2-5                                                                          ) ε ij
∗ = 𝛽ij + 𝛽ijk  𝑥k + 𝛽ijk 𝑙  𝑥k  𝑥l + ⋯ 

 . عجك تؼزيفي وِ ثزاي تبًغَرّبي اؽلجي اؽبرُ ؽذ،وزًؼ اغتؾبػ ثِ فَرت سيز ثيبى هي ؽَد

 (1-2-6                                      ) ε ij
d = 𝐷ijkl  𝛽kl + 𝐷ijklm (x) 𝛽klm + 𝐷ijklmn (x) 𝛽klmn + ⋯ 

 .عپظ ثب اعتفبدُ اس راثغِ ي تٌؼ ، هؼبدلات وبفي ثزاي هحبعجِ ي وزًؼ ّبي اغتؾبػ لبثل اعتخزاج اعت
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 (1-2-7) 𝜍 𝑖𝑗
𝛺 =  𝐶 

𝑖𝑗𝑘𝑙
𝛺
 ε 𝑘𝑙

d + ε 𝑘𝑙
0  = 𝐶 

𝑖𝑗𝑘𝑙
𝐷−𝛺

(ε 𝑘𝑙
d + ε 𝑘𝑙

0 − ε 𝑘𝑙
∗ )                                          

(1-2-8                                                                           )∆𝐶 
𝑖𝑗𝑘𝑙

𝛺
 ε 𝑘𝑙

d + ε 𝑘𝑙
0  = −𝐶 

𝑖𝑗𝑘𝑙
𝐷−𝛺

ε 𝑘𝑙
∗ 

 (1-2-9                                                                                      ) ∆𝐶 
𝑖𝑗𝑘𝑙

𝛺
=  𝐶 

𝑖𝑗𝑘𝑙
𝛺

− 𝐶 
𝑖𝑗𝑘 𝑙

𝐷−𝛺 

𝜀ثب خبيگذاري رٍاثظ   𝑖𝑗
0، ε ij

∗ٍ ε ij
d وزًؾْبي اغتؾبػ لبثل هحبعجِ اعت (8-2-1) در راثغِ ي. 

∆C ijkl
Ω
 Dklqr βqr+Dklqrs x βqrs+Dklqrst x βqrst+…+γkl+γklq xq+γklqr xq xr +… =  

−𝐶 
𝑖𝑗𝑘𝑙

𝐷−𝛺
(𝛽kl + 𝛽klq  𝑥q + 𝛽klqr  𝑥q  𝑥r + ⋯ )   

(  1-2-10)  

ثب اعتفبدُ اس تَاثغ ارائِ ؽذُ درهيىزٍهىبًيه اس لجيل تبثغ گزيي ٍ تَاثغ  (10-2-1)تبًغَر ّبي اؽلجي در راثغِ 

 ّبي ّن 𝑥 ّغتٌذ وِ ثب تغبٍي 𝛽  ضرايب(10-2-1)پتبًغيل  هحبعجِ هي ؽَد، ثٌبثزايي تٌْب هدَْلات راثغِ ي 

 .تَاى دٍ عزف هؼبدلِ لبثل هحبعجِ اًذ

 لبثل تَخِ اعت، افشايؼ درخِ ي تبًغَرّبي اؽلجي، ثب تَخِ ثِ ًَع ثبر (EIM)اس خولِ ًىبتي وِ در رٍػ 

 اعت،ثٌبثزايي هي تَاى گفت اعتفبدُ n ثِ ثبلا اعت ٍايٌىِ تؼذاد هدَْلات هغبلِ هتٌبعت ثب تَاى دٍم 4گذاري اس 

 .اس ايي رٍػ درگيزي خجزي ثبلايي دارد

 را (SEIM) رٍػ ايٌىلَصى هؼبدل عيفي Shodja ٍ Shokrolahi-Zadeh ،(2008)ثِ ّويي خبعز در عبل 

در ايي رٍػ وزًؼ ٍيضُ ٍ وزًؼ اغتؾبػ ٍ راثغِ ثيي آًْب ثِ فَرت سيز تؼزيف ؽذُ اعت ٍ .ارائِ دادًذ

 .در رٍاثظ سيز هؾخقِ ي هختقبت اعتَاًِ اي اعت (~)ثبلاًَيظ 

 (1-2-11                                                                       ) ε ij
∗  r, θ =  ε ij

∗(n) r  +∞
𝑛=−∞ exp 𝑖𝑛θ  

 (1-2-12                                                                      ) ε ij
𝑑 r, θ =  ε ij

𝑑(𝑛) r  +∞
𝑛=−∞ exp 𝑖𝑛θ  

  (1-2-13                                                          ) ε ij
𝑑(𝑛) r =   ε ij

∗(n) 𝑅 
Rt+1

Rt
 𝑁

𝑡=0 dD ijkl
n (𝑟; 𝑅) 

هؼبدلات وبفي ثزاي ( راثغِ تٌؼ)در ؽزايظ عبسگبري عيفي(12-2-1)ٍ(11-2-1)ثؼذ اس خبيگذاري رٍاثظ

ε ijهحبعجِ ي
∗(n) r ٍ ε ij

𝑑(𝑛) r ثِ دعت هي آيذ  . 
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C ijkl
Ω

 ε kl
d(n) r +ε kl

0(n) r  =2μ ε ij
d(n) r +ε ij

0(n) r -ε ij
*(n) r   +λ ε kk

d(n) r +ε kk
0(n) r -ε kk

*(n) r   𝛿ij   

( 1-2-14) 

 ثبلي هي هبًذ، 4اس ًىبت لبثل تَخِ ايي رٍػ ايي اعت وِ، تبًغَر اؽلجي فَريِ ثزاي ّوِ ي خولِ ّب در درخِ ي 

 . درگيزي خجزي ووتزي دارد(EIM)ثٌبثزايي ًغجت ثِ رٍػ. اعتnٍ تؼذاد هدَْلات آى هتٌبعت ثب 

 SH هغبلِ اًتؾبر هَج ثب اعتفبدُ اس ايي رٍػ،،در ايي پبيبى ًبهِ ثزاي اٍليي ثبر (SEIM)ثب تَخِ ثِ اهتيبسات رٍػ 

حل ؽذُ ٍ هيذاى خبثِ خبيي ٍ تٌؼ FGM در هحيغْبي ايشٍتزٍح ثب ًبّوگٌي اعتَاًِ اي ًبّوغبًگزد ثب پَؽؼ 

 . هحبعجِ ؽذُ اعتFGM پَؽؼ ثزاي تَاثغ هتفبٍت 
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 فقل دٍم

 

 

 در هحيظ ّبي SHثزرعي اًتؾبر هَج 

ايشٍتزٍح ثب ًبّوگٌي اعتَاًِ اي ثب 

 اعتفبدُ اس تؼزيف ثغظ تبثغ ٍيضُ
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  همذه2-1ِ

در ايي فقل ثب اعتفبدُ اس تؼزيف ثغظ تبثغ ٍيضُ هؼبدلِ ي اعىبر هَج را ثزاي يه اعتَاًِ ي ايشٍتزٍح ثب 

 ثب هؼبدلِ ي خبثِ خبيي SHفزك هي وٌين هَج .عَل ثي ًْبيت در يه هحيظ ايشٍتزٍح ًبهحذٍد حل هي وٌين

𝒖𝟑
,𝒓) ، (2-1)در ؽىل . ، ػوَد ثز هحَر اعتَاًِ، ثِ آى ثزخَرد وٌذ𝒙𝟏 در راعتبي 𝟎 𝜽, 𝒛) هختقبت اعتَاًِ اي

  𝟒𝟑 .را ًؾبى هي دٌّذ

                              

  ثب همغغ دايزُ اي ثِ يه اعتَاًِ SH ثزخَرد هَج (2-1)                                      

( 2-1-1) 𝑢1
0 = 0,               𝑢2

0 = 0,            𝑢3
0 = 𝑤0 𝑒𝑥𝑝 𝑖 𝑘𝑥 − 𝜔𝑡  ,      𝜔 ≡ 𝑘𝑐2         

 هَج ،اعتَاًِثَدى  ،ٍ ثِ دليل ايشٍتزٍح فَرت هي گيزد𝝎/𝟐𝝅 ٍ فزوبًظ 𝒄𝟐اًتؾبر ثب عزػت در ايي هغبلِ،

 ثميِ ي  𝒖𝒛،  𝒕𝒓𝒛ٍ 𝒕𝜽𝒛  اس اعت، ثٌبثزايي حزوت آى خبرج ففحِ ثَدُ ٍثِ غيزSH اس ًَعآى  ؽذُ اس هٌؼىظ

 .   ففز هي ثبؽذآى هَلفِ ّبي  خبثِ خبيي ٍ تٌؼ 

𝑢𝑟 = 𝑢𝜃 = 0,              𝑢𝑧
𝑑 = 𝑤(𝑟, 𝜃, 𝑡)                                          

      (2-1-2)                                        𝑡𝑟𝑧 = 𝜇 𝜕𝑤
𝜕𝑟   ,             𝑡𝜃𝑧 =

𝜇
𝑟 

𝜕𝑤
𝜕𝜃    
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  هحبعجِ ي هيذاى خبثِ خبيي هَج هٌؼىظ ؽذ2-2ُ

.  ارضب ًوبيذثيبى ؽذُ اعت،( 1-2-2 ) را وِ در راثغِ ي ثبيذ هؼبدلِ ي هَج𝒘 خبثِ خبيي 

(2-2-1)                                                        𝛻2𝑤 ≡  
𝜕2

𝜕𝑟2
+

1

𝑟
 

𝜕

𝜕𝑟
+

1

𝑟2

𝜕2

𝜕𝜃2
 𝑤 =

1

𝑐2
2

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
  

. گزفتِ هي ؽَد ثِ فَرت سيز در ًظز 𝒘،اثتذا  (1-2-2)ثزاي حل راثغِ ي 

                                                   𝑤 = 𝑅 𝑟 Θ(𝜃)𝑒−𝑖𝜔𝑡                                         

                𝜕2𝑅

𝜕𝑟2
𝛩𝑒−𝑖𝜔𝑡 +

1

𝑟

𝜕𝑅

𝜕𝑟
𝛩𝑒−𝑖𝜔𝑡 +

1

𝑟2

𝜕2𝛩

𝜕𝜃2
𝑅𝑒−𝑖𝜔𝑡 =

(𝑖𝜔)2

𝑐2
𝑅𝛩𝑒−𝑖𝜔𝑡   

                                                      1

𝑅

𝜕2𝑅

𝜕𝑟2
+

1

𝑟𝑅 

𝜕𝑅

𝜕𝑟
+

1

𝛩𝑟2

𝜕2𝛩

𝜕𝜃2
= −

𝜔2

𝑐2
= −𝑘2   

                                                        𝑟2

𝑅

𝜕2𝑅

𝜕𝑟2
+

𝑟

𝑅 

𝜕𝑅

𝜕𝑟
+ 𝑘2𝑟2 = −

1

𝛩

𝜕2𝛩

𝜕𝜃2
= 𝑛2   

    (2-2-2)              Θ" + 𝑛2Θ′ = "𝑟2𝑅      و          0 + 𝑟𝑅′ +  𝑘2 𝑟2 − 𝑛2 𝑅 = 0             

 اهَاج هٌحزف ؽذُ ثِ عوت ثيٌْبيت پيؼ هي رًٍذ ، اس دٍ تبثغ  ثب تَخِ ثِ ايٌىِ(3-2-3)حل دٍ هؼبدلِ ي ثزاي 

𝑯𝐧ٌّىل 
(𝟏)ٍ 𝑯𝐧

𝑯𝐧فمظ تبثغ ٌّىل ،  (𝟐)
 :ثٌبثزايي دارين.هي ؽَد اًتخبة (𝟏)

(2-2-3)                                                                        𝑤 = 𝑤0  An𝑛 𝐻n
 1  𝑘𝑟 cos 𝑛𝜃  𝑒−𝑖𝜔𝑡                                   

. ًَؽتِ هي ؽَدسيز  خبثدبيي ول ثِ ؽىل ثٌبثزاييعت،اختيبري ا يه ثبثت 𝐀𝐧 (3-2-2 )در راثغِ

 ( 2-2-4)                                                                                                                     𝑢𝑧 = 𝑢3
0 + 𝑤                                  

:  را هي ًَيغينSHثغظ عزي هَج اثتذا  ،𝑨𝒏ثزاي تؼييي ثبثت 

(2-2-5)                     exp(𝑖𝑘𝑟 cos 𝜃) =  inJn kr ∞
𝑛=−∞ 𝑒 inθ =  εn inJn kr ∞

𝑛=0 cos 𝑛𝜃                   

𝛆𝟎وِ در آى  = n=1,2,… ، 𝛆𝐧 ٍثزاي 𝟏 = 𝟐. 

.  در ًْبيت تٌؾْب ٍ خبثِ خبيي ّبي ول ثِ فَرت سيز ثيبى هي ؽًَذ

𝑢z = w0   εn inJn kr +  An𝐻n
 1  𝑘𝑟  ∞

n=0 cos 𝑛𝜃 𝑒−𝑖𝜔𝑡   
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trz=μ  
w0

r    εnin nJn kr -krJn+1 kr  + An nHn
 1  kr -krHn+1

 1  kr   ∞
n=0 cos nθ  e-iωt  

𝑡θz = −μ  
w0

r   n εn inJn kr +  An𝐻n
 1  𝑘𝑟  ∞

n=0 sin 𝑛𝜃  𝑒−𝑖𝜔𝑡 

( 2-2-6           )

  . حبل هغبلِ را در حبلت اعتَاًِ ي الاعتيه حل هي وٌين

 اعتَاًِ ي الاعتيه 2-3

       ػلاٍُ ثز حل خبرخي  ثبؽذ،𝝆𝐞 ٍ داًغيتِ ي 𝝁𝐞پزاوٌذُ وٌٌذُ يه ًبّوگٌي الاعتيه ثب هذٍل ثزؽي خغن اگز 

𝒓 هؼبدلِ ي هَج ثزاي ثخؼ داخلي ثبيذ ،(2-2-6) < 𝒂 ثٌبثزايي هؼبدلِ ي هَج هٌىغز ؽذُ ثِ  .ًيش حل ؽَد

: فَرت سيز ثيبى هي ؽَد

 (  2-3-1)                                                   𝑤𝑒 𝑟, 𝜃, 𝑡 = −𝑤0  𝐶𝑛  𝐽𝑛 𝑘𝑒𝑟 ∞
𝑛=0 𝑐𝑜𝑠 𝑛𝜃  𝑒−𝑖𝜔𝑡 

𝒌𝐞وِ در آى  = 𝝎/𝒄𝒆𝟐
ٍ 𝒄𝒆𝟐

= (
𝝁𝒆

𝝆𝒆
 )(

𝟏

𝟐
ٍ  (2-2-4)خبثِ خبيي ثيزًٍي اعتَاًِ ثب راثغِ ي . اعت(

 پيَعتگي ،در ايي حبلت ثبيذ ثزلزار ثبؽذ وِ ؽزايظ هزسي.  ًؾبى دادُ ؽذُ اعت𝒘𝐞خبثدبيي داخلي اعتَاًِ ثب 

𝒓هيذاى خبثِ خبيي ٍ تزوؾي در   = 𝒂اعت . 

(2-3-2)                                          𝑢3
0 + 𝑤 = 𝑤𝑒  ,    𝜇

𝜕

𝜕𝑟
 𝑢3

0 + 𝑤 = 𝜇𝑒
𝜕𝑤𝑒

𝜕𝑟
𝑟     در          = 𝑎               

  .هحبعجِ هي ؽًَذ 𝑨𝐧ٍ 𝑪𝐧ثبثتْبي  (2-3-2)ثظ ٍادر ر (1-3-2) ٍ(6-2-2)ثب خبيگذاري رٍاثظ 

An = (
−i𝑛εn

Dn
 ) 𝜇𝑒𝑘𝑒𝐽𝑛 𝑘𝑎 𝐽n

′  kea − 𝜇𝑘𝐽n
′ (ka)𝐽𝑛 𝑘𝑒𝑎    

𝐶n = (
−i𝑛εn

Dn
 )𝜇𝑘 𝐽n

′  𝑘𝑎 𝐻n
(1) 𝑘𝑎 − 𝐻n

(1)′ 𝑘𝑎 𝐽𝑛 𝑘𝑎    

𝐷n ≡ 𝜇𝑒𝑘𝑒𝐻n
(1) 𝑘𝑎 𝐽n

′  𝑘𝑒𝑎 − 𝜇𝑘𝐻n
(1)′ 𝑘𝑎 𝐽𝑛 𝑘𝑒𝑎   

 ( 2-3-3                )


