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ଘم৤قدৎ
৮دروماସభ୍م

ห ماభیतداکارඇ൚ো࣍مسا૛঩ه ৮درو ਈযیشاඟ໊م଒ازرویඟ໊م، ೯دایرا
شاخوୀگඵවرموازساଢوओودشانభراه آ৩ھا భساభଢࣾت୏باروओودشان঻یاسا৤موازر૙ীه

ইࡣبع࢙موداিشتلاش৶ما৤م.
واঁدਣশیর଒ودিشانหجاभࣇخاریا॥تໆୀرموज़ฬشاندॻیਚیا॥تরୀودৣمඟ໖ا଒اଌن
୏یਛد৯نوادیزଌاభنراಶ౮وراهر௅ඟ໋࣎مراণدد৯وده�اরی�امਠീ঒ଢوردگار،ما୏سازাودओدوو

از඼່ازوඇඎিࢋآड़و౻ංند.
ඟ໊د৯د. آड़وزگارا਩یୀ଒ا৤مز৯دਛی،রودنواিسانরودنراൌग़نا
حالاଌنୀگධසزیا॥ت૑࡛ূهభوীشৎقد৤مآฬن....

ب



را ୏وردگا
ॠدد૽نหداিش اਙঀیජ໑ا ೸৑ماتਟیඟ໊اষࢌ،৔وانشࢁඓඟࣂࡣت. با ایਠീ঒یমࡑشوओود،ජ໑ا
ایୀایاسارتوଡد॥تماଢایୀای ا৯دঊم،୆ଡدبا਩یୀایල່و਩یتධ෫روହوروଡح࢕૓ه

گاਘیبا॰دୀایূجൎࣱلاز৔و. ت૟ൊه ূجارت،ب࢘ૢه

พ়ࢁਗඟی঍࣒مازآฬنభ଒راهاࣅتلایعਖ࢙یاୌانازঈ஑و਌ॳی৒భغਖ৶یورز৯د.
ජ໑ا঺ࢋৎقدୌوदدردا਩یऒودراازاণتادارേ॒ند،পنابآ༚یدන඿ر඼ෙ঳وزभࣇ਄یاعلامਗیدارم.
ඟࢁพ়ل෼ماॷیࢆو،ازষتاریभوامبااخلاقور৔سীدر৬یوਫ࣒ماঘراජ໑اభ്تان৒భیਟماتॐزජໍخاଘ
رادارموୀاଌنا௿دمঙ଒ࢤوارها৯دیـ૙ه୓یعਖຨیوෘ੣োاتख़࡛قـقاॷଡماراهঝشایآশندهی

ऒواগدরود. ما
ජ໑ا঺ࢋदدردا਩یऒودراازෘ੣োاتارزേॷنداسا঺یدන෥ख़رم،داوراناଌنپایانপ،ଓฬناب
آ༚یدන඿راඵෂرزশࣰلوপنابآ༚یدන඿رত඼່ید඼ෙय़دو॥توঙࢠ಻ൾ൒نازॠدන෥ख़ୌرمඟ໋وهریاિی

পنابآ༚یدන඿ر঍یان৖ور،اعلامਗیدارم.
ঙࢠ಻ൾ൒ناز৳ماਗیدوণتا਩یਟ଒یज़ࢸتජ໑ایاریرسا৯د৯د،േ઼࣓ماণଡپاسࢂචارم.

پ



فهرستمطالب

ج لیستجداول

چ لیستتصاویر

خ ͳفارس چ΋یده

د ͳلیسΎان چ΋یده

١ پیشΎفتار

٢ فرایند و احتمال پایه�ای مفاهیم ١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . احتمال ١-١
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳامیدریاض و توزی΄ تواب΄ ،ͳتصادف متغیرهای ١-٢
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . متغیره Έی توزی΄�های از ویژه پارامتری خانواده�های ١-٣
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گسسته توزی΄�های ١-٣-١
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیوسته توزی΄�های ١-٣-٢
١٠ . . . . . . . . . . پیشامدها استقلال و ͳشرط احتمال ،ͳΎهمبست ضریب و کوواریانس ۴-١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳΎهمبست ضریب و کوواریانس ١-۴-١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشامدها استقلال و ͳشرط احتمال ٢-۴-١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمونه�گیری توزی΄�های و نمونه�گیری ۵-١
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳتصادف فرایند ۶-١
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳتصادف قدم�زدن ١-۶-١
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مارکف زنجیرهای ٢-۶-١

٢٠ شبیه�سازی ٢
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳتصادف اعداد ٢-١
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصادف�ͳنما اعداد تولید ٢-١-١
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . ͳتصادف اعداد از استفاده با انتΎرال�ها محاسبه�ی ٢-١-٢
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . π برآورد ٢-١-٣
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گسسته ͳتصادف متغیرهای تولید ٢-٢

ت



٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وارون تبدیل روش ٢-٢-١
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیوسته ͳتصادف متغیرهای تولید ٢-٣
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پواسن ͳتصادف متغیر تولید ٢-٣-١
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پذیرش پذیرش-عدم Έنی΋ت ٢-٣-٢

٣١ عددی نتای; و فائور دنباله�ی ٣
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مونت�کارلو شبه و مونت�کارلو انتΎرال ٣-١
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مونت�کارلو انتΎرال ٣-١-١
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . استاندارد مونت�کارلوی انتΎرال م΋انیزم ٣-١-٢
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مونت�کارلو شبه انتΎرال ٣-١-٣
٣۵ . . . . . . . . . . . ( (QMC) ͳتصادف (شبه پایین اختلاف با دنباله�های ۴-٣-١
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آن تعیین و موثر بعد ٣-٢

۴٧ انتΎرال آزمون و فائور دنباله�ی اس΋رمبل�های ۴
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . (RQMC) اس΋رمبل�شده ͳتصادف شبه روش�های ١-۴
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (GFaure) ج�ͳفائور دنباله�ی ١-١-۴
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳتصادف ͳخط (ͳرقم) اس΋رمبل ١-٢-۴
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . (I − binomial) I-دوجمله�ای اس΋رمبل ١-٣-۴
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (striped) استریپد اس΋رمبل ۴-١-۴
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͳغیرخط اس΋رمبل ۵-١-۴
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جدید اس΋رمبل ۶-١-۴
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی انتΎرال�های ٢-۴

۶٢ کامپیوتری برنامه�های آ�

٨۵ ها جدول ب

٩١ مآخذ و مناب΄

٩۴ ͳفارس به ͳلیسΎان واژه�نامه

ث



لیستجداول

در نمونه اعضای تعداد به نسبت
∫ ۱
۰ · · ·

∫ ۱
۰
∏s

i=۱
π

۲
|۴xi − ۲|dx۱...dxs = ۱ انتΎرال ͳنسب خطای ب-١

٨۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بعد۴.

در نمونه اعضای تعداد به نسبت
∫ ۱
۰ · · ·

∫ ۱
۰
∏s

i=۱
π

۲
|۴xi − ۲|dx۱...dxs = ۱ انتΎرال ͳنسب خطای ب-٢

٨۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بعد٧.

در نمونه اعضای تعداد به نسبت
∫ ۱
۰ · · ·

∫ ۱
۰
∏s

i=۱
π

۲
|۴xi − ۲|dx۱...dxs = ۱ انتΎرال ͳنسب خطای ب-٣

٨۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بعد١٣.

در نمونه اعضای تعداد به نسبت
∫ ۱
۰ · · ·

∫ ۱
۰
∏s

i=۱
π

۲
|۴xi − ۲|dx۱...dxs = ۱ انتΎرال ͳنسب خطای ب-۴

٨٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .٢٠ بعد

در نمونه اعضای تعداد به نسبت
∫ ۱
۰ · · ·

∫ ۱
۰
∏s

i=۱
π

۲
|۴xi − ۲|dx۱...dxs = ۱ انتΎرال ͳنسب خطای ب-۵

٨٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .٢۵ بعد

در نمونه اعضای تعداد به نسبت
∫ ۱
۰ · · ·

∫ ۱
۰
∏s

i=۱
π

۲
|۴xi − ۲|dx۱...dxs = ۱ انتΎرال ͳنسب خطای ب-۶

٨٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۴٠ بعد

تعداد به نسبت
∫ ۱
۰ · · ·

∫ ۱
۰
∏s

i=۱
π

۲
|۴xi − ۲|dx۱...dxs = ۱ انتΎرال خطای برنامه�ی اجرای زمان ب-٧

٨٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بعد۴. در نمونه اعضای

تعداد به نسبت
∫ ۱
۰ · · ·

∫ ۱
۰
∏s

i=۱
π

۲
|۴xi − ۲|dx۱...dxs = ۱ انتΎرال خطای برنامه�ی اجرای زمان ب-٨

٨٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بعد٧. در نمونه اعضای

تعداد به نسبت
∫ ۱
۰ · · ·

∫ ۱
۰
∏s

i=۱
π

۲
|۴xi − ۲|dx۱...dxs = ۱ انتΎرال خطای برنامه�ی اجرای زمان ب-٩

٨٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .١٣ بعد در نمونه اعضای

تعداد به نسبت
∫ ۱
۰ · · ·

∫ ۱
۰
∏s

i=۱
π

۲
|۴xi − ۲|dx۱...dxs = ۱ انتΎرال خطای برنامه�ی اجرای ب-١٠زمان

٨٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .٢٠ بعد در نمونه اعضای

تعداد به نسبت
∫ ۱
۰ · · ·

∫ ۱
۰
∏s

i=۱
π

۲
|۴xi − ۲|dx۱...dxs = ۱ انتΎرال خطای برنامه�ی اجرای ب-١١زمان

٨٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .٢۵ بعد در نمونه اعضای

تعداد به نسبت
∫ ۱
۰ · · ·

∫ ۱
۰
∏s

i=۱
π

۲
|۴xi − ۲|dx۱...dxs = ۱ انتΎرال خطای برنامه�ی اجرای ب-١٢زمان

٨٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .۴٠ بعد در نمونه اعضای

٩٠ . . . نمونه. اعضای تعداد به نسبت
∫ ۱
۰ · · ·

∫ ۱
۰
∏s

i=۱
π

۲
sin(πxi)dx۱...dxs = ۱ انتΎرال ب-١٣خطای

تعداد به نسبت
∫ ۱
۰ · · ·

∫ ۱
۰
∏s

i=۱
π

۲
sin(πxi)dx۱...dxs = ۱ انتΎرال خطای برنامه�ی اجرای ب-١۴زمان

٩٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمونه. اعضای

ج



لیستتصاویر

٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢-١
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢-٢
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .N=١٠٠٠ برای متلب رند تاب΄ هیستوگرام ٢-٣
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .N=١٠٠٠ برای متلب رند ͳپ تاب΄ هیستوگرام ۴-٢
٢۶ رند ͳپ و رند تاب΄ دو برای نمونه، اعضای تعداد به نسبت I(f) =

∫ ۱
۰

√
۱− x۲dx انتΎرال مطلق خطای ۵-٢

٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣-١
دنباله�ی و رند تاب΄ برای نمونه، اعضای تعداد به نسبت I(f) =

∫ ۱
۰

√
۱− x۲dx انتΎرال مطلق خطای ٣-٢

٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فائور

تاب΄ برای نمونه، اعضای تعداد به نسبت I(f) =
∫ ۱
۰
π

۲
sin(

π

۲
(x +

π

۴
))dx انتΎرال مطلق خطای ٣-٣

٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فائور دنباله�ی و رند

۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(N=١٠) بعد١و٢ �هالتون دنباله�ی ۴-٣
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(N=١٠٠٠) ١و٢ بعد هالتون دنباله�ی ۵-٣
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(N=١٠٠٠) ١۴و١۵ بعد هالتون دنباله�ی ۶-٣
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(N=١٠٠٠) ٢٧و٢٨ بعد هالتون دنباله�ی ٣-٧
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(N=١٠٠٠) ١و٢ بعد و پایه�ی٣ در فائور دنباله�ی ٣-٨
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . .(N=١٠٠٠) ١٣و١۴ بعد و پایه�ی١٧ در فائور دنباله�ی ٣-٩
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . (N=١٠٠٠). ٢٨و٢٩ بعد و پایه�ی٣١ در فائور ٣-١٠دنباله�ی
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . .۴١ پایه�ی در و بعد۴٠ با فائور دنباله�ی از ٣-١٠٢۴١١نقطه

۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . .۴١ پایه�ی در و بعد۴٠ با ج�ͳفائور دنباله�ی از ١٠٢۴نقطه ١-۴
۵۵ . . . . . . . . .۴١ پایه�ی در و بعد۴٠ با ͳرقم ͳخط اس΋رمبل با فائور دنباله�ی از ١٠٢۴نقطه ٢-۴
۵۶ . . . . . . . . . . . .۴١ پایه�ی در و بعد۴٠ با ͳخط اس΋رمبل با فائور دنباله�ی از ١٠٢۴نقطه ٣-۴
۵۶ . . . . . . . . . .۴١ پایه�ی در و بعد۴٠ با دوجمله�ای اس΋رمبل با فائور دنباله�ی از ١٠٢۴نقطه ۴-۴
۵٧ . . . . . . . . . .۴١ پایه�ی در و بعد۴٠ با استریپد اس΋رمبل با فائور دنباله�ی از ١٠٢۴نقطه ۵-۴
۵٧ . . . . . . . .۴١ پایه�ی در و بعد۴٠ با پیش�مع΋وس اس΋رمبل با فائور دنباله�ی از ١٠٢۴نقطه ۶-۴
۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . .۴١ پایه�ی در و بعد۴٠ با ام�فائور دنباله�ی از ١٠٢۴نقطه ٧-۴
۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . .۴١ پایه�ی در و بعد۴٠ با فائور ام٢ دنباله�ی از ١٠٢۴نقطه ٨-۴
۵٩ . . . . . . . . . . . . .(١) انتΎرال آزمون برای نمونه اعضای تعداد به نسبت ͳنسب خطای ٩-۴

چ



۵٩ . . . . . . . . . . . . .(٢) انتΎرال آزمون برای نمونه اعضای تعداد به نسبت ͳنسب ۴-١٠خطای
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چ΋یده:

آن کاربرد و فائور ͳتصادف شبه اعداد مولد

رادمقدم الهام

پایان در م�ͳباشد. آن اس΋رمبل�شده�ی دنباله�های و فائور ͳشبه�تصادف دنباله�ی ͳمعرف پایان�نامه، این در ما هدف
،ͳرالΎانت مسائل در فائور ͳقبل اس΋رمبل�شده�ی دنباله�های با را آن ͳکارای و م�ͳدهیم ارائه جدید الΎوریتم Έی

م�ͳکنیم. مقایسه

واژه: کلید
عددی انتΎرال فائور، دنباله�ی کردن اس΋رمبل فائور، دنباله�ی ،ͳشبه�تصادف مولدهای شبه�مونت�کارلو، روش
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Abstract:

Faure quasi random numbers generator and its application

Elham Radmoghaddam

In this dissertation, we introduce the Faure sequence and scrambled the Faure
quasi-random number sequence. Finally, we present a new algorithm and compare its
efficiency with previous scrambled Faure quasi-random number sequence for integra-
tion problems.

Key words:
Quasi Monte Carlo method, Quasi-random number generator, Faure sequence, Scram-
bling Faure sequence, Numerical integration
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١

پیشΎفتار

بعد با انتΎرال�های برای موفقیت با مونت�کارلو روش�های دارند. ͳفراوان کاربردهای بالا بعد با انتΎرال�های

مقدار هم که باشیم ͳوریتمΎال به�دنبال باید ،ͳرال�هایΎانت چنین جواب به یافتن دست برای م�ͳشوند. استفاده بالا،

کم�ترین با ام΋ان حد در باید الΎوریتم این باشد. خطا مقدار برآورد به قادر هم و بزند تخمین را انتΎرال عددی

پایه�ی بر که است ͳتصادف نمونه�گیری مونت�کارلو روش اساس دهد. ارائه را ͳقبول قابل جواب ͳمحاسبات هزینه�ی

ابعاد برای Έکلاسی مرب΄ ساخت است، وابسته بعد به چندگانه انتΎرال م�ͳگیرد. صورت ͳتصادف اعداد تولید

نیست. ام΋ان�پذیر ۵ از بالاتر ابعاد برای واحد مرب΄ تجسم که معنا این به نیست. ام΋ان�پذیر ۶ یا ۵ از بالاتر

برای نمونه میانΎین از روش�ها این هستند. مش΋ل این حل برای مفید ابزاری استاندارد مونت�کارلوی روش�های

هستند. استاندارد روش�های تعیین�شده�ی نسخه�ی ͳشبه�تصادف روش�های م�ͳکنند. استفاده انتΎرال زدن تقریب

هستند[٣١]. استاندارد روش به نسبت پایین�تری اختلاف دارای ͳشبه�تصادف دنباله�های

م�ͳروند. به�کار الΎوریتم�ها در ،ͳتصادف اعداد از ͳتعمیم به�عنوان ͳشبه�تصادف اعداد

و مزایا م�ͳپردازیم. شبه�مونت�کارلو و مونت�کارلو روش�های از مختصری ͳمعرف به ابتدا پایان�نامه، این در

برای دنباله این از فائور، دنباله�ی نظیر ͳشبه�تصادف مولدهای ͳبررس ضمن سپس م�ͳکنیم. بیان را روش هر معایب

شده�اند. Matlabپیاده�سازی افزار نرم توسط الΎوریتم�ها م�ͳکنیم. استفاده بالا بعد با انتΎرال�های حل
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مقدمه

مفاهیم این از ما م�ͳپردازیم. ͳتصادف فرایندهای و احتمال پایه�ای مفاهیم به مختصر به�طور ما فصل، این در

کرد. خواهیم استفاده مونت�کارلو روش در نظر مورد مسائل مدل�سازی برای

احتمال ١-١

برای راه Έی م�ͳکنیم. ͳزندگ آن در که است ͳدنیای در پیشامدها توصیف و ͳپیش�بین علم، اهداف از ͳ΋ی

عنوان به کند. توصیف ͳمناسب به�طور را ͳواقع دنیای که است ͳریاض مدل�های ساختن منظور، این به رسیدن

است. ͳریاض مدل Έمعادله�ی این م�ͳکند. بیان را t, g, s نمادهای بین ͳمعین رابطه�ی s =
۱
۲
gt۲ معادله�ی مثال

درحال جسم که ͳمسافت مقدار ،s ͳپیش�بین برای است، زمان از ͳتابع که s =
۱
۲
gt۲ معادله�ی از استفاده در

شدن واق΄ مفید برای که است ͳ΋فیزی ثابت Έی اخیر ثابت باشد. معلوم gگرانش ثابت باید م�ͳپیماید، سقوط

مدل که است این معادله این ارائه�ی فایده�ی شود. اندازه�گیری آزمایش، به�وسیله�ی باید s =
۱
۲
gt۲ معادله�ی در

داد. قرار استفاده مورد ͳواقع جهان در پیشامدها توصیف برای را ن بتوان که بسازیم ͳاحتمال

برآمدهای تمام پیشم�ͳآید، ͳشانس بازی�های اکثر در آنچه نظیر که م�ͳرود به�کار ͳوقتΈکلاسی احتمال مفهوم

زیرا است، آن کاربردی قابلیت بودن محدود در Έکلاسی احتمال مفهوم عمده�ی عیب . باشند هم�شانس مم΋ن

΁پاس برای مثال برای دانست. هم�شانس نم�ͳتوان م�ͳدهند رخ که را ͳانات΋ام آنها برای که موجودند ͳوضعیت�های

مختلف مفاهیم بین از داریم. سروکار ͳوضعیت چنین با نه؟ یا آمد خواهد باران ͳمعین روز در آیا که سوال این به

ͳدفعات نسبت برابر پیشامد Έی وقوع احتمال آن طبق که است ͳفراوان تعبیر مفهوم همه از پرطرفدارتر احتمال،

دارد، بیشتری طرفداران این�روزها که دیΎری دیدگاه داده�اند. رخ زیاد ت΋رار در نوع این از ͳپیشامدهای که است

دارد. وجود ͳکم شواهد که م�ͳروند به�کار ͳوقت و است ͳشخص یا ͳذهن ارزیاب�ͳهای عنوان به احتمال�ها تعبیر

”موجودات عنوان به احتمال�ها آن در که است ͳموضوع اصل روش برد، خواهیم به�کار بخش این در که ͳروش

ذکرشده، مفاهیم هریΈاز بنابراین م�ͳکنند. رفتار تعریف، خوش قواعد ͳبرخ با مطابق که تعریفشده�اند ”ͳریاض

گیرند. قرار استفاده مورد کاربردها در م�ͳتوانند برقرارند، قواعد این مادام�ͳکه

نمونه فضای تعریف١-١-١.

که ͳنتایج م�ͳکنند. اطلاق را آزمایش عنوان اندازه�گیری، مشاهده�یا فرایند هر به که است متداول آمار در

قبل از آن برآمد که ͳآزمایش ͳیعن ،ͳتصادف آزمایش م�ͳشود. نامیده آزمایش برآمد م�ͳآید به�دست آزمایش Έی از

م�ͳگوییم. آزمایش آن ١ نمونه�ی فضای را، آزمایش مم΋ن رویدادهای تمام مجموعه�ی نیست. معلوم

١Sample state
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Ω = {H,T} س΋ه Έی پرتاب آزمایش نمونه�ی فضای مثال، عنوان به م�ͳدهیم. نشان Ω با را نمونه فضای

است. Ω = {H,TH, TTH, ...} شیر اولین وقوع تا س΋ه Έی پرتاب آزمایش نمونه�ای فضای و

پیشامد فضای و پیشامد تعریف١-١-٢.

فضای را مفروض آزمایش Έی به مربوط پیشامدهای تمام رده�ی است. نمونه فضای از زیرمجموعه�ای پیشامد

اندازه�ی به نمونه�ای فضاهای برای اما است، نمونه فضای از زیرمجموعه�ای همواره پیشامد Έی گوییم. پیشامد

م�ͳتوان آنΎاه باشد ͳمتناه و شمارا نمونه فضای اگر بود. نخواهند پیشامد زیرمجموعه�ها، همه�ی بزرگ، ͳکاف

است. پیشامد Έی نمونه�ای فضای از زیرمجموعه هر که گفت

ͳامیدریاض و توزی΄ تواب΄ ،ͳتصادف متغیرهای ١-٢

ͳتصادف متغیر تعریف١-٢-١.

ω ∈ Ω هر برای ͳیعن ،ℜ به Ω نمونه�ی فضای از است ͳتابع ͳتصادف متغیر

X(ω) = x ∈ ℜ

ͳفراوان مزایای و ͳبررس ام΋ان تعریف این م�ͳگردد. ℜمنتقل به پیشامدها از احتمال ،ͳتصادف متغیر تعریف با

ͳوسیع طیف و م�ͳکند برقرار دارد، وجود ضرب و جم΄ عمل دو به توجه با ℜ در که ͳ΋فیزی خواص به�دلیل را

X ͳتصادف متغیر م�ͳشوند. تقسیم پیوسته و گسسته نوع دو به ͳتصادف متغیرهای م�ͳسازد. مطرح را پیشامدها از

نامیم. پیوسته را ͳتصادف متغیر غیراین�صورت در باشد شمارا آن برد هرگاه است گسسته

ͳتجمع توزی΄ تاب΄ تعریف١-٢-٢.

برد و ͳحقیق اعداد دامنه�ی با ͳتابع م�ͳدهیم، نشان FX(.) با که را، X ͳتصادف متغیر ͳتجمع توزی΄ تاب΄

م�ͳکنیم. تعریف کند، صدق FX(x) = P (X ≤ x) شرط در x ͳحقیق هرعدد ازای به که ،[۰, ۱]

ͳتجمع توزی΄ تاب΄ ویژگ�ͳهای

.١

FX(−∞) = lim
x→−∞

FX(x) = ۰ , FX(+∞) = lim
x→∞

FX(x) = ۱.

.FX(a) ≤ FX(b) ،a < b برای ͳیعن است، ͳنزول غیر و ی΋نوا ͳتابع FX(.) .٢

ͳیعن است، پیوسته راست از FX(.) .٣

lim
h→۰

FX(x+ h) = FX(x).
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گسسته ͳالΎچ تاب΄ تعریف١-٢-٣.

م�ͳشود داده نشان fX(.) با که ͳتابع باشد، x۱, ..., xn, ... مجزای مقادیر با گسسته ͳتصادف متغیر ΈیXاگر

م�ͳشود. نامیده X گسسته�ی ͳالΎچ تاب΄ م�ͳشود، تعریف زیر به�صورت و

fX(x) = p(X = xj) j = ۱, ۲, ...

xj جرم نقطه�ی به مربوط جرم fX(xj) و م�ͳشوند نامیده جرم نقاط اغلب گسسته ͳتصادف متغیر Έی مقادیر

به�جای که هستند دیΎری اصطلاح�های احتمال، تاب΄ و گسسته ͳفراوان تاب΄ احتمال، جرم تاب΄ م�ͳدهد. نشان را

استفاده PX(.) از fX(.) به�جای گسسته، ͳالΎچ تواب΄ برای ͳگاه همچنین م�ͳروند. به�کار گسسته ͳالΎچ تاب΄

هرگاه است گسسته ͳالΎچ تاب΄ Έی [۰, ۱] برد و ͳحقیق اعداد دامنه�ی fX(.) تاب΄ هر واق΄ در م�ͳشود.

.f(xj) > ۰ j = ۱, ۲, ... هر برای .١

.f(x) = ۰ j = ۱, ۲, ... , X ̸= xj برای .٢

.
∑∞

j=۱ f(xj) = ۱ .٣

بحث ͳمعین ͳتصادف متغیر به مراجعه بدون گسسته، ͳالΎچ تواب΄ از که م�ͳدهد را ام΋ان این ما به تعریف این

کنیم.

پیوسته ͳتصادف متغیر Έی احتمال تعریف١-٢-۴.

احتمال ͳالΎچ تاب΄ ،FX(x) =
∫ x

−∞ fX(u)du در fX(.) تاب΄ باشد، پیوسته ͳتصادف متغیر Έی Xاگر

تاب΄ ،ͳالΎچ تاب΄ نام�های شامل م�ͳرود به�کار احتمال ͳالΎچ تاب΄ به�جای که دیΎری نام�های م�ͳشود. نامیده X

Έی ،[۰,∞) برد و ͳحقیق اعداد دامنه�ی با f(.) تاب΄ هر واق΄ در م�ͳباشد. انتΎرال ͳالΎچ تاب΄ و پیوسته ͳالΎچ

هرگاه است احتمال ͳالΎچ تاب΄

.f(x) ≥ ۰ Xها، تمام برای .١

.
∫∞
−∞ f(x)dx = ۱ .٢
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ͳریاض امید تعریف١-٢-۵.

ͳتصادف متغیر میانΎین واق΄ در م�ͳدهیم. نشان µX یا E(X) با را X میانΎین باشد، ͳتصادف متغیر Xاگر

متغیر ͳریاض امید باشد، x۱, x۲, ... جرم نقاط با گسسته X اگر است. X ͳالΎچ مرکزی م΋ان از اندازه�ای ،X

است زیر به�صورت X ͳتصادف

E(X) =
∞∑
−∞

xjfX(xj)

م�ͳشود تعریف زیر به�صورت آن ͳریاض امید باشد، fX احتمال ͳالΎچ تاب΄ با پیوسته X اگر و

E(X) =

∫ ∞

−∞
xfX(x)dx.

واریانس تعریف١-٢-۶.

V ar(X) یا σ۲
X با و است X ͳالΎچ ͳپراکندگ میزان اندازه�گیری برای ͳکمیت ،X ͳتصادف متغیر واریانس

تعریف زیر به�صورت X ͳتصادف متغیر واریانس باشد، x۱, x۲, ... جرم نقاط با گسسته X اگر م�ͳشود. داده نشان

م�ͳشود

V ar(X) =
∑
j

(xj − µx)
۲fX(xj)

م�ͳشود تعریف زیر به�صورت آن واریانس باشد fX(x) احتمال ͳالΎچ تاب΄ با پیوسته ،X اگر و

V ar(x) =

∫ ∞

−∞
(x− µX)

۲fX(x)dx

با است برابر X واریانس برای دیΎری فرمول محاسبه ͳاندک با

V ar(X) = E(X۲)− (E(X))۲.

یΈمتغیره توزی΄�های از ویژه پارامتری خانواده�های ١-٣

م�ͳکنیم. فهرست را متغیره Έی گسسته�ی چΎال�ͳهای از پارامتری خانواده�ی چند بخش این در
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توزی΄�هایگسسته ١-٣-١

گسسته ی΋نواخت توزی΄ تعریف١-٣-١.

گسسته�ی ͳالΎچ تواب΄ خانواده�ی عضو هر

fX(x) = f(x;N) =
۱
N

x = ۱, ۲, ..., N (۱)

ͳتصادف متغیر است. ی΋نواختگسسته توزی΄ دارای م�ͳکند، اختیار را مثبت ΀صحی Nاعداد پارامتر آن در که

م�ͳشود. نامیده گسسته ی΋نواخت ͳتصادف متغیر باشد، (۱) رابطه�ی ͳالΎچ تاب΄ دارای که X

. V ar(X) =
N ۲ − ۱

۱۲
و E(X) =

N + ۱
۲

آنΎاه باشد، گسسته ی΋نواخت توزی΄ دارای X اگر

ͳبرنول توزی΄ تعریف١-٣-٢.

باشد. زیر به�صورت X گسسته�ی ͳالΎچ تاب΄ اگر است ͳبرنول توزی΄ دارای X ͳتصادف متغیر گوییم

fX(x) = fX(x; p) = px(۱− p)۱−x x = ۰, ۱

م�ͳشود. داده نشان q با اغلب ۱− p م�ͳکند. صدق ۰ ≤ p ≤ ۱ در p پارامتر آن در که

دوجمله�ای توزی΄ تعریف١-٣-٣.

باشد. زیر به�صورت X گسسته�ی ͳالΎچ تاب΄ هرگاه است، دوجمله�ای توزی΄ دارای X ͳتصادف متغیر گوییم

fX(x) = fX(x;n, p) =

(
n

x

)
pxq۱−x x = ۱, ۲, ..., n

م�ͳکند. اختیار را مثبت ΀صحی اعداد n و q = ۱− p و ۰ ≤ p ≤ ۱ آن در که

.V ar(X) = npq و E(X) = np آنΎاه باشد، دوجمله�ای توزی΄ دارای Xاگر

پواسن توزی΄ تعریف١-٣-۴.

باشد. زیر به�صورت X ͳالΎچ هرگاه است پواسن توزی΄ دارای X ͳتصادف متغیر گوییم

fX(x) = fX(x;λ) =
e−λλx

x!
x = ۰, ۱, ۲, ...

.λ > ۰ که

.E(X) = V ar(X) = λ آنΎاه باشد پواسن توزی΄ دارای X ͳتصادف متغیر اگر
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ͳهندس توزی΄ تعریف١-٣-۵.

باشد. زیر به�صورت X ͳالΎچ هرگاه است، پاس΋ال) ) ͳهندس توزی΄ دارای X ͳتصادف متغیر گوییم

fX(x) = fX(x; p) = p(۱− p)x x = ۰, ۱, ...

.V ar(X) =
q

p۲
و E(X) =

q

p
آنΎاه باشد ͳهندس توزی΄ دارای X اگر

پیوسته توزی΄�های ١-٣-٢

ͳمستطیل یا ی΋نواخت توزی΄ تعریف١-٣-۶.

م�ͳباشد. زیر به�صورت X ͳتصادف متغیر Έی برای ساده بسیار توزی΄ Έی

fX(x) = fX(x; a, b) =
۱

b− a
x ∈ [a, b]

م�ͳکنند. صدق −∞ < a < b < ∞ در b و a پارامترهای آن در که

.V ar(X) =
(b− a)۲

۱۲
و E(X) =

a+ b

۲
آنΎاه باشد شده توزی΄ [۰, ۱] بر ی΋نواخت به�طور Xاگر

است زیر به�صورت ی΋نواخت ͳتصادف متغیر ͳتجمع توزی΄ تاب΄

FX(x) =
x− a

b− a
a < x < b

ͳتصادف متغیر بدانیم اگر مثال برای م�ͳکند. فراهم ͳتصادف پدیده�ی چند برای را مفیدی الΎوی توزی΄ این

،[a, b] از مساوی طول�های با بازه زیر دو هر کنیم فرض اگر و باشد م�ͳتواند [a, b] مثل ͳمتناه بازه�ی در تنها X

Έی از ͳوقت است. [a, b] بازه�ی بر ی΋نواخت توزی΄ دارای X آنΎاه م�ͳگیرند، بر در را X مساوی احتمال�های با

[۰, ۱] بازه�ی بر ی΋نواخت به�طور که است ͳتصادف متغیر منظورمان م�ͳگوییم سخن [۰, ۱] بازه�ی از ͳتصادف عدد

م�ͳباشد. است، شده توزی΄

نرمال توزی΄ تعریف١-٣-٧.

دارند. قرار نرمال توزی΄ پایه�ی بر م�ͳگیرند قرار استفاده مورد کاربردی آمار در که ͳفنون از زیادی بسیار تعداد

باشد. زیر به�صورت آن ͳالΎچ اگر است، شده توزی΄ نرمال به�صورت X ͳتصادف متغیر گوییم

fX(x) = fX(x;µ, σ) =
۱√
۲πσ۲

e
−
(x− µ)۲

۲σ۲ x ∈ (−∞,∞)

.V ar(X) = σ۲ و E(X) = µ باشدآنΎاه نرمال ͳتصادف متغیر X اگر . σ > ۰ و −∞ < µ < ∞ که
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ͳتصادف متغیر یا استاندارد نرمال ͳتصادف متغیر باشد، واریانس۱ و ۰ میانΎین دارای نرمال ͳتصادف متغیر اگر

م�ͳشود. ظاهر ͳتصادف پدیده�های ͳبرخ رفتار برای ͳمنطق الΎوی عنوان به نرمال توزی΄ م�ͳشود. نامیده شده نرمال

مشهور قضیه�ی در حدی توزی΄ نرمال، توزی΄ هست. نیز دیΎر احتمال توزی΄�های از بسیاری حدی ش΋ل توزی΄ این

م�ͳباشد. نیز مرکزی حد

ͳنمای توزی΄ تعریف١-٣-٨.

است. ͳنمای توزی΄ دارای X گوییم باشد، زیر به�صورت ͳالΎچ دارای Xͳتصادف متغیر اگر

fX(x) = fX(x;λ) = λe−λx x ∈ [۰,∞)

است. گاما توزی΄ دارای ،ͳنمای توزی΄ با هم�توزی΄ مستقل ͳتصادف متغیرهای مجموع است. λ > ۰ آن در که

. V ar(X) =
۱
λ۲ و E(X) =

۱
λ
آنΎاه باشد ͳنمای توزی΄ دارای X اگر

گاما توزی΄ تعریف١-٣-٩.

باشد. زیر به�صورت ͳالΎچ دارای هرگاه است گاما توزی΄ دارای X ͳتصادف متغیر گوییم

fX(x) = fX(x; r, λ) =
λ

Γ(r)
(λx)r−۱e−λx x ∈ [۰,∞)

است. λ > ۰ و r > ۰ آن در که

و r پارامترهای با گاما توزی΄ دارای Xاگر م�ͳشود. تبدیل ͳنمای ͳالΎچ به گاما ͳالΎچ باشد، r = اگر۱

.V ar(X) =
r

λ۲ و E(X) =
r

λ
آنΎاه باشد

م�ͳگیرد. قرار استفاده مورد گوناگون چیزهای عمر طول برای ͳویΎال عنوان به ͳنمای توزی΄ .١-٣-١٠ ن΋ته

ثابت ͳزمان فاصله�ی در وقای΄ تعداد این�که بر مشروط ،ͳمتوال وقای΄ بین ͳزمان فاصله�ی طول که داد نشان م�ͳتوان

ͳزمان فاصله�ی در وقای΄ تعداد کنیم فرض دوباره اگر همچنین است. ͳنمای توزی΄ دارای باشد، پواسن توزی΄ دارای

م�ͳدهد، رخ rام واقعه�ی که لحظه�ای و ۰ بین زمان طول که داد نشان م�ͳتوان شده، توزی΄ پواسن به�صورت ثابت

تصور پیوسته انتظار زمان ͳتصادف متغیر عنوان به م�ͳتوان را گاما ͳتصادف متغیر بنابراین است. گاما توزی΄ دارای

بماند. منتظر واقعه rامین برای باید شخص که است ͳزمان که کرد


