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خدا نام به

دار نرم فضاهای تقریبدر بهترین

توسط:

سرتشنیزی طاهری منیر

پایان�نامه

فعالیت�های از بخشͬ عنوان به دانشͽاه تکمیلͬ تحصیلات به شده ارائه

ارشد کارشناسͬ درجه اخذ برای لازم تحصیلͬ

رشته در

محض ریاضͬ

دامغان دانشͽاه از

درجه: با پایان�نامه کمیته توسط شده تأیید و ارزیابی

علوم و ریاضͬ دانشͺده آنالیز گرایش محض ریاضͬ رشته استاديار تبادکان پور عباس غلامرضا دكتر

راهنما) (استاد دامغان دانشͽاه کامپیوتر

دانشͽاه کامپیوتر علوم و ریاضͬ دانشͺده آنالیز گرایش محض ریاضͬ استادیار رمضانپور محمد دکتر

مشاور) (استاد دامغان

(استاد سمنان دانشͽاه رياضͬ علوم دانشͺده آنالیز گرایش محض ریاضͬ رشته استاد غفاری علͬ دکتر

داور)

دانشͽاه کامپیوتر علوم و ریاضͬ دانشͺده ریاضͬمحضگرایشآنالیز استادیار ایوری ابطحͬ مرتضͬ دکتر

داور) (استاد دامغان



دامغان دانشͽاه کامپیوتر علوم و ریاضͬ دانشͺده آنالیز محضگرایش ریاضͬ استادیار نرگستولایی دکتر

تکمیلͬ) تحصیلات (نماینده
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ণپاسࢂචاری
ذره ذره نیست، شͺر توان بی�کرانت نعمات بر مرا وجود، بخش هستͬ ای پروردگارا!

نردبانͬ نه اندکم، دانش تا کن مدد مرا الهͬ مͬ�تپد. تو به شدن ͷنزدی و تو برای وجودم

بلͺه تجارت، برای مایه�ای دست نه و اسارت برای حلقه�ای نه غرور، و تکبر فزونͬ برای

دیͽران. و خود زندگͬ ساختن متعالͬ و تو از تجلیل برای باشد گامͬ

مͬ�دانم لازم گشته�ام تحصیل از مقطع این اتمام به بزرگموفق لطفپروردگار به که اکنون

مͬ�دانم واجب خود بر نمایم. تشͺر نموده�اند، راهنمایی مرا مسیر این در که کسانͬ از

دکتر آقای جناب گرانقدرم استاد خدمت به را خود قلبی عمیق قدردانͬ و سپاس مراتب

دانش جوشان چشمه از پایان�نامه ارائه و تحصیل دوران طول در که پور عباس غلامرضا

آقای جناب ارجمند، استاد از همچنین نمایم. ابراز گشته�ام مند بهره والایشان اخلاق و

دارم. را تشͺر کمال داشتند عهده بر را پایان�نامه این مشاوره که پور رمضان محمد دکتر

ابطحͬ مرتضͬ دکتر آقای جناب و غفاری علͬ دکتر آقای جناب بزرگوار اساتید از آخر در

مͬ�نمایم. قدردانͬ داشتند عهده بر را پایان�نامه مطالعه زحمت داور مقام در که

سرتشنیزی طاهری منیر

٩١ ماه شهریور



چͺیده

دار نرم فضاهای تقریبدر بهترین

وسیله�ی: به
سرتشنیزی طاهری منیر

.

همچنین مͬ�پردازیم. دار نرم فضای در تقریب هم بهترین و تقریب بهترین پیرامون مطالعاتͬ به نامه پایان این در

تعامد مفهوم که آنجایی از مͬ�کنیم. معرفͬ را پروکسیمینال -ε و چبیشف -ε های مجموعه و تقریب بهترین -ε

حافظ نگاشت مͬ�کنیم. معرفͬ را تعامد -ε و بیرخوف تعامد است برخوردار اهمیت از تقریب بهترین بحث در

روی عملͽر ͷی اگر مثال عنوان به مͬ�کنیم. بیان را نتایج از برخͬ و مͬ�دهیم قرار بررسͬ مورد را تقریب بهترین

است. تقریب بهترین های ویژگͬ همه�ی حافظ باشد طولپا دار نرم فضای

بیرخوف تعامد چبیشف، مجموعه�ی تقریب، بهترین دار، نرم فضای كلیدی: واژگان

د



فهرستمطالب

ه� مطالب فهرست

ز شͺل�ها فهرست

٣ مقدماتͬ مفاهیم ١

٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ͷمتری فضاهای ١-١

۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرم�دار فضاهای ١-٢

٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . داخلͬ ضرب فضاهای ١-٣

٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هیلبرت فضا�های ۴-١

١١ تقریب بهترین ٢

١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقریب�ها بهترین مجموعه�ی ٢-١

١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقریب بهترین یͺتایی و وجود ٢-٢

٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیرخوف تعامد ٢-٣

٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقریب بهترین حافظ تابع ۴-٢

٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقریب بهترین از سازی�هایی مشخصه ۵-٢

٣٩ تقریب هم بهترین ٣

٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقریب بهترین -ε ٣-١

۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . چبیشف -ε و پروکسیمینال - ε های مجموعه ٣-٢

۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقریب بهترین -ε حافظ تابع ٣-٣
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۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقریب هم بهترین ۴-٣

۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقریب هم بهترین سازی�های مشخصه ۵-٣

۵٨ مراجع

۶٠ انگلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

۶٢ فارسͬ به انگلیسͬ واژه�نامه

و



فهرستشکل�ها

ز



پیشگفتار

ͷی G و دار نرم فضای ͷی Xکنید فرض است. تابعͬ آنالیز در مهمͬ موضوع تقریب بهترین

نقاط همه�ی بین از اگر Gگوئیم در x ∈ X از تقریب بهترین را g٠ ∈ G عنصر باشد. X از زیرمجموعه

نشان PG(x) با را G در x از ها تقریب بهترین همه�ی مجموعه�ی باشد. x به نقطه نزدیͺترین g٠ ، G

x ∈ X اگر و پروکسیمینال مجموعه�ی ͷی را G باشد عضو ͷی حداقل شامل PG(x) اگر مͬ�دهیم.

بهترین بحث در که مواردی مͬ�نامیم. چبیشف مجموعه�ی ͷی را G باشد یͺتا تقریب بهترین دارای

است: زیر شرح به برخوردارند اهمیت از تقریب

تقریب بهترین وجود .١

تقریب بهترین یͺتایی .٢

تقریب بهترین های سازی مشخصه .٣

تقریب بهترین حافظ تابع .۴

های مجموعه� همچنین و ٢ استچͺین و ١ افیموس توسط ١٩۵۴ سال در چبیشف مجموعه�های

از دارد وجود تقریب بهترین زمینه�ی در مختلفͬ کتابهای شدند. معرفͬ ٣ گرو کیل توسط پروکسیمینال

نرم فضای در تقریب بهترین به راجع ١٩٧٠ سال در سینگر۴ کرد. اشاره [١٩] و [١٨] به مͬ�توان جمله

١Efimou
٢Stechken
٣Killgrove
۴Singer

١



موضوع خصوص در مظاهری و ۶ ساراوانا ۵ گتها.اس.روا، جمله از زیادی ریاضیدانان کرد. بحث دار

پرداختند. نظر تبادل و بحث به تقریب بهترین

و اصلͬ مفاهیم از بعضͬ بیان به مختصر طور به اول فصل در است. فصل سه شامل نامه پایان این

بهترین معرفͬ به دوم فصل در مͬ�گیرند. قرار استفاده مورد دیͽر فصل دو در که مͬ�پردازیم ضروری

پروکسیمینال های مجموعه مͬ�دهیم نشان مͬ�پردازیم. چبیشف و پروکسیمینال های مجموعه و تقریب

PG(x) مجموعه�ی است. پروکسیمینال البعد متناهͬ فضای ͷی از بسته مجموعه زیر هر و هستند بسته

و مͬ�کنیم بیان را بیرخوف تعامد مفهوم فصل این در است. محدب باشد Gمحدب اگر و است کراندار

تقریب بهترین های سازی مشخصه سرانجام و مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را تقریب بهترین حافظ تابع

مͬ�کنیم. بررسͬ را

با را ها تقریب بهترین -ε همه�ی مجموعه�ی مͬ�پردازیم. تقریب بهترین -ε معرفͬ به سوم فصل در

مفهوم پایان در و است. محدب باشد محدب G اگر و کراندار PG(x, ε) مͬ�دهیم. نشان PG(x, ε)

مͬ�پردازیم. تقریب هم بهترین های سازی مشخصه بررسͬ به و مͬ�کنیم بیان را تقریب هم بهترین

۵Geetha S. Rao
۶Saravana

٢



١ فصل

مقدماتی مفاهیم

که آنجا از گیرد. مͬ قرار استفاده مورد بعدی های فصل در که پردازیم مͬ مطالبی بیان به فصل این در

مͬ�کنیم. داری خود جزئیات و ها اثبات بیان از باشد داشته آشنایی مطالب این با خواننده رود مͬ انتظار

ͷمتری فضاهای ١-١

است X روی متر ͷی d : X ×X −→ R تابع باشد. ناتهͬ مجموعه�ای X فرضکنید تعریف١.١.١.

هرگاه:

x = y⇐⇒ d(x, y) = ٠ ،x, y ∈ X هر برای .١

d(x, y) = d(y, x) ، x, y ∈ X هر برای .٢

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) ، x, y, z ∈ X هر برای .٣

مͬ�نامیم. x, y فاصله را d(x, y) و ͷمتری فضای ͷی را X حالت این در

،ͷمتری فضای ͷی از مثال ترین ساده مͬ�کنند. القا X روی را متفاوتͬ خواص متفاوت، مترهای

دلخواه مجموعه�ای X اگر دیͽر مثال عنوان به است. d(x, y) =| x− y | متر با حقیقͬ اعداد مجموعه

که مͬ�کند تعریف X روی متر ͷی مͬ�شود، تعریف زیر صورت به که d : X × X −→ R تابع باشد

گوئیم. گسسته متر آن به

d(x, y)


٠ x = y

١ x , y

٣



باشند X از ناتهͬ زیرمجموعه�هایی A, B و ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنید فرض .٢.١.١ تعریف

مͬ�کنیم تعریف و مͬ�دهیم نشان d(x, A) با را A مجموعه�ی و x ∈ X نقطه�ی بین فاصله�ی .١

d(x, A) = in f {d(x, y) : y ∈ A}

مͬ�کنیم تعریف و مͬ�دهیم نشان d(A, B) با را A, B مجموعه�ی بین فاصله�ی .٢

d(A, B) = in f {d(x, y) : x ∈ A, y ∈ B}

مͬ�کنیم تعریف و مͬ�دهیم نشان d(A) با را A ١ قطر .٣

d(A) = sup{d(x, y), x, y ∈ A}

هرگاه: ٢گویند کوشͬ دنباله ͷی را (X, d) متری فضای در (xn) دنباله

∀ϵ > ٠ ∃n٠ > ٠ ∀m, n ≥ n٠ d(xn, xm) < ϵ,

باشد. همͽرا X از عضوی به آن در کوشͬ دنباله هر هرگاه گوییم کامل را (X, d) متری فضای

باشد. همͽرا دنباله زیر دارای X در دنباله هر هرگاه گوئیم فشرده را X ͷمتری فضای .٣.١.١ تعریف

از عضوی به که باشد �ای دنباله زیر دارای G در دنباله هر هرگاه گوئیم فشرده را X از G مجموعه زیر

باشد. همͽرا G

گوئیم x٠ ∈ X نقطه در پیوسته٣ نگاشت ͷی را T : (X, d) −→ (Y, d) نگاشت .۴.١.١ تعریف

.(Y, d) Tدر (xn) −→ T (x) آنگاه (X, d) در xn −→ x٠ اگر هرگاه

نرم�دار فضاهای ١-٢

مقدار حقیقͬ تابع X روی نرم ͷی باشد برداری فضای ͷی X کنیم فرض .١.٢.١ تعریف

مͬ�کند: صدق زیر شرایط در که است ∥ . ∥: X −→ R

١Diameter
٢Cachy sequence
٣Continous map

۴



x = ٠ اگر تنها و اگر ∥ x ∥= ٠ .١

(∀x ∈ X, α ∈ R) ∥ αx ∥=| α |∥ x ∥ .٢

(∀x, y ∈ X) ∥ x + y ∥≤∥ x ∥ + ∥ y ∥ .٣

روی بعدی n برداری فضای ͷی X صورت این در .F = R و X = Rn دهیم مͬ قرار .٢.٢.١ مثال

متعددی های نرم شود. مͬ انجام ای مؤلفه صورت به اسͺالر ضرب و برداری جمع آن در که است F

کرد: اشاره زیر موارد به توان مͬ آنها مهمترین از که شود مͬ تعریف X روی

:x = (x١, . . . , xn) ∈ Rn کنیم فرض

∥x∥١ = |x١| + · · · + |xn|,

∥x∥٢ =
(|x٢|١ + · · · + |xn|٢

)١/٢
,

∥x∥∞ = max
(|x١|, . . . , |xn|

)
باشد دار نرم فضای ͷی X کنید فرض .٣.٢.١ تعریف

با و مͬ�نامیم r شعاع و x٠ مرکز به باز۴ گوی را {x ∈ X , ∥x − x٠∥ < r} مجموعه .١

مͬ�دهیم. نشان B(x٠, r)

با و مͬ�نامیم r شعاع و x٠ مرکز به بسته۵ گوی را {x ∈ X , ∥x − x٠∥ ≤ r} مجموعه .٢

مͬ�دهیم. نشان B(x٠, r)

باشند X خطͬ فضای از نقاطͬ x١, · · · , xn کنید فرض .۴.٢.١ تعریف

x = a١x١ + · · · + anxn ai ∈ R

باشد. X خطͬ فضای از ناتهͬ زیرمجموعه S کنید فرض مͬ�نامند. {x١, · · · , xn} از خطͬ ترکیب را

زیر همه�ی اشتراک حقیقت در است. S ۶خطͬ پیمایش S اعضای خطͬ ترکیبات همه�ی مجموعه�ی

مͬ�دهیم. نشان < S > با را S از خطͬ پیمایش مͬ�باشد. S خطͬ پیمایش برابر S شامل X فضاها�ی

۴Open ball
۵Close ball
۶Span

۵



باشد نرم�دار فضای ͷی Xکنید فرض [١١] .۵.٢.١ قضیه

∀x, y ∈ X ∥ x + y ∥≤∥ x ∥ + ∥ y ∥

c مانند صفر مساوی بزرگتر حقیقͬ عدد یا y = ٠ که مͬ�شود تبدیل تساوی به زمانͬ فوق نامساوی

. x = cy که باشد موجود

گوئیم خطͬ را T : X −→ Y نگاشت باشند. دار نرم فضای دو Y Xو کنید فرض .۶.٢.١ تعریف

هرگاه

∀a, b ∈ X T (a + b) = T (a) + T (b) .١

∀β ∈ F T (βa) = βT (a) .٢

اگر ٧است محدب C گوئیم باشد X خطͬ فضای از مجموعه زیر ͷی C کنید فرض .٧.٢.١ تعریف

λ ∈ [٠,١] اسͺالر برای

(١ − λ)x + λy ∈ C ∀x, y ∈ C

٨گوییم محدب اکید طور به را X صورت این در باشد نرم�دار فضای ͷی X فرضکنید تعریف٨.٢.١.

هرگاه:

∥ λx + (١ − λ)y ∥< ١, ∀λ ∈ (٠,١), x, y ∈ X, ∥ x ∥=∥ y ∥= ١, x , y

.x = y آنگاه ∥ (x + y)
٢
∥ = ١ و x, y ∈ S X = {x ∈ X, ∥x∥ = ١} اگر دیͽر عبارت به

که ∥.∥∞ نرم با n ≥ ٢ و X = Rn کنید فرض .٩.٢.١ مثال

∥x∥∞ = max
١≤i≤n

| xi |, x = (x١, x٢, · · · , xn) ∈ R

در y = (١,١,٠,٠, · · · ,٠) و x = (١,٠,٠, · · · ,٠) کنید فرض نیست. محدب اکید طور به X

صورت این

∥x∥∞ = ١, ∥y∥∞ = ١, ∥x + y∥∞ = ٢

.x , y اما

٧Convex
٨Strictly convex

۶



G باشد. X البعد متناهͬ دار نرم فضای از مجموعه زیر ͷی G کنید فرض [١١] .١٠.٢.١ قضیه

باشد. کراندار و بسته G اگر تنها و اگر است فشرده

مͬ�کنیم تعریف باشد دار نرم خطͬ فضای ͷی X کنید فرض .١١.٢.١ تعریف

X∗ = { f : X → C : کراندار و خطͬ f }

مͬ�نامند. X دوگان٩ فضای را X∗

آن نتایج از بعضͬ بیان به اینجا در است. باناخ١٠ هان قضیه�ی آنالیز در مهم قضیه�های از ͬͺی

مͬ�پردازیم.

صورت این در باشد. X از فضایی زیر M و باناخ فضای ͷی (X, ∥ . ∥) کنید فرض .١٢.٢.١ قضیه

∀ f ∈ M∗, ∃F ∈ X∗ ∋ F |M= f , ∥ F ∥=∥ f ∥

طوری x٠ ∈ X و باشد X از زیرفضایی G و نرم�دار فضای ͷی X کنیم فرض [٣] .١٣.٢.١ نتیجه

که است موجود f ∈ X∗ آنگاه . d(x,G) = d > ٠ که باشد

f (x٠) = ١ .١

(∀g ∈ G f (g) = ٠) f (G) = ٠ .٢

∥ f ∥= ١
d .٣

غیر x ∈ X هر برای باناخ هان قضیه طبق باشد. دار نرم فضای ͷی X کنید فرض .١۴.٢.١ تعریف

اگر هموار١١گوئیم دار نرم فضای ͷی را X . f (x) = ∥x∥ و ∥ f ∥= ١ که است موجود f ∈ X∗ صفر

باشد. یͺتا f ،x ∈ X هر برای

X گوئیم باشند. X از فضا زیر دو Z و Y و باشد برداری فضای ͷی X کنیم فرض .١۵.٢.١ تعریف

فرم به یͺتا صورت به بتوان را x ∈ X هر اگر X = Y ⊕ Z مͬ�نویسیم و است Zو Y ١٢ مستقیم جمع

. z ∈ Z و y ∈ Y که نوشت x = y + z

٩Daul space
١٠Hahn-Banach
١١Smooth
١٢Direct sum

٧



اگر است X در صفحه١٣ ابر ͷی H گوئیم باشد برداری فضای ͷی X کنید فرض .١۶.٢.١ تعریف

X = H⊕[x] عبارتدیͽر به نوشت X از یͷبعدی زیرفضایی و H مستقیم صورتجمع به را X بتوان

.

{Fn} و باشد. X دار نرم فضای از فشرده و بسته مجموعه زیر ͷیG فرضکنید [١٢] .١٧.٢.١ قضیه

است. تهͬ غیر ∩∞n=١Fn آنگاه باشد. G از تهͬ غیر مجموعه�های زیر از نزولͬ دنباله

داخلͬ ضرب فضاهای ١-٣

یͷضرب باشد. (F = RیاC) F میدان روی برداری فضای ͷی (X,+, .) فرضکنید تعریف١.٣.١.

که: طوری به < ., . >: X × X −→ C مانند است تابعͬ X روی داخلͬ

∀x ∈ X < x, x >≥ ٠ .١

x = ٠⇐⇒< x, x >= ٠ .٢

(α ∈ F) < αx, y >= α < x, y > .٣

< x, y >= < y, x > .۴

< x + z, y >=< x, y > + < z, y > .۵

هر ازای به یعنͬ است. خطͬ مزدوج دوم متغیر به نسبت داخلͬ ضرب تابع .٢.٣.١ ملاحظه

داریم: α اسͺالر و x, y, z ∈ X

< x, y + z >=< x, y > + < x, z > .١

< x, αy >= α < x, y > .٢

زیر صورت به داخلͬ ضرب با همراه [٠,١] بر پیوسته مختلط توابع تمام برداری فضای .٣.٣.١ مثال

است. داخلͬ ضرب فضای ͷی

< f , g >=
∫ ١

٠
f (t)g(t)dt.

١٣Hyperplane

٨



مͬ�توان فضا این در داخلͬ ضرب از استفاده با آنگاه باشد، داخلͬ ضرب فضای ͷی (X, < ., . >) اگر

کرد: تعریف زیر صورت به نرمͬ

∥ . ∥ : X −→ R

∥ x ∥ =
√
< x, x >

مͬ�شود. تبدیل دار نرم خطͬ فضای ͷی به X صورت این در

x, y ∈ X و باشد داخلͬ ضرب فضای ͷی X کنید فرض ( الاضلاع١۴ متوازی (قانون .۴.٣.١ قضیه

صورت این در

∥ x + y ∥٢ + ∥ x − y ∥٢= ٢(∥ x ∥٢ + ∥ y ∥٢)

هیلبرت فضا�های ۴-١

هیلبرت١۵ یͷفضای >را ., . > داخلͬ ضرب با همراه F میدان روی X برداری فضای تعریف١.۴.١.

باشد. کامل فضای ͷی داخلͬ ضرب از حاصل d(x, y) =∥ x − y ∥ متر با اگر مͬ�نامیم

نقطه�ی ،h ∈ H و باشد H از بسته مجموعه زیر K و هیلبرت فضای H کنیم فرض .٢.۴.١ قضیه

که طوری به دارد وجود k٠ ∈ K یͺتای

∥ h − k٠ ∥= d(h,K) = in f {∥ h − k ∥ k ∈ K}

� شود. مراجعه ١۵ صفحه [٣] مرجع به اثبات.

اگر است عمود y بر x گوئیم ،x, y ∈ H و هیلبرت فضای ͷی H کنیم فرض .٣.۴.١ تعریف

.< x, y >= ٠

را G ١۶ متعامد متمم باشد. H هیلبرت فضای از بسته مجموعه�ی زیر G کنید فرض .۴.۴.١ تعریف

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به

G⊥ = {y ∈ H, < y, x >= ٠, ∀x ∈ G}

١۴Parallelogram law
١۵Hilbert space
١۶Orthogonal complement

٩


