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چكيده
كه در عمل در بسياري گيرد، در حاليها صورت ميهاي آماري با فرض نرمال بودن دادهمعمولاً تحليل

توان از توزيع نرمال براي تحليل آنها استفاده كرد، در اين ها نامتقارن بوده و ديگر نمياز موارد داده

به نرمال نزديك كرده و سپس تحليل ها راشود با استفاده از تبديلي، توزيع دادهموارد اغلب سعي مي

هايي از جمله چگونگي انتخاب تبديل اما اين روش، خود با مسائل و دشواري. ها را انجام دادداده

. مناسب و اريبي برآوردها مواجه است

هاي نامتقارني كه خواصي مشابه توزيع نرمال دارند، مورد توجه كارگيري توزيعبا توجه به اين مسأله، به

نامه، ضمن معرفي است كه در پايانچوله-نرمالها، توزيع ترين اين توزيعاز جمله مهم. رار گرفته استق

سپس در انتها . شودهاي نيكويي برازش در اين توزيع ارائه ميو بررسي خواص اين توزيع، آزمون

. شودهاي نيكويي برازش براي اين توزيع بيان ميوآزمونtمعرفي توزيع چوله 

. چوله-tتوزيع،هاي نيكويي برازشآزمون،چوله-توزيع نرمال: هاي كليدياژهو
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پيشگفتار
يك متغيري با مقادير حقيقي، همراه با يك پارامتر اضافي كه ميزان چولگي را در چوله-نرمالتوزيع 

و آزاليني و )1999(2در كتاب آزاليني و كاپيتانيوو)1985,1986(1كنترل دارد، توسط آزاليني

اين مدل در بردارنده . دادندمطرح و تعميم چند متغيري آن را مورد بررسي قرار ) 1996(3دالاواله

رجوع شود به (هاي جبري توزيع نرمال معمولي است هاي جبري مشخص و مشابه با ويژگيويژگي

ها غير قابل توجيه است يك ال بودن با توجه به چولگي دادهاما هنگامي كه فرض نرم) 2005آزاليني 

و تعميم آن در بسياري از مباحث علمي كاربرد چوله-نرمالتوزيع . شودتر محسوب ميمدل مناسب

جزئيات مشروح پيشرفت در اين شاخه از تحقيق را ) 2005(آزاليني و ) 2004(4دارد كتاب جينتون

. ه استشدهاي حقيقي بيان ربرد آن در دادههاي تشريحي و كاهمراه با مثال

. امروزه مورد توجه قرار گرفته استچوله-نرمالهاي مشخص آزمون نيكويي برازش براي توزيع جنبه

بررسي كرد و نشان داد كه چوله-نرمالمشكلات آزمون نرمال بودن را در مدل ) 1986(5سالوان 

. ن و مقياس پايا استي آزمون مكاضريب چولگي نيرومندترين آماره

. از همين آماره استفاده كرد تا فاصله جبري را از توزيع حدي نيم نرمال را آزمون كند) 2000(6پوسي

استفاده كردند تا فرضيه صفر ) EDF(هايي براساس تابع توزيع تجربي از آماره) 2001(7گوپتا و چن

. اندآن پارامترهاي توزيع كاملاً مشخصرا در موقعيتي آزمايش كنند كه در چوله-نرماليك توزيع 

ها براي مسئله آزمون نيكويي برازش يعني براي آزمون فرضيه صفر كه تاكنون هيچ مرجعي در كتاب

ها به دست آمده است است و پارامترهاي آن از دادهچوله -نرماليك نمونه تصادفي از يك جمعيت 

ياصطلاح آماره)تحت چاپ(تشر شده دالاواله اثر منكنيم كه در خاطر نشان مي. مطرح نشده است

.دارلينگ براي مبحث آزمون نيكويي برازش مطرح شده است–اندرسن 

1. Azzalini
2. Capitanio
3. Dalla Valle
4. Genton
5. Salvan
6. Pewsy
7. Gupta and Chen
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مقدمه-1-1
تواند اين آزمون مي. شودي تابع توزيع تجربي بيان ميبر پايهچوله -نرمالآزمون نيكويي برازش براي توزيع 

. هاي يك متغيره و چند متغيره به كار برده شودبه خوبي براي توزيع

تعريـف آزمـون نيكـويي    3-1زيـع تجربـي و در بخـش    ي تابع توتعريف آماره2-1در اين فصل در بخش 

. هاي نيكويي برازش آورده شده استآزمون4-1برازش بيان شده است و در بخش 

تابع توزيع تجربييآماره-1-2
اي كه شود به گونهاي است كه بر اساس نمونه محاسبه مييك تابع پلهEDF(1(ي تابع توزيع تجربي آماره

اختلاف بين تابع توزيع تجربي نمونه و تابع توزيـع داده  EDFي آماره. كندرا برآورد ميتابع توزيع جامعه

نـوع  -2اسميرنوف و -نوع كولموگروف-1: وجود داردEDFدو نوع آماره .كندگيري ميشده را اندازه

. مربعي

دو-برازش خي-آزمون نيكويي-1-3
اين آزمون . متغييره و چند متغييره قابل استفاده استتك،هاي گسسته و پيوستهاين آزمون براي داده

اين آزمون . ارائه گرديد2باشد كه اولين بار توسط كارل پيرسن برازش مي-ترين آزمون نيكوييقديمي

كند هاي مختلف محاسبه ميرا براي گروه) بر اساس توزيع فرض صفر(فراواني مشاهده شده و مورد انتظار 

. باشدهاي جدول ميد خانههمان تعداmكه در آن 

شوند، و آوري ميها جمعدادهبر اساس طبقه بندي يا رده بندي هاي مشاهده شده شويم كه دادهآور ميياد

هاي مختلف مربوط به خانهzوع توان دوم مقادير دو و مجم-بين توزيع خيياين به خاطر وجود رابطه

. باشد كه به اين صورت استمي

مقدار مشاهده شده-مقدار مورد انتظار
Z=

انحراف معيار مقدار مشاهده شده

١. Empirical Characteristic Function
٢. Karl Pearson

∑))امiمشاهده (–) امiمورد انتظار (2
=

=
m

i 1

2χ
)امiمقدار مورد انتظار (
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. توان به صورت زير نوشتكه اين رابطه را مي) كه مقادير مورد انتظار همان ميانگين نمونه هستند(

∑)امiسلول zآماره (2
=

=
m

i 1

2χ

مقادير احتمال گشتاورهاي خطي مورد استفاده قرار گرفت از يبراي محاسبه3اين رابطه توسط هاسكينگ 

ها را از اين رو قسمتي از اطلاعات دادهشده استبنديها دستهردهها در قالب دو داده-آنجا كه آزمون خي

بر اين موري پيشنهاد كرد كه اين آزمون براي توزيع هاي يك متغيره كه هدف آن بنا. دهداز دست مي

. است استفاده نشود) (EDFآزمون برازش يا آزمون بر پايه آماره تابع توزيع تجربي 

):EDF(هاي كلي نيكويي برازش براساس آزمون-1-4
كنـيم كـه بـراي آزمـون     ي مـي را بررس ـEDFهاي نيكويي برازش مطرح شده براساس در اين بخش آماره

فرضيه صفر 

nXXX ...,,, 0F :0H)(ي تصادفي از توزيعنمونه21

صفر مطرح شده يكه در فرضيه0F)(تفاوت بين تابع توزيع EDFي آزمون براساس آماره. رودكار ميبه

گيري را اندازه) شودصورت زير محاسبه مينشان داده شده است و به0nF)(اي كه با ع پلهيك تاب(EDFو 

. كنندمي

xX
XxX

Xx

n

ii

<

<≤

〈

+

)(

)()(

)(

1

1

( )








=

1

0

n
ixFn

)كه در آن  ) ( ) ( )nXXX 〈〈〈 مورد ي دو تابع توزيع چندين آمارهبراي مقايسه. هاي ترتيبي هستندآماره21...

ون ميسز –ي كرامر دسته. آنها را به دو دسته تقسيم كرده است) 1986(4كه استفان . گيرداستفاده قرارمي

است كه به2Aدارلينگ –ي اندرسون واتسون و آماره2Uي، آماره2Wون ميسز–ي كرامر شامل آماره

. اندصورت زير تعريف شده

( ) ( )( ) ( )( )∫
∞

∞−
−= xdFxFxFnW n

22

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )∫ ∫
∞

∞−

∞

∞− 



 −−−= xdFtdFtFtFxFxFnU nn

2
2

( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ] ( )∫
∞

∞−

−−−= xdFxFxFxFxFnA n
122 1

٣. Hosking
$. Stephens
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−+هاي اسميرنوف شامل آماره-ي كولموگوروفدسته DD Dاسميرنوف –ي كولموگوروف آماره،,

. انداست كه به صورت زير تعريف شدهVي كوپر و آماره

(١-١) ( ) ( )( )xFxFD n −=+ sup( ) ( )( )xFxFD n−=− sup

(١-٢) −+ += DDV( )−+= DDD ,max 
:ها استفاده كردهاي ساده زير براي محاسبه اين آمارهاز فرمول) *١٩٨(استفان 

)١-٣                                            (( )∑
=

+





 −

−=
n

i
i nn

ipW
1

2
2

12
1

2
12

($-١)
2

22

2 




 −−=
− ١pnWU

)-١5                  (( ) ( ) ( )( )[ ]∑
=

−+−+−−−=
n

i
ini ppinnA

١
loglog 1

2 1121

)*-١                                                   (( )( )ii
pn

iD −=+ max

)١-٧                                                  (( ) 





 −

−=−

n
ipD ii

1max

)١-٨                                                      (( )−+= DDD ,max

)١-٩                                                          (−+ += DDV

)كه در آن  ) ( )( )ii xFp )و = )∑
=

−

=
n

i
i npp

1

ها، تفـاوت بـين توابـع توزيـع فرضـي و      مقادير بزرگ آماره

. شودضيه صفر رد ميدهد و بنابر اين فرتوزيع تجربي را نشان مي

اي هر كدام از كه مقدار پارامتر توزيع فرضي كاملاً مشخص باشد توزيع نمونهبه طور كلي هنگامي

هاي درصدي در دسترس هاي نقطهجدولشود و به صورت دقيق مشخص ميEDFهاي آماري شاخص

كه مقدار به دست آمده از پارامترهاي اما هنگامي) 2,4جدول 51986رجوع كنيد به استفان (گيرند قرار مي

بستگي به توزيع EDFي اي هر آمارهتوزيع نامشخص باشد و بايد آنها را از نمونه برآورد كرد توزيع نمونه

هاي به كار رفته براي تخمين نمونه، مقدار واقعي پارامترهاي نامشخص و روشيآزمون شده، اندازه

. پارامترها دارد

اي يك آماره آزمون تقريب هاي مونت كارلو بهره گرفت تا توزيع نمونهيط بايد از تكنيكدر اين شرا

تواند براي به دست آوردن توزيع كنيم كه يك تئوري كلي موجود است كه ميخاطر نشان مي. زده شود

A٢هاي مجانبي آماره , U٢ , Wمورد استفاده قرار گيرد٢ .

/. Stephens
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هاي مكاني رامترهاي مكان يا مقياس باشند و با استفاده از برآوردكنندههنگامي كه پارامترهاي نامشخص، پا

اي شود، توزيع نمونهتخمين زده مي) هاي حداكثر درست نمايييعني برآوردكننده(و مقياسي هم متغير 

كه به ترتيب ξη,,Dچوله-نرمالدر مورد توزيع . وابسته به مقدار اين پارامترها نيستEDFي آماره

هاي حداكثر درستنمايي برآورد كننده. پارامترهاي مكان و مقياس و شكل هستند
∧∧

ξη,,
^
D داراي اين

ويژگي هستند كه توزيع 
∧







 − ηξξ /,

^^
D فقط بستگي به اندازه نمونهn و مقدار واقعيD رجوع كنيد (دارد

EDFهاي اي آمارهشوند توزيع نمونهبنابراين هنگامي كه پارامترها برآورد مي) 61973بين به ايستمان و

. داردnو اندازه نمونه Dفقط بستگي به مقدار واقعي 

.اي پارامترها را برآورد كردهاي مونت كارلو استفاده كرد تا اين توزيع نمونهتوان از تكنيكهمچنين مي

*. Eastman and Bain
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مقدمه 2-1
اين . هاي پيوسته است كه در آمار از اهميت زيادي برخوردار استتوزيع نرمال يكي از محدود توزيع

هاي هايي دارد كه باعث افزايش كاربردهاي آن در عمل شده است معمولا در تحليلتوزيع خاصيت

در بسياري از موارد . پردازدپذيرند سپس به استنباط آماري ميها را ميآماري فرض نرمال بودن داده

ها رد بنابراين ممكن است در عمل فرض نرمال بودن داده. هاي واقعي مقداري چولگي داردتوزيع داده

توان ازتوزيع نرمال براي تحليل آنها استفاده كرد ديگر نمي. ها نا متقارن هستندهنگامي كه داده. شود

هارا به نرمال نزديك كرده و شود با استفاده از تبديلي مناسب توزيع دادهر اين موار اغلب سعي ميد

. هاي تبديل يافته انجام گيردسپس تحليل روي داده

اگر . پيدا كردن تبديل مناسب بعضا كاري دشوار و در عمل ممكن است چنين تبديلي يافت نشود

تواند نقش ه داراي خواصي مشابه توزيع نرمال باشد اين توزيع ميتوزيع نامتقارني وجود داشته باشد ك

ها كه اخيرا معرفي شده و مورد توجه قرار يكي از توزيع. هاي نامتقارن ايفا كنداساسي در تحليل داده

اين توزيع . معروف شده استچوله-نرمالگرفته است و خواصي مشابه توزيع نرمال دارد به توزيع 

-نرمالاگر مقدار اين پارامتر صفر گردد توزيع . يك پارامتر براي تنظيم چولگي استنامتقارن داراي 

) 1985(يك متغيره نخستين بار توسط آزاليني چوله -نرمالتوزيع . شودبه توزيع نرمال تبديل ميچوله

. ارائه شد
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تعاريف و مفاهيم اوليه 2-٢
براي اين . گردديك تابع توزيع متقارن ارائه ميدر اين قسمت روش ساخت تابع توزيع چوله بر اساس 

اين قضيه چگونگي ساختن يك توزيع چوله بر اساس توزيعي . شودمنظور ابتدا يك قضيه مهم بيان مي

. شودتعريف ميچوله-نرمالسپس توزيع . كندمتقارن را بيان مي

توزيعي مطلقا پيوسته، به Gتقارن حول صفر،يك تابع چگالي مofبا فرض اينكه :1-2-2قضيه 

:يك تابع فرد باشد آنگاه Wحول صفر متقارن و′Gاي كه تابع چگالي متناظر با آن، يعنيگونه

)2-1                                                  ())(()()( yWGyfyf o2=

ofGW(يك تابع چگالي است . ) توابعي يك بعدي هستند,,

)())((چون:اثبات yWGyfo2 مثبت است كافي است نشان دهيم كه∫
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2
1dyyWGyf ))(()(o
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. كندهاي چوله فراهم ميروشي ساده براي توليد توزيع1-2-2ي قضيه

ذكر شده است، 1-2-2يچنان باشند كه در قضيه′Gو ofكه با فرض آن:1-2-2نتيجه 
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fZfYاگر :2-2-2نتيجه  ~,~ o باشند آنگاهZY
d
ZYيعني = . توزيع هستندهم,

: اثبات
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□
yyW،)1-2-2(ياگر در قضيه:3-2-2ه نتيج D=)( باشد كه در آنD يك عدد حقيقي است

)()(آنگاه تابع  yGyf λo2يك تابع چگالي است ، .

ها توليد اي از توزيعخانوادهR∈Dر مختلف به ازاي مقاديباشندثابت Gو تابع توزيعofاگر تابع

با استفاده از اين نتيجه . چوله استD≠0است اما به ازاي ofمتقارن و برابرD=0شود كه ازاي مي

. يف گرديدتوسط آزاليني تعر1985چوله در سال –توزيع نرمال 

ناميده Dبا پارامتر حقيقينرمال چولهZمتغير تصادفي): چوله–نرمالتوزيع (:1-٢2-تعريف 

هر گاه تابع چگالي آن به صورت . شودمي

Rzzzz ∈Φ= λλφλφ ,)()();( 2

اين توزيع كه به . ي و تابع توزيع نرمال استاندارد هستندبه ترتيب تابع چگالφ,Φباشد كه در آن 

~)(صورت λSNZبا ) آزاليني چوله–نرمال(استانداردچوله–نرمالتوزيع ،شودنمايش داده مي

تابع چگالي ،ناميده"پارامتر كنترل چولگي"توان ميرا λپارامتر شكل. شودناميده ميλپارامتر شكل 

متقارن λ=0چوله به راست به ازاي مقادير منفي چوله به چپ و به ازاي λفوق به ازاي مقادير مثبت

ا به ازاي چند رچوله-نرمالتابع چگالي ) 1-2-2(شكل .شودو به چگالي نرمال استاندارد تبديل مي

.دهدمقدار از پارامتر آن نشان مي
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چوله–نرمالهايي توزيع ويژگي2-3
هاي توزيعي در اين بخش به بررسي بعضي از ويژگي. معرفي شدچوله–نرمالدر بخش قبل توزيع 

. شودشامل تابع چگالي، تابع توزيع، تابع مولد گشتاور و تابع مشخصه پرداخته ميچوله–نرمال

چوله–چند خاصيت تابع چگالي نرمال : 2-3-1
باشد در اين صورت Dچوله با پارامتر –داراي توزيع نرمال Zفرض كنيد متغير تصادفي

1(Z− چوله با پارامتر –داراي چگالي نرمالλ− است

□))(()())(()()()( zzzzzFzf ZZ λφλφ −Φ=−Φ−=−=− 22

~)(باشد آنگاه D=0اگر ) 2 0,1NZاست .

برابر توزيع آماره ماكسيم در يك نمونه تصادفي دوتايي از توزيع Zباشد آنگاه توزيع D=1اگر ) 3

آماره مينيمم در يك نمونه تصادفي برابر توزيعZباشد توزيعD=−1اگر. نرمال استاندارد است

. دوتايي از توزيع نرمال استاندارد است

كند يعني به توزيع نيم نرمال ميل ميZآنگاه توزيع D→∞+اگر)4

)()(lim)()()(lim ),( zIedttzzz
z z

0
2

22
22 −∞∞−

−

+∞→+∞→ ∫ ==Φ
λ

λλ π
φφλφ

بـه سـمت   Dزيـرا وقتـي   . شـود محسوب مـي چوله –نرمال اين خاصيت يك نقطه ضعف براي توزيع 

دهـد بـه مقـدار    چوله  به اعداد منفي نسـبت مـي  –نرمال : يع مقدار احتمالي كه توز،كندميل مي+∞

. يابدصفر كاهش مي

به توزيع نيم نرمال Zآنگاه توزيع D→∞−توان نشان داد كه اگرطور مشابه ميبه

)(),( zIe
z

0
2

22
−∞

−

π
. كندميل مي

1رامش گوپتا و نيكول براون. (ثابت قويا تك مدي استDچوله به ازاي يك –نرمال تابع توزيع ) 5

2001 .(

),(براي اينكه نشان دهيم تابع توزيع λzf z قويا تك مدي است كافي است نشان دهيم كه

),(ln λzf
z z2

2

∂
ln),(تابعي منفي است يعني zبراي هر∂ λzf z تابعي مقعر ازzاست .

١. Ramesh Gupta and Nikol Brown



۱۷
چوله و خواص آن-توزيع نرمال: فصل دوم

{ }









+
ΦΦ

−
+−=









Φ
Φ

−
Φ

Φ−
+−=








Φ∂

∂
+







−

∂
∂

=

Φ
∂
∂

+
∂
∂

=

Φ++
∂
∂

=
∂
∂

z
z
z

z
z

z
z

z
zzz

z
z

zz
zz

z

zLn
z

zLn
z

zLnzLnLn
z

zLn
z Z

λ
λ
λφ

λ
λφλ

λ
λλ

λ
λλφλ

λ

λ
λλφ

φ
φ

λφ

λφλφ

)(
)(

)(
)(

)(
)(

)(
)()(

)(
)(

)(
)(

)()(

)()(),(

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

1

1

2

zاست نشان دهيم كه عبارتبراي اينكه نشان دهيم عبارت فوق منفي است كافي
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□. شودابراين حكم ثابت ميبن

٢. Mills Ration


