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  بسم االله الرحمن الرحیم
  

اینک که با عنایت پروردگار بی همتا موفـق بـه انجـام ایـن پایـان نامـه شـده ام، بـر خـود واجـب مـی دانـم کـه از زحمـات و               
  . کمک هاي بی شائبه ي خانواده و اساتید محترم و دوستان گرامی تشکر و قدردانی نمایم

  . از پدر و مادر مهربانم که در تمام مراحل تحصیل یاریم کردند و پشتیبان و مشوقم بوده اند سپاسگزارم

ل و انجــام ایــن پایــان نامــه از جنــاب آقــاي دکتــر حبیــب الــه انصــاري طرقــی، اســتاد بزرگــوارم کــه در طــول دوران تحصــی 
  . همواره راهنما و مشوق من بوده اند نهایت امتنان و تشکر را دارم

کـه زحمـت داوري پایـان نامـه را      تـانی و جنـاب آقـاي دکتـر فرهـاد درسـتکار      از جناب آقاي دکتر شـهاب الـدین ابراهیمـی آ   
  . تقبل فرمودند تشکر و قدردانی می کنم

ــر  ــري از خــانم فرانــک فرشــادي ف ــژوهش صــمیمانه   ، دانشــجوي دکت ــه خــاطر راهنمــایی هــاي موثرشــان در تحقیــق و پ ب
                                                               . حل زندگی آرزوي موفقیت می کنمرامتشکرم و در تمام م
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مدول هایی که بعضی از زیرمدول هاي آن ها اول هستند                                                                 
                                                                                                             حوا یعقوبی سلطانمرادي     

                                                                                                                                                       

 

مـدول هـایی را کـه هـر زیرمـدول سـره        -Rدر ایـن پایـان نامـه،    . یـک حلقـه ي جابجـایی و یکـدار باشـد      Rفرض کنیـد  
اســت، مــورد مطالعــه قــرار داده و در ادامــه زیرمــدول هــایی کــه زیرمــدول صفرشــان تنهــا زیرمــدول ) نیمــه اول(آن هــا اول 

    . است [2]ع لعه ي انجام شده برگرفته از منباهم مطا. اول است، مشخص می گردند

  

  

 -کـاملاً اول، تقریبـاً کـاملاً نیمـه اول، تقریبـاً اول، نیمـه سـاده همگـن، هـم          تقریبـاً کـاملاً اول، کـاملاً نیمـه اول،    : کلید واژه
    . حلقه -Maxنیمه ساده، 
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Abstract 

 

Modules Whose Certain Submodules Are Prime 

Havva Yaghoubi Soltanmoradi 

 

 

Let R  be a commutative ring wi th identi ty.  In t hi s  thes i s, we wil l study t hos e R - modules in 
which every proper submodule is prime (semiprime)  or  those  modules  in  which  the  zero 
submodule is the only prime submodule (see [2 ]).  

 

Key words: Fully prime; fully semiprime; almost fully prime; almost fully semiprime; almost 
prime; homogenous semisimple; co- semisimple; Max- ring.  



 مقدمه  
 

1 

 

مفهــوم  )]4[. ك.ر(اي بــا عنــوان مــدول هــاي اول،  ر مقالــهد  Johon Daunsمــیلادي  1978بــراي اولــین بــار در ســال  
بـا توجـه بـه نقـش اساسـی      . جابجـایی تعمـیم داد  غیرایده آل اول را از یـک حلقـه بـه روي مـدول هـا بـر روي حلقـه هـاي         

ایــده آل هــاي اول در نظریــه حلقــه هــا، گســترش ایــن مفهــوم روي مــدول هــا مــورد توجــه بســیاري از ریاضــیدانان قــرار   
اساسـی تـرین ایـن سـوالات در مـورد وجـود زیرمـدول هـاي اول،         . گرفت و سـوالات متعـددي در ایـن زمینـه مطـرح گردیـد      

ــا ایــده  1980دو ســال بعــد در ســال . آل هــاي اول حلقــه و زیرمــدول هــاي ماکســیمال یــک مــدول بــود  ارتبــاط آن هــا ب
ــیلادي،  ــه و       Johon Daunsم ــده آل هــاي اول یــک حلق ــاط ای ــه، ارتب ــن زمین ــه خــود در ای ــین مقال توانســت در دوم

  .لقه را تحت شرایطی خاص بیان کندزیرمدول هاي اول یک مدول بر روي آن ح

Chinpi Lu  ــال ــود    ) ]12[. ك.ر( 1984در س ــات نم ــاي اول را اثب ــدول ه ــی زیرم ــایاي اساس ــایاي    قض ــی از قض و برخ
مهمتــر از همــه، پاســخ وي بــه ســوالات . مهــم مربــوط بــه ایــده آل هــاي اول یــک حلقــه را بــه روي مــدول هــا تعمــیم داد 

ــاً هــر مــدولی داراي زیرمــدول اول نم ــ. مطروحــه بــود ی باشــد و شــرایطی را بــراي وجــود در واقــع وي نشــان داد کــه لزوم
عــلاوه بــر ایــن وي نشــان داد کــه هــر زیرمــدول . زیرمــدول هــاي اول یــک مــدول بــر روي حلقــه هــاي جابجــایی ارائــه داد

  . ماکسیمال یک مدول، اول است

ابتـدا در فصـل اول، برخـی از مطالـب مـورد نیـاز بـراي موضـوعات مطـرح          . فصـل تنظـیم شـده اسـت     4این پایـان نامـه در   
در فصــل دوم و ســوم، مــدول هــاي کــاملاً اول و کــاملاً . ه در پایــان نامــه بــه صــورت تعــاریف و قضــایا آورده مــی شــودشــد

ســپس در فصــل چهــارم، مــدول هــایی کــه . نیمـه اول  بررســی و برخــی قضــایاي اساســی در مــورد آنهــا اثبــات مـی گــردد  
 . وندآن ها است، مشخص می ش) ه اولنیم(زیرمدول صفر، تنها زیرمدول اول 
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  مقدمات و مطالب پیش نیاز                                                        

  

در سراسر این فصل . دـردنـگآوري مــی و لم یاد ز براي پایان نامه به صورت تعریف، قضیهدر این فصل برخی مطالب مورد نیا 

R  ر وـصفجابجایی یکدار و غیر ي یک حلقهنـمایشM ک ـیR- نین منظور ازهمچ .ی باشدـکانی مـدول یـمN M≤ 

( )N M� این است کهN  از) مدول سرهزیر(یک زیرمدول M است.   

  

   ):1 -1( تعریف

  در این صورت .باشند Mمدول هایی اززیر K و L مدول و -Rیک   Mفرض کنیم) الف

                                                ( : ) { : }.RL K r R rK L= ∈ ⊆  

Sو  مدول باشد - Rیک  Mفرض کنیم) ب  R⊆ . در این صورت  

                                        ( ) { : 0, }.RAnn M r R rm m M= ∈ = ∀ ∈   

                                       ( ) { }: 0, .MAnn S m M sm s S= ∈ = ∀ ∈        

)روشن است که  ) (0: )R RAnn M M= اگر و N  یکR- مدول زیرM آنگاه ،باشد( )( ) :R R
MAnn N M
N

  کـی =

   . است Rایده آل 

NMقسمی باشند که   به مدول  -R دو Mو Nفرض کنیم  :)2 -1(تذکر   ، دراین صورت ⊇

                                                    ( ) ( ).R RAnn N Ann M⊆    

)فرض کنید ):3 -1(قضیه  )i i IM
∈

  در این صورت . باشد Mخانواده اي از زیرمدول هاي 

                                             ( ) ( ).R i i I R ii I
Ann M Ann M∈∈

=∑ ∩     

  ). ]120صفحه، 17 [.ك.ر( :برهان

21مدول باشد به طوري که  -R یک Mفرض کنید  :)4 -1( قضیه  MMM   آنگاه .=⊕

                                1
2

.M M
M

2و                                 ≅
1

M M
M

≅  



 فصل اول مقدمات و مطالب پیش نیاز
 

٤ 
 

2نشان می دهیم  :برهان  
1

M
M
M

1به طور مشابه .  ≅
2

M M
M

2نگاشت. ≅
1

: MM
M

ϕ )با قانون  → ) 1x x Mϕ = + 

  . نظر بگیریددر را 

ϕ ،1- 1 است:  

                                       .
1

1 1 1( ) 0 M
M

x Ker x x M M x Mϕ ϕ∈ ⇒ = + = = ⇒ ∈  

.از طرفی 2Mx   بنابراین  ∋

                                                                ( )1 2 0 0.x M M x∈ = ⇒ =∩  

ϕ1که  زیرا فرض کنید: ، برواست
1

Mx m M
M

= +     آنگاه . ∋

                                      1 2 1 2 1 1 2 2, , .m M M M m m m m M m M∈ = + ⇒ = + ∈ ∈                                                     

                                     1 1 2 1 2 1 2 1.x m M m m M m M x m M⇒ = + = + + = + ⇒ = +                                                            

                                                                                       2 2 1( ) .m m M xϕ⇒ = + =    

ϕ یک R- همریختی است :  

2,x y M∀ ∀ ∈   

                                   ( ) ( ) ( )1 1 1 .x y x y M x M y M x yϕ ϕ ϕ+ = + + = + + + = +  

2,r R x M∀ ∈ ∀ ∈  

        ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1... ... ... .rx rx M x x M x M x M x x r xϕ ϕ ϕ ϕ= + = + + + = + + + + = + + =  

مدولی زیر گویند هرگاه را یک جمعوند مستقیم Mاز Nمدول زیر .مدول باشد - Rیک Mفرض کنید ):5 -1( تعریف 

Mباشد به طوري که موجود  Mاز K چون N K= ⊕ .  

  گویند هرگاه 1را اول R از حلقه Pآلایده  ):6 -1( تعریف

P.)الف  R≠  

x,اگر  )ب y R∈  به قسمی باشند کهxy P∈ آنگاه ،x P∈  یاy P∈) .51، صفحه 17[. ك.ر[ .(  

  گاه گویند هر 2را نیمه اول Rاز حلقه  Pایده آل  ):7 -1( تعریف

P.)الف  R≠  
                                                

١ Prime 
٢ Semiprime 
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Raاگر)  ب  Paکه  به قسمی باشد ∋ Paآنگاه ، 2∋   ). ]8 -10، 11[. ك.ر. (∋

  اول گویند هر گاه   را Mمدول  -R از Nمدول زیر :)8 -1( تعریف 

N. )الف M≠   

Rrبراي هر ) ب Mmو  هر ∋ rmکه   ∋ N∈  داشته باشیمm N∈   یا( : )Rr N M∈.  

  .گاه زیرمدول صفر آن اول باشدرا  اول گویند هر Mمدول  -R: )9 -1(تعریف 

)آنگاه  ،باشد Mمدولی اول اززیر Nاگر .مدول باشد -Rیک  Mفرض کنید): 10 -1(تذکر  : )RN M P= ایده آلی 

دول مهمچنین مجموعه ي همه ي زیر. امیممی ن اول -Pمدولک زیررا ی Nمدول در این صورت زیر. خواهد بود Rاول از

) نماد با را Mاول -Pهاي  )PSpec M  3741صفحه  ،13[ .ك.ر(نمایش می دهیم[ .(    

یک عدد  pبه عنوان مثال فرض کنید. تهی باشد برابر Mصفریک مدول نابراي  MSpec)(ممکن است ):11 - 1( توجه 

0باشد و   ثابت ولا صحیح {0}+=¥ ¢ ∪.  

                                  0{ : , , }np

rM r n
p

α α∞= = ∈ = + ∈ ∈
¤¢ ¢ ¢ ¥
¢

   

)مدول است که  -¢یک   )Spec M = )و   ¢∅ )Max M =  ). ]3745، صفحه 13[. ك.ر( ¢∅

 .باشد Rمیدان کسر هاي  Kباشد به طوري که میدان نیست و صحیح یک دامنه ي  Rفرض کنید  :)12 -1(قضیه 

)داریم  Kمدول  -R آنگاه براي )RMax K = )و  ∅ ){ }( ) 0RSpec K =.    

  ).  ]1قضیه  ،13[ .ك.ر( :برهان

  را ماکزیمال گویند هر گاه Mمدول  - Rاز  Nمدول زیر :)13 -1(تعریف  

N.)الف M≠  

Nبه قسمی باشد که  Mمدول  - Rمدولی از زیر Lاگر ) ب L M⊆ L، آنگاه ⊇ M=  یاL N= .  

) نماد با  را Mمدول  - Rمدول هاي ماکزیمال تمام زیر ي مجموعه )RMax M نمایش می دهند.  

  مدول مینیمال گویند هر گاه زیر را Mمدول -Rاز  Nمدول زیر :)14 -1( تعریف

.)الف (0)N ≠  

Lبه قسمی باشد که  Mمدول  - Rمدولی از زیر Lاگر  )ب N⊆ آنگاه ،( )0L Lیا  = N= .  
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)در این صورت اگر . باشد Mاز اي مدول سرهزیر Nمدول و  -Rیک  Mفرض کنید :)15 -1(لم    )RN Max M∈ ، 

)آنگاه  )( : )RN M Max R∈  و( )RN Spec M∈.   

  ). ]4، گزاره 63، صفحه 12[. ك.ر( : برهان 

) آنگاه ،باشد Mمدول اولیک زیرNاگر : )16 -1( نکته : )RN M  یک ایده آل اول ازRمطلب ولی عکس این .است 

  ). ]3744، صفحه 13[. ك.ر( .نیستبرقرار  لزوماً

¢× 1دول آزادــم -¢، Mرــاگ: )17 -1( مثال  aراي ـاشد و بــب¢ ∈ 1aه ـک ¢ > ، ( ),0N a= اه ـگــآن. ¢

( ) ( ): 0N M   ). ]3744، صفحه 13[. ك.ر( .نیست Mمدول اولزیر Nکه ایده آلی اول است اما  ¢=

  گویند و Rرادیکال جاکوبسن ، که خود یک ایده آل استرا  Rاشتراك همه ي ایده آل هاي ماکزیمال :)18 -1( تعریف

)نماد با  )J R نمایش می دهند.  

Nباشد و مدول -Rیک  Mفرض کنید   :)19 -1( تذکر  M�. در این صورتN مدول اولزیرM ط ـفق و است اگر

Mاگر 
N

   .یک مدول اول باشد 

)باشد و  Mزیرمدول اول  N فرض کنید ) ⟸( :برهان )0Nrx
N

∈ Rrبه طوري که  = Mxو  ∋
N

در این . ∋

  صورت، 

                                       ( ) ( )0 .Nrx r x N rx N rx N
N

= + = + ∈ = ⇒ ∈                                             

Nx،  )8 -1(، پس بنابر است Mمدول اولزیر Nحال چون ):(یا       ∋ MNr R∈. بنابراین ،                                                                                                                             

                                 0 .M
N

x x N N= + = )(         یا                  =
N
MAnnr R∈  

فرض کنید ) ⟹(
N
M یکR-  باشد و مدول اولrm N∈ . از این رو  

         ( ): .Rr N M∈             یا( ) 0 0M M
N N

rm N N r m N N rm m N+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ = =                                                     

mبنابراین  N N+ )یا  = ):Rr N M∈.  لذاNm ):(یا   ∋ MNr R∈.  

                                                
١ Free 
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rمی گوییم هرگاه به ازاي هر  اول هرا نیم Mمدول  -Rاز  Nسره ي مدولزیر: )20 -1(تعریف  R∈  و هرm M∈ 

2rاگر  m N∈،  آنگاهrm N∈.  

  .اول باشد همدول صفر آن نیمه اول می گوییم هرگاه زیررا نیم Mمدول  - R :)21 -1(تعریف 

  .اول است هنیم یک زیرمدول، مدول اولهر زیردر این صورت، . مدول باشد -Rیک  Mفرض کنید ):22 -1(نکته 

rفرض کنیم . اول است همدول نیمزیر Nنشان می دهیم . باشد  Mمدول -Rمدول اول زیر Nفرض کنیم  :برهان R∈ 

mو  M∈  2به طوري کهr m N∈ . چون( )2r m r rm N= rm ،)8 -1(ر ـابـنـذا بـل، مدول اول استزیر Nو  ∋ N∈ 

rMیا  N⊆هر دو نتیجه می دهند ، کهrm N∈.    
)گویند در صورتی که  1را ساده Mمدول  -R): 23 -1(تعریف  )0M   .و زیرمدول هاي غیر بدیهی نداشته باشد ≠

)فرض کنید ): 24 -1(لم  ) ATα α∈
رـاگ .دـباش Mمدول -R اده ده از زیرمدول هاي سـک مجموعه ي اندیس گذاري شـی 

A
M Tα

α∈

= B، زیرمجموعه ي Mاز Kمدول راي هر زیرـ، آنگاه ب∑ A⊆  به طوري که وجود دارد( )
B

Tβ β∈
ت ـمستقل اس 

Bβبه ازاي هر  یعنی( ∈ ،( )0T Tβ λ
λ β≠

 
= 

 
)و ) ∩∑ )BM K Tβ β∈= ⊕ ⊕.   

  ). ]2 - 9، لم 1[. ك.ر( :برهان

0ه ازاي هرب اول است اگر و فقط اگر Mمدول - R :)25 -1( قضیه m M≠ ∈ ،( ) ( )R RP Ann M Ann Rm= = 

  . باشدRایده آلی اول از 

0و  مدول اول باشد - Rیک  Mفرض کنید) ⟸( :برهان  m M≠ س ت، پی اسیک حلقه ي جابجای Rاز طرفی چون. ∋

( ) ( )R RAnn m Ann Rm= .0ر ـه ازاي هـم بـنشان می دهی m M≠ ∈ ،( ) ( )R RAnn M Ann m= .ه ـروشن است ک

( ) ( )R RAnn M Ann m⊆ .ذا نشان می دهیمـل( ) ( ). R RAnn m Ann M⊆  فرض کنید( )Rr Ann m∈ .ا ـبنابراین ب

  یک مدول اول است، داریم  Mتوجه به این که 

                                    ( ) ( )0, 0 0 .Rrm m rM r Ann M= ≠ ⇒ = ⇒ ∈  

a,رباید نشان دهیم براي هبراي این منظور  .است Rایده آل اولیک  Pحال نشان می دهیم b R∈  به طوري کهab P∈  و

a P∉ ،ه آنگاb P∈.  

                                                
١ Simple 
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abچون  P∈ ، 0پسabx xبه ازاي هر = M∈ ( )*.  

               داریمی دیگر از سوی

                                                          , 0.a P y M ay∉ ⇒ ∃ ∈ ≠  

)از     یک مدول اول است، نتیجه می شود  Mهک با توجه به این*(

     ( )**                        b P∈                    یا( )0 0 0aby b ay ay= ⇒ = ⇒ =  

0ayچون  حال )پس ، ≠ bنتیجه می دهد **( P∈.  

0rxفرض کنید . مدول اول استیک   Mنشان می دهیم  )⟹( rبه طوري که   = R∈  0و x M≠ ی دهیم ـان مـنش .∋

( )0rM 0rxچون . = )، پس = ) ( ) ( )R R Rr Ann x Ann Rx Ann M∈ = )بنابراین . = )0rM = .  

MMaxN)(این صورت  در  .باشد Mمدول سره اززیر  Nمدول و  -Rیک   Mفرض کنید: )26 -1( لم R∈  و  اگر

مدول  -Rاگر ط فق
N
M

 
   .ساده باشد

  ).]12 [ .ك.ر( :برهان

  .دوري است، مدول ساده -Rهر  :) 27 -1(نکته 

     ).] 5، تمرین 279 صفحه ،7[ . ك.ر( :نبرها

اگر و فقط اگر بـراي ایـده آل   تـاسساده  Nن صورت ـای در .باشد  دولـم -Rک ـی Nرض کنیم ـف :)28 -1( قضیه

RNداشته باشیم   R از mماکزیمال 
m

≅.  

   ).]1 - 9گزاره ، 1[. ك.ر( :برهان

   .آلی ماکزیمال استایده  پوچساز هر مدول ساده، :)29 -1( نکته

   .نتیجه می شود) 28 -1(و ) 27 -1(از : برهان

pM داریم Mبراي هر مدول ساده مانند ¢روي حلقه :)30 -1( نکته ≅    .اول است یک عدد pهک ¢

   .نتیجه می شود) 28 -1(از : برهان

)فرض کنید  : )31 -1( تعریف  ) AMα α∈ مدول هاي ساده گذار از زیریس دني ا یک مجموعهR- مدولM اگر .باشد

M در این صورت ، این مجموعه باشد صرمستقیم عنا جمعAM Mα= . ك.ر( .تـاس Mازاده ـمه سـیـن جزیهـک تـی ⊕
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یه ن تجزـر در ایـهمچنین اگ .داشته باشدنیمه ساده گوییم اگر یک تجزیه  1نیمه ساده را  Mمدول  -R ).]116ه فح، ص1[

   .گویند 2همگننیمه ساده را  M،باشند یکریختم  تمام جمعوند ها  با ه

مدول نیمه ساده است   صفر یک  است، ولی عکس آن درست نیست مثلاً مدولنیمه ساده ساده،  مدولهر  ):32 -1(مثال

  . ولی ساده نیست

 ). ]9[. ك.ر. (، جمعوندي از آن باشدMمدول دوريمی گوییم هرگاه هر زیر 3را منظم Mمدول  -R:)33 -1(تعریف

  ). ]700، صفحه 7[. ك.ر. (فر آن یک ایده آل اول باشدآل ص را اول می گوییم هرگاه ایده Rحلقه ي ):34 -1(تعریف 

، صفحه 7[ .ك.ر( .اول باشد هاول می گوییم هرگاه ایده آل صفر آن یک ایده آل نیم هرا نیم Rحلقه ي ):35 -1(تعریف 

700[ .(  

  : هاي زیر معادلند ، گزارهNمدول  -Rبراي هر  :)36 -1( قضیه  

1 (N  استنیمه ساده.  

2 (N توسط مدول هاي ساده تولید می شود.  

3 (N مدول هاي سادهبه صورت حاصل جمع بعضی از زیرN است.  

4 (N خودش است مدول هاي سادهبه صورت جمع زیر.   

  .است Nجمعوند مستقیم  Nمدول زیر هر) 5

  ). ]6 - 9قضیه  ،1[ .ك.ر(: برهان

  ).]117صفحه  ،1[ .ك.ر( .استنیمه ساده نیمه ساده، هر مدول  خارج قسمتی مدول مدول وزیر :)37 -1(نکته

  : صدق کند) که معادلند(مدول آرتینی است اگر در شرایط زیر -Rیک Mگوییممی  :)38 -1( تعریف

)هرگاه ) 1 )i iG
  و  باشد Mمدولهايخانواده اي از زیر ¥∋

  1 2 1... ...i iG G G G +⊇ ⊇ ⊇ ⊇ ⊇  

kآنگاه  ∈ iوجود داشته باشد به طوري که به ازاي هر  ¥ ∈ ¥ ،k k iG G += .  

، صفحه 17[ .ك.ر( .شامل عضوي مینیمال نسبت به رابطه ي مشمولیت باشد Mمدولهايتهی از زیرهر مجموعه ي نا) 2

139[ .(  

                                                
١ Semisimple 
٢ Homogeneouse semisimple 
٣ Regular 
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  : صدق کند) که معادلند(نوتري است اگر در شرایط زیر  Rمی گوییم حلقه ي  ):39 -1(تعریف 

  چون  Rهر زنجیره ي صعودي از ایده آل هاي ) 1

                                                           1 1n nI I I +⊆ ⊆ ⊆ ⊆L L  

  . شدایستا با

، صفحه 17[. ك.ر. (عضو ماکزیمال داشته باشد نسبت به رابطه ي مشمولیت، Rهر مجموعه ي ناتهی از ایده آل هاي ) 2

56[ .(   

  : گزاره هاي زیر معادلند Mنیمه سادهمدول  - Rبراي  :)40 -1( قضیه

1 (M با تولید متناهی است .  

2 (M آرتینی است .  

3 (M نوتري است.  

4 (M آرتینی و نوتري است .  

   ). ] 3 -3قضیه  ،16[ .ك.ر( :برهان

به عنوان مثال هر  .باشدنیمه ساده  مدول -Rعنوان  به  R گویند هر گاه نیمه سادهرا  R ي حلقه :)41 -1( تعریف

  ). ]60، صفحه 16[. ك.ر( .میدان، حلقه ي نیمه ساده است

    :گزاره هاي زیر معادلند. قه باشدیک حلRفرض کنید  :)42 -1( گزاره

  .استنیمه ساده  R)الف

  .استنیمه ساده  ،مدول -Rهر ) ب

   ).]7 -3، گزاره 16[ .ك.ر( :برهان

) ن صورتـایدر . مدول باشد - Rیک  Mفرض کنید :)43 - 1( تعریف  )Soc M مدول هاي ساده ام زیرا مجموع تمر

) آنگاه، مدول مینیمالی نداشته باشدزیر Mاگر .گویندمی  Mاز )مینیمال( ) 0Soc M =.  

} فرض کنید :)44 -1( قضیه }i i IE
∈

   آنگاه .باشدي مدول ها -Rخانواده اي از 

                                                              ( ) ( ).i I i i I iSoc E Soc E∈ ∈⊕ = ⊕  
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 ). ]15 -3 گزاره ،16[ .ك.ر( :برهان

ر ـا اگـر و تنهـت اگـاساده ـه سـنیم   Mتورـن صـدر ای .دـاشـدول بـم -R کـی  Mدـرض کنیـف :)45 - 1( قضیه 

( )Soc M M=.  

    ).]174، صفحه 19[. ك.ر( :برهان

ر ـاگ، نامیده می شود  )Kتوسیع اساسی M( بزرگ  یا  1اساسی Mلمدو - Rاز یک  Kمدول زیر :)46 -1( تعریف

Lمدول غیرصفر براي هر زیر M⊆داشته باشیم ، ( )0K L   ). ]1 -17، 19[. ك.ر( .∩≠

  ). ]137صفحه ، 19[. ك.ر( .است ، اساسیصفرغیر) ایده آل ( مدول هر زیر ،¢در  :)47 -1( مثال

Kفرض کنید  ):48 -1(لم  M E≤ و  Mتوسیع اساسی Eاست اگر و فقط اگر  Kیک توسیع اساسی  E، آنگاه ≥

M  یک توسیع اساسیK باشد . 

  ).]16 - 5، گزاره 1[. ك.ر( :برهان

دول ک زیرم، جمعوند مستقیمی از یMدر این صورت هر زیرمدول از . مدول باشد - Rیک  Mفرض کنید ):49 -1(لم 

  . است Mاساسی 

      ).]23 - 3، نتیجه 6[. ك.ر( :برهان

xر اه براي هگوییم  هرگ 2را بخش پذیر Mمدول  -R. حلقه باشد یک Rفرض کنید   ):50 -1(تعریف  M∈ رو ه 

r R∈   که مقسوم علیه صفر نیست، عنصرy M∈  وجود داشته باشد به طوري کهry x= )304، صفحه 7[. ك.ر[ .(    

   .پذیر استمدول بخش  - Rیک ، Rمیدان کسرهاي  R ،Kصحیح ي  به ازاي هر دامنه :)51 -1(نکته 

aفرض کنید :انبره K
b

0و  ∋ r R≠    در این صورت .∋

                                           .1 , 0a a ar r rb
b r b rb

   = = ≠   
   

  

axaکهبه طوریموجود باشد  Rاز x عنصراست اگر یک  3ون نیومنمنظم R ي از حلقه aعنصر ):52 -1(تعریف  a= .

  .استمنظم ون نیومن یک حلقه ي  Rي  منظم باشد، گوییم حلقه Rگاه هر عنصرهر
                                                

١ Essential 
٢ Divisible 
٣ Von-Neumann 
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نوان مثال هر عه ب .)]316، صفحه 19[. ك.ر(مدول منظم باشد  -Rیـک Rرا منظم می گوییم اگر  Rي همچنین حلقه 

   .ساده، منظم استه نیم حلقه

 خارج قسمتی اول و هر حلقه ي هیک حلقه ي نیم Rمنظم ون نیومن است اگر و فقط اگر  Rحلقه ي  ):53 -1(قضیه 

  .، منظم ون نیومن باشدRاول از 

  ). ]173، صفحه 3[. ك.ر( :برهان

  : گزاره هاي زیر برقرارند ):54 -1(قضیه 

 1( R اگر براي هر ایده آل منظم است اگر و فقط ي  حلقهI ازR  ،2I I=.  

  . هر حلقه ي خارج قسمتی از حلقه ي منظم ون نیومن، منظم ون نیومن است)  2

  ). ]176، صفحه 1[. ك.ر( :برهان

)باشد به طوري که حلقه اي Rفرض کنید  :)55 -1(گزاره  ) 0J R   : آنگاه شرایط زیر معادلند. =

1 (R منظم ون نیومن استحلقه ي.  

  . مدول یک زیرمدول ماکزیمال دارد -Rهر ) 2

   ).]6 -1گزاره ، 10[. ك.ر( :برهان

  . هر مدول غیرصفر با تولید متناهی داراي یک زیرمدول ماکزیمال است ):56 -1(قضیه 

  ).] 5 - 10، نتیجه 1[. ك.ر( :برهان

   : عبارت هاي زیر معادلند ):57 -1(لم 

  . منظم ون نیومن  است ي حلقه R) الف 

     .است ، انژکتیومدول ساده -Rهر ) ب 

   .اشتراکی از ایده آل هاي ماکزیمال است Rهر ایده آل از ) ج

   ). ]1193، صفحه 18[. ك.ر( :برهان

Rاول است اگر و فقط اگر حلقه ي خارج قسمتی  هنیم Rاز حلقه ي  Pایده آل ):58 -1(لم  
P

ه اول یمقه ي ن، یـک حل

  ).]169، صفحه 11[. ك.ر. (داشب
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دول هاي ـرمـی از زیـشتراکا Mدول از ـرمـر زیـاه هـرگـگویند ه 1نیمه ساده - را هم Mمدول  -R ):59 -1(تعریف 

  ). ]122، صفحه 1[. ك.ر( .باشد Mال ماکزیم

صفر  Mازخارج قسمتی  مدولن هر اگر رادیکال جاکوبس فقط ست اگر ونیمه ساده  ا -هم Mمدول  - R ):60 -1(لم 

  .باشد

   ).]14 -9تمرین  ،1[. ك.ر(: برهان

Mفرض کنید ):61 -1(نکته    : مدول باشد، آنگاه خواهیم داشت -Rیک    

Mمدول ساده⇐ Mمدول نیمه ساده⇐ M نیمه ساده –مدول هم  

                                  ⇑  
             Mمدول نیمه ساده همگن  

  ).]122، صفحه 1[. ك.ر( :برهان

   .نیمه ساده است -نیمه ساده، هم -هم هاي و جمع مستقیم مدولزیرمدول، مدول خارج قسمتی  ):62 -1(تذکر

   ).]4 -23، 19[و  ]23 - 18، تمرین 1[و  ]5[. ك.ر( :برهان

)ه باشد ک Rایده آلی از Iو Rمدولی روي حلقه ي Mفرض کنید ):63 -1(تعویض حلقه  )RI Ann M⊆ در ،

:با نگاشت   Mاین صورت Rf M M
I

× )با ضابطه ي  → )( ),f r I m rm+ ک ساختار ـداراي  ی =
I
R - ی دولـم

Rrrاین نگاشت قابل تعریف است، زیرا براي هر . می شود Mmو  ,′∋ IrIrر اگ ∋ rاه ، آنگ+=′+ r I′− و ∋

( )RI Ann M⊆ .پس ( ) 0r r m′− mrrmو = ′=.  

یک  Mزیرمدول است اگر و تنها اگر  -Rیک  Mبعلاوه هر زیرمجموعه ي 
I
R- صفحه17 [.ك.ر. (زیرمدول باشد ، 

120[.(  

انژکتیو گویند هرگاه  -Nرا یک مدول  Mصورت  در این. باشندمدول  - Rدو  Nو  Mفرض کنید :)64 -1(تعریف 

f:همریختی  - Rبراي هر  K M→  که در آنK مدولی اززیر N  ،استR- د ـهمریختی اي مانن:g N M→ 

Kgوجود داشته باشد به طوري که  f=. )127، صفحه 19[. ك.ر[ .(  

  ،باشدانژکتیو  -M،Nاز Nدوري مدولزیر به ازاي هر U اگر .باشند مدول -R دو U و Mفرض کنید :)65 -1(لم 
                                                

١ Co-semisimple 


