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چكيده

ان معادلات انتگرال فازي ولتريمعادلا ت انتگرال فازي، فردهلم نوع دوم وهمچن،در اين پايان نامه

روش هاي به . سه شده انديو جواب دقيق و تقريبي با هم مقامورد بحث وبررسي قرار مي گيرد،

وروش جايگذارهاي متوالي،دوميان، روش تقريب هاي متواليآروش تجزيه كار رفته عبارتند از

.ورمتوالي تيلطرح تقريبي 

در فصل دوم .بدين منظور در فصل اول پيشنيازها و تعاريف وقضاياي وجودي  آورده شده اند

معادلات انتگرال فازي بررسي حل عدديمعادلات انتگرال فازي بررسي شده ودر فصل سوم حل

.ستهمچنين جواب دقيق با جواب تقريبي مقايسه شده ا.استشده 



و

:ردانيتشكرو قد

حسابگران از شمارش نعمت هاي او ناتوانند و ،سپاس خداوندي كه سخنوران از ستودن او عاجزند

تلاشگران از اداي حق او در مانده اند، خدايي كه افكار ژرف انديش، ذات او را درك 

.نمي كنند و دست غواصان درياي علوم به او نخواهند رسيد

زبانِ من و عقلِ من، حمد و سپاس تو گويند، حمدي به كمال رسيده، حمدي خداوندا، جانِ من و 

.به حقيقت شكر نائل آمده و حمدي تا غايت خشنودي فرا رفته

شاكرم بر خداوندي كه راه علم آموزي را فرا روي من نهاد و مرا از تاريكي جهل به سوي 

اميد آن كه . نيكو برايم قرار دادمعاشراني، و در اين راه شگرفت. روشنايي دانايي رهنمون كرد

.شايستگي و لياقت رسيدن به كمال دانش و علم را داشته باشم

از استاد فرزانه و ارجمندم جناب آقاي دكتر محمد علي ولي  كه با راهنمايي هاي ارزنده خود 

خداوند مناّن از . همچون چراغي فروزان، روشنگر اين راه بوده اند، كمال تشكر و قدرداني را دارم

.براي ايشان توفيق روز افزون و طول عمر پر بركت را خواستارم

از استاد گرامي و بزرگوارم جناب آقاي دكتر عظيم ريواز كه با مشاوره هاي نيكو و سنجيده خود، 

.همواره باعث پيشبرد هر چه بيشتر اين رساله بوده اند، نهايت سپاسگزاري و تشكر را دارم

.ماشين چي و جناب آقاي دكتر نظري  تشكر مي كنم... م، جناب آقاي دكتر ماشاااز اساتيد محتر

درپايان از قطب فازي دانشكده رياضي و كامپيوتر دانشگاه شهيد باهنر كرمان به واسطه حمايت 

.مالي تشكر مي كنم

1390تابستان 

علي عبداله پور
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مقدمه1-1
را مطلبي1926فسور لطفي عسگرزاده كه در جهان علم به پروفسور زاده شهرت دارد، در سال وپر

رياضيات مقادير مبهم يا ،ما اساساً به نوع جديدي از رياضيات نيازمنديم«: بدين مضمون نوشت

».فازي كه توسط توزيع هاي احتمالات قابل توصيف نيستند

در » مجموعه هاي فازي«در مقاله اي تحت عنوان 1965وي ايدة خويش را در اين مورد در سال 

.مجلة اطلاعات و كنترل به همگان معرفي نمود

،در فرهنگ آكسفورد به صورت مبهم، گنگ نادقيق و نا مشخص تعريف شده است» فازي«واژة 

.مشكّك ترجمه مي كنيم،چيلذا آن را فازي يا به توصية دكتر ماشين

را واژه هاي مناسبي براي ماشين و ) مشابه بله يا خير(ا نادرست پروفسور زاده كلمات درست ي

كامپيوتر كه از منطق دودويي يا صفر و يك استفاده مي كند، نمي دانست و معتقد بود به جاي آنها 

در واقع وي بر اين اعتقاد بود كه منطق فازي بايد با منطق .بايد از عبارت درجة درستي استفاده كرد

.كه بر مبناي صحيح و غلط بودن قضايا شكل مي گيرد، جايگزين شودكلاسيك ارسطويي

لذا نظرية مجموعه هاي فازي، نظريه اي است براي اقدام در شرايط عدم اطمينان كه قادر است 

بسياري از مفاهيم و متغيرها و سيستم هايي را كه نادقيق هستند، صورت بندي رياضي ببخشد و 

.كنترل و تصميم گيري در شرايط عدم اطمينان فراهم كند،نتاجزمينه را براي استدلال ، است

، تصميم 1968پروفسور زاده پس از معرفي مجموعه هاي فازي، مفاهيم الگوريتم فازي را در سال 

همچنين ايشان در سال . ارائه نمود1971و ترتيب فازي را در سال 1970گيري فازي را در سال 

.بنا كرداساس كار كنترل فازي را 1973
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در اين ميان مهندسان ژاپني گوي سبقت را از همگان ربودند و از كنترل كننده هاي فازي در 

تم سمسائل خود، از جمله در سيستم قطار زير زميني سندايي بهره بردند و يكي از پيشرفته ترين سي

يدگاه هاي مثبتي پس از آن در آمريكا و اروپا نيز، د. هاي قطار زيرزميني جهان را به وجود آوردند

.نسبت به سيستم هاي فازي به وجود آمد

با اينكه نظرية مجموعه هاي فازي از بدو ورود به دنياي علم تاكنون، همواره در حال پيشرفت و 

ه مي شود كه رداما هنوز در برابر قدرت تفكر و توانايي بي بديل انسان ناچيز شم،تحول بوده است

.است» احسن الخالقين. ..فتبارك ا«اين دليلي بر آية 
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ساختار مجموعه هاي فازي1-2

مجموعه معمولي و مجموعه فازي1-2-1
مشخص يدر مجموعه هاي معمولي، عناصر يك مجموعه بر اساس يك ويژگي خوش تعريف

متعلق بهشوند و خوش تعريفي به اين معني است كه دقيقاً مي توان مشخص كرد كه هر عنصر،مي

در اين صورت اگر عنصري داراي ويژگي خوش تعريف مجموعه باشد . مجموعه هست يا خير

.عضو آن مجموعه است، در غير اين صورت عضو آن مجموعه نيست

: اين خوش تعريفي را مي توان به صورت زير 

( ){ }:A x X p x= ∈

)نمايش داد كه در آن )p xخاصيت مجموعه است.

ست ادسته اي از عناصر Xاز Aمجموعه مرجع باشد، آنگاه زير مجموعه معمولي Xلذا اگر

خاصيت خوش تعريفي نيست و دارايpاما در بسياري موارد ديگر . كه دقيقاً مشخص شده باشند

مثلاً خاصيت باهوش بودن، جوان بودن، خوشمزه بودن . دچار مشكل مي شويمAدر تعين عناصر

Aتعيين عناصربنابراينذهني و ناخوش تعريف است،pغذا و غيره كه در اين موارد ضابطه 

عه هاي فازي را به مجمو،چنين خاصيت هاي ناخوش تعريف. بستگي به فرد تصميم گيرنده دارد

.آورندوجود مي

تابع عضويت مجموعه فازي1-2-2
تابعيمي توانتابعينبراي ا. زير مجموعه معمولي از آن باشدAمجموعه مرجع وXفرض كنيد

:به نام تابع مشخصة يا نشانگر بصورت زير تعريف كرد

{ }

( )

: 0 , 1

1
0

A

A

X

x A
x

x A

χ

χ

→

∈
=  ∉

)با توجه به تعريف تابع مشخصه  )A xχ را براي هر 1يا 0يكي از مقاديرx X∈گيردمي.
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}فسور لطفي عسگرزاده، برد تابع مشخصه را از مجموعه دو عضوي وبنا به توصيه پر }0 , به بازه 1

]بسته  ]0 , ،Xاز xتوسعه مي دهيم، در اين صورت تابعي خواهيم داشت كه به هر عضو 1

]بازه ازعددي ]0 , .نسبت مي دهد1

نشان مي دهيم و اين تابع را تابع عضويت %Aدر اين حالت مجموعه را مجموعه فازي مي ناميم و با 

A% مي ناميم و باAµهمچنين به ازاي هر . نشان مي دهيمx X∈،( )A xµ را درجه عضويتx

.مي ناميم%Aدر مجموعه 

اين يك مجموعه فازي، مجموعه اي است كه درجات عضويت اعضاي آن به طور پيوسته از بنابر

]بازه  ]0 , )تابع عضويت طل و يكتا توسمبه طور كا%Aمجموعه فازي . اختيار مي شوند1 )A xµ

به هر عضو، وابسته به ميزان دارا بودن صفت مورد نظر، در واقع تابع عضويت . مشخص مي شود

)است، را نسبت مي دهد1و 0درجه اي كه عددي بين  )A xµ را مي توان درجه پذيرشx به

.در نظر گرفت%Aعنوان عضوي از 

نماد گذاري مجموعه فازي1-2-3
:مجموعه فازي را مي توان به سه صورت زير نمايش داد

.بكار بردن مستقيم تابع عضويت مجموعه فازي، كه در مثال زير از آن استفاده مي شود) الف

]كنيدفرض:1-2-1لمثا ]0 , 400X =.Aزير مجموعه فازيXخاصيت با

:به وسيله تابع عضويت زير تعريف مي شود))200نزديك به((

( )
200

200
400 200
200

x x
A x

x x

 ≤=  − >


%

:بصورت مجموعه اي از زوج هاي مرتب كه به شكل زير نمايش داده مي شود) ب

( )( ){ }, :A x A x x X= ∈% %
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}به صورت ) نامتناهي شمارا (مجموعه متناهي Xاگر) ج }1 2, ,... , nX x x x= باشد وA% زير

:را مي توان به صورت زير نمايش داد%Aباشد، آنگاه مجموعه فازي Xمجموعه فازي از 

( ) ( ) ( )1 2

1 2

, ,..., n

n

A x A x A x
A

x x x
  =  
  

% % %
%

1-3-αبرشها و اتحاد تجزيه
α- برش يكي از مفاهيم مفيد و مهم در مجموعه هاي فازي است كه بيانگر نوعي ارتباط بين

از تحديد %Aبرش هاي مجموعه فازي -α.وعه فازي و مجموعه هاي معمولي استيك مجم

به باشندα، به گونه اي كه درجات عضويت آنها مساوي يا بزرگتر از مقدار مشخصXعناصر 

]وجود مي آيند، كه در آن  ]0 , 1α برش را به صورت زير بيان-αلذا تعريف . مي باشد∋

.مي كنيم

جه عضويت آنها در مجموعه فازي دركهرا Xزير مجموعه قطعي عناصري از :1-3-1تعريف

A%حداقل به بزرگيα باشدα-برشA% مي ناميم و باAα نمايش مي دهيم كه در آن

[ ]0 , 1α : يعني ∋

( ){ }:A x X A xα α= ∈ ≥%

يك مجموعه Aαاز مجموعه مرجع انتخاب مي شوند، بنابراين Aαواضح است كه عناصر 

ارتباط برقرارAαو مجموعه هاي معمولي %Aبرش بين مجموعه فازي -αلذا . معمولي است

، تعداد متناهي يا نا متناهي مجموعه معمولي%Aدر نتيجه متناظر با هر مجموعه فازي . مي كند

α-برش خواهيم داشت.

)اگر :1-3-1ه قضي ),A B F X∈% مجموعه هاي فازي باشند، آنگاه ويژگي هاي اساسي%

α-برش به صورت زير است:

]اعدادي دربازه βوαاگر-1 ]0 , 0باشند و 1 α β≤ A، آنگاه ≥ Aβ α⊆ . اين

.برشها مي نامند-αويژگي را تودرتو بودن

}اگر دنبالة -2 }nα صعودي باشد و بهα ميل كند، آنگاه
1

.
nn

A Aα α
∞

=
=I

Aاگر -3 B⊆% ]باشد، آنگاه به ازاي هر % ]0 , 1α A.،داريم∋ Bα α⊆
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4-( )A B A Bα αα
=% %U U

5-( )A B A Bα αα
=% %I I

]به: اثبات .ه شودعمراج22[

كميت هاي فازي محدب1-4
تعريف كميت .كند مفهوم تحدب نقش مهم وكاربردي ايفا ميوعه هاي فازي،مدر نظريه مج

.زير استهاي فازي محدب به صورت 

]كه عضو بازه αرا محدب گوييم ،هرگاه به ازاي هر%Aفازيهمجموع:1-4-1تعريف ]0 , 1

.غير محدب گوييمران مجموعهآمحدب  باشد در غير اين صورت %Aبرش-αباشد

]محدب است اگر و فقط اگر براي هر%Aمجموعه فازي:1-4-1ه قضي ],y x z∈داشته باشبم:

( ) ( ) ( ){ }min ,A y A x A z≥% % % .

]به : اثبات .ه شودعمراج11[

عاريف اوليهت1-5

X,[پولوژيكي وويك فضاي تXفرض كنيم:1-5-1تعريف → −∞ +∞:f،نگاه آf نيم

aهرازاي اگر بهپيوسته بالايي است  R∈، مجموعه( ){ }:x f x a<باز باشد.

.بيانگر مجموعه اعداد حقيقي استRاين پايانامه در : 1-5-1قرارداد

f:ابعت:1-5-1مثال  R R→با ضابطه( )f x
x

=
+ 2

1
1

استيك تابع نيم پيوسته بالايي 

.چون اين تابع پيوسته است

]يك عدد فازي يك نگاشت مانند :2-5-1تعريف  ]: 0 , 1u R است كه شرايط زير را →

:باشدادار

( )iuنيم پيوسته بالايي است.

( )iiماننداي ه بيرون باز],c d R ⊂،( ). 0u x =

( )iii اعداد حقيقي,a bد به طوري كه نوجود داشته باشc a b d≤ ≤ همچنينو≥

1.( )u x روي بازه],c aصعودي باشداًاكيد.
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2.( )u x روي بازه],b dنزولي باشداًاكيد.

3.( )u x ]يور=1 ],a b

]تنگاش:2-5-1مثال ]: 0 , 1u R .يك عدد فازي استبا ضابطه زير →

( )u x =

[ ]

1 1 2
2 1

3 2 3
2 3
0 1,3

x x

x x

x

− ≤ ≤ −
− ≤ ≤ −

 ∉


]نگاشت:3-5-1مثال  ]: 0 , 1u R .با ضابطه زير يك عدد فازي است→

( )

[ ]

1 1 2
2 1
1 2 3

4 3 4
3 4
0 1,4

x x

x
u x x x

x

− ≤ ≤ −
≤ ≤=  − ≤ ≤

−
 ∉

يك عدد فازي دلخواه به شكل پارامتري با يك زوج مرتب از توابع :3-5-1تعريف

( ( ) ( )),u r u r 0با 1r≤ :باشدميشرايط زير را داراو نمايش داده مي شود ≥

1.( )u rصعودي روي بازه وپيوسته چپ،رانداركيتابع[ ]0 , .است1

2.( )u rنزولي روي بازه راست وپيوسته ،رانداركتابعي[ ]0 , .است1

]براي هر .3 ]0,1r ∈،( ) ( ).u r u r≤

Eبا رامجموعه همه اعداد فازي:2-5-1قرارداد . نمايش مي دهيم1



9

)اعداد فازي دلخواه مع و ضربج:4-5-1تعريف ( ) ( )),u u r u r=و( ( ) ( )),v v r v r=

kدر روابط زير. مي باشدبه صورت زير  R∈در نظر گرفته شده است.

( )( ) ( ) ( )u v r u r v r+ = +

( )( ) ( ) ( )u v r u r v r+ = +

( )( ) ( ) ( )( ) ( ),ku r k u r ku r ku r= =

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ),ku r ku r ku r k u r= =

)اعداد فازي دلخواه بين فاصله:5-5-1تعريف  ) ( ), , ,u u u v v v= به صورت زير=

.باشدمي 

)( ( ) ( ) ( ) ( )
0 1 0 1

, max sup , sup
r r

D u v u r v r u r v r
≤ ≤ ≤ ≤

 = − − 
 

):1-5-1قضيه  )1,E Dيك فضاي متري كامل است.

]به: اثبات .مراجعه شود19[

f:1هر تابع مانند :6-5-1تعريف  R E→ گوييممي را يك تابع فازي.

f:تابع فازي : 7-5-1تعريف  R E→1 tرا يك تابع پيوسته در1 R∈ 1
هرگوييم هرگاه براي0

0ε 0δيك < 0tاگر ه كوجود داشته باشد به طوري < t δ− ]آنگاه> ]0( ), ( )D f t f t ε<.

:[تابع : 8-5-1تعريف  ,f a b E →
}براي هر افراز .را در نظر بگيريد1 }0 1, ,..., np t t t=

)دفرض كني )( )1
1

n

p i i i
i

R f t tξ −
=

= ]كه در آن∑− ]1 ,i i it tξ 1قرار دهيد. ∋−
1

max i i
i n

h t t −
≤ ≤

= −

)آنگاه انتگرال )f t روي باز],a b به صورت( )
0

lim
b

pa h
f t dt R

→
مشروط ،تعريف مي شود∫=

)بر اين كه حد در فضاي متري  )1,E Dوجود داشته باشد.

آنگاه 0K < اگر

آنگاه 0K > اگر
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)اگر تابع فازي :2-5-1قضيه  )f t در فضاي متريDگاه پيوسته باشد آن( )
b

a
f t dt∫ وجود

دارد و همچنين 

)( )(, ,
b b

a a
f t r dt f t r dt=∫ ∫

)( )(, ,
b b

a a
f t r dt f t r dt=∫ ∫

]به : اثبات .ه شودعمراج19[

)بردار : 9-5-1تعريف  )1 2, ,..., nu u u u=براي هر درآنكهi،( )1 i n≤ ≤،iu ها  فازي

.باشند را يك  بردار فازي مي ناميم

)فرض كنيد:10-5- 1تعريف  ) (, ,..., , , ,..., )n nu u u u v v v v= =1 2 1 ي دو بردار فاز2

:فاصله بين اين دو بردار به صورت زير تعريف مي شود، باشند

)(

)(

)(

,

.
, .

.
,n n

D u v

D u v

D u v

 
 
 
 =  
 
 
  

1 1

:شودزير تعريف ميمعادله انتگرال فردهلم خطي نوع دوم به صورت : 11-5-1تعريف 

)1-5-1                                                               (( ) ( ) ) ( )( , ,
b

a
u x f x k x t u t dtλ= + ∫

)به طوري كه ),k x tمعادله انتگرال و تابع ههست( )f tاز قبل مشخص است وλ هم يك

)يك معادله خطي است زيرا كه تابع مجهول )1-5-1(معادله . ارامتر معلوم استپ )u t زير

)يعني توان .علامت انتگرال به طور خطي ظاهر شده است )u tيك است.

:دبه فرم زير مي باشنوع دومانتگرال خطي و لترامعادله: 12-5-1تعريف 

( ) ( ) ) ( )( , ,
x

a
u x f x k x t u t dtλ= + ∫
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)تابع مجهول يعنينآدركه  )u t خطي مي باشدزير علامت انتگرال.

)ماننديك تابع ،يرييك جواب معادله انتگرال روي فاصله انتگرال گ: 13-5-1تعريف  )u x

.كندقصد) 1-5-1(به طوريكه در معادله است

):5-5-1مثال  ) xu x e=زير استييك جواب ازمعادله انتگرال ولترا.

( ) ( )
0

1
x

u x u t dt= + ∫ ( )1-5-2

)با جايگذاريدر حقيقت  ) xu x e= داريم)2-5-1(معادله در طرف راست:

( ) 00 0
1 1 1 ( )

x x t t x xu t dt e dt e e u x + = + = + = = ∫ ∫

دارد اگر تنها يكتا جواب )1-5-1(دله انتگرال فردهلم امع) متناوب فردهلم(:3-5-1قضيه 

)جواب معادله  ) ) ( )( ,
b

a
u x k x t u t dtλ= )جواب بديهي ∫ ) 0u x .باشد=

]به:اثبات . راجعه شودم21[

)اگر هسته :4-5-1قضيه  ),k x t حقيقي و پيوسته و روي مربع,a t b a x b≤ ≤ ≤ ≤

)(روي مربع داشته باشيميعني،باشدركراندا ,k x t M≤ اگرو( )u x در فاصلهa x b≤ ≤

)1-5-1(رد معادلهفمنحصر بكافي براي وجود يك جوابشرط گاه آن،پيوسته و غير صفر باشد

:آن است كه

]به: اثبات . مراجعه شود6[

( ) 1.M b aλ − <
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:زيراستمعادله انتگرال خطي فازي فردهلم نوع دوم به صورت : 14-5-1تعريف 

( ) ( ) ) ( )( ,
b

a
u t f t k s t u s dsλ= + ∫%% % )1-5-3(

)ه در آن ك ) ( ),f t u t% .فازي هستندتوابع %

:زيراستبه فرم نوع دوممعادله انتگرال ولتراي خطي فازي: 15-5-1تعريف 

)1-5-4(

)كه در آن  ) ( ),f x u x% .فازي هستندتوابع %

)فرض كنيد: 16-5-1تعريف  )( )( ) ( )( ))(, , , , , , ,u t r u t r f t r f t r شكل پارامتري

)توابع فازي ) ( ),u t f tهلم نوع ري معادلات انتگرال خطي فازي فردآنگاه شكل پارامت.باشند

:رت زير استبه صو)3-5-1(دوم

)1-5-5(

)( )( ( )( )( )
2

, , , , , , ,
b

a
u t r f t r v s t u t r u s r dsλ= + ∫

0براي هر كه در آن 1r≤ aو هر≥ t b≤ ≤،

( )( )( ) )(
)(

)(
)(

)(
)(1

, , , 0
, , , , ,

, , , 0

k s t u s r k s tif
v s t u t r u s r

ifk s t u s r k s t

 ≥= 
<

( )( )( ) )(
)(

)(
)(

)(
)(2

, , , 0
, , , , ,

, , , 0

k s t u s r k s tif
v s t u t r u s r

ifk s t u s r k s t

 ≥= 
<

م نوع دوم درحالت عاديلانتگرال فردهرا يك سيستم خطي از معادلات ) 5-5-1(تم سيس

.گوييممي

( ) ( ) ) ( )( ,
x

a
u x f x k x t u t dtλ= + ∫%% %

)( )( ( )( )( ), , , , , , ,
b

a
u t r f t r v s t u t r u s r dsλ= + ∫ 1


