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كه به آنها  فراواني بر عطاياي پي در پي و نعمت هاي را از معرفت شكرگزاري اگر بندگانش كه سپاس خداوندي را        

خي از روزي او ارا سپاسگزاري نمي كردند و به فر ارزاني داشته بازمي داشت ، همه در نعمت هاي او را تصرف نموده و او

  ) فرازي از صحيفه سجاديه! (مي گفتند نبهره مند مي شدند و او را شكر 

اكنون كه به حول و قوه الهي اين پايان نامه را به سرانجام رساندم ، بر خود اين وظيفه را مي بينم كه قدردان زحمات          

ي هميشگي انخست شكرگزار نعمت ه. به جا آورم كساني باشم كه هيچگاه نمي توانم آن طور كه شايسته است آن را 

پروردگار يكتايي هستم كه در مسير پرپيچ و خم زندگي تنهايم نگذاشت و اگر خواست و لطف و توجه او نبود ، هيچ چيز به 

  . سرانجام نيك نمي رسيد 

رشتي هايم را گويي هيچگاه نديدند و دوم از پشتيبان هاي هميشگي زندگي ام ، پدر و مادر مهربانم ، كه زشتي ها و د         

  ...ندانستند ، مهر ورزيدند و همواره تكيه گاهم بودند و پلكانم براي صعود

كه راهنمايي ها و تذكرهاي دلسوزانه شان همواركننده مسير سركار خانم دكتر محبوبه محمد حسني از استاد محترم         

  .شان آرامش روان را برايم فراهم ساخت آماده سازي اين پايان نامه بود و دلگرمي هاي

در پايان از تمامي دوستانم و همه فرشتگاني كه بال هاي محبت خود را گسترانيدند و با تحمل دشواري ها ، سبب         
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كه در طول مسير علم آموزي از ايشان درس  جناب آقاي دكتر مهدي سبزواريهمچنين از حضور داوران محترم ،         

    .نمايم قدرداني و تشكر مي جناب آقاي دكتر محمدرضا فرهنگ دوست هاي بسيار گرفتم و از 
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  :مقدمه 

  

  

كه  طوريه حيوان عظيم بوده است ؛ ب وروي انسان  رهمواره اثرات بيماري هاي عفوني و واگيردار ، ب      

به عنوان نمونه مي توان از بيماري سارس  .رنج هاي فيزيكي و روحي فراواني برجاي گذاشته است 

)SARS
كه بسياري از   2010در سال     Aو همچنين آنفولانزاي نوع  2002- 2003در سال هاي  ) 1

  . كرده بودند ، نام برد كشورها را درگير خود 

ندي رياضي بيماري هاي واگيردار ، يك ابزار ضروري و كاربردي براي مطالعة محدودة متنوعي از مدل ب      

فضاي  هدف اساسي مدل بندي رياضي ، مطالعة شيوع و پخش بيماري ها ، هم در. اين بيماري ها مي باشد 

كه فهميدن مكانيزم انتقال بيماري و ويژگي هاي تأثيرگذار آن ،  طوريه اطراف و هم در زمان مي باشد ، ب

  .افراد را قادر به پيش بيني هايي در مورد بيماري و در نتيجه طراحي استراتژي هاي كنترل بيماري مي نمايد 

برمي گردد به مدل بيماري آبلة دانيل باشد كه  داراي تاريخچة طولاني مي 2يك اپيدمي رياضياتي شناخت     

  1935تا    1900در اين زمينه ، بين سال هاي   وري هاي ابتداييئاما بيشتر تـ.  ]3[ 1970در سال   3برنولي

نام برد كه  5كرمك و مك كندريچ  SIRمشهور   4مي توان مهمترين آنها را مدل همه گيري. توسعه داده شد 

  ساخته شد  SISمدل    يك  1932سال   در . ]7[  شد   هئارا سياه   طاعون مطالعة   براي  1927   سال در 

                                                           
١
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٢
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٣
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٤
 epidemic 
٥
 Kermack and McKendrick 
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در سال هاي اخير ، مدل ها بيشتر براي .  ]1[بنا نهاده شد  )Threshold Theory( "نظرية آستانه  "و  

  .ارزيابي تأثيرات روش هاي مختلف كنترل بيماري به كار برده مي شوند 

خود را به اعتباربخشي آزمايشات با ساير دانش ها متفاوت مي باشد زيرا اپيدمي رياضياتي شناخت      

بندي مدل  .معطوف نمي كند ؛ چرا كه آزمايش و تجربه ، گاه بسيار سخت و گاه هم غير اخلاقي مي باشد 

قابل پيش براي مقايسة استراتژي هاي مختلف ، كه طرح ريزي يك همه گيري رياضي به عنوان ابزاريست 

دميولوژي ، بوجود آوردن پيش بيني هايي در ـهمچنين هدف ديگر مدل بندي اپي. بيني را فراهم مي آورد 

  .مورد وقوع و حادث شدن بيماري در آينده مي باشد 

. در واقع مي توان گفت مدل بندي رياضي ، ابزار مهمي براي آناليز نحوة شيوع و كنترل بيماري مي باشد      

پارامترهاي به كار . رمول بندي مدل ، موجب روشن شدن فرضيات ، مقادير و پارامترها مي باشد فرايند ف

   . ]3[برده شده در يك مدل همه گيري ، بايد تفسير واضحي داشته باشند 

فايدة ديگر مدل بندي اپيدميولوژيكي ، قابل استفاده بودن آن براي ارزيابي حدس هاي كميتي و مقداري      

به طور مثال مدل ها مي توانند اين ادعا را بررسي كنند كه يك برنامة واكسيناسيون دو مرحله اي براي . است 

كه واكسيناسيون يك مرحله اي ، چنين  سرخك ، منجر به ايمني جمعيت مورد نظر خواهد شد ، در حالي

  ] .3[نتيجه اي نخواهد داشت 

. و فراوان مدل هاي  رياضي ، آنها  داراي محدوديت هايي  نيز مي باشند در كنار اهداف و مزيت هاي      

اولين و واضح ترين اين محدوديت ها اين است كه تمامي آنها نوعي ساده سازي از واقعيت هستند ؛ چرا كه 

البته (ان طور كه  گفته شد ، آزمايش و تجربه براي تخمين داده ها ، گاه غير ممكن و غير اخلاقي است هم

اگر تحقيق و بررسي فرضيات بصورت درست غير ممكن باشد ، پذيرش فرضيات با يك ماهيت مقداري مي 

گرفته شود كه كدام لازم است تصميم هنگام فرمول بندي يك بيماري خاص ، ) .  ]10[تواند با ارزش باشد

اين انتخاب اغلب به سؤال هاي خاصي كه پرسيده و بايد به . عامل حذف و كدام عامل در نظر گرفته شود 

مدل هاي ساده اين مزيت را دارند كه داراي پارامترهاي كمي مي باشند . آنها جواب داده شود ، بستگي دارد 

واقعي تر مدل هاي پيچيده  ممكن است . واقعي است اما اين اشكال بر آن وارد است كه بسيار خام و غير

  . ت را سخت و پيچيده مي كندباشند اما شامل پارامترهاي بسياري است كه درنظر گرفتن تمامي آنها ، محاسبا
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كه  طوريه اسب براي فرمول بندي مدل هاست بنهنر فرمول بندي اپيدميولوژي ، ساختن انتخاب هايي م     

  .]3[مده را داشته باشد ابليت جواب دادن به سؤالات پيش آساده باشد ، به اندازة كافي قعلاوه بر اينكه 

مهمترين . ساده سازي مدل بندي و پذيرش فرضيات ، گاه منجر به پيش بيني هاي نادرستي مي شود      

تقال بيماري ري ، اين است كه انو شيوع حقيقي بيمادليل تفاوت بين رفتارها و پيش بيني هاي مدل رياضي 

در واقع . در واقعيت براساس فعل و انفعالات نوع بشر و رفتارها و عكس العمل هاي هوشمندانة آنهاست 

بنابراين . انسان ها هرگز از راه هاي قابل پيش بيني با دليل همچون باكتري ها و سلول ها ، رفتار نمي كنند 

  . ]10[ را پذيرفتبايد هم قابليت ها و هم محدوديت هاي مدل بندي رياضي 

و ايمني ،  I، 7بيماري ناقلين  ،  S،  بيماري  به  هاي 6مستعد" سيستم  رياضي بر اساس   مدل هاي     

، بدين صورت است كه افراد  SIRبه طور مثال مدل اپيدمي   .نوشته مي شوند  "، Rهاي از بيماري ، 8يافته

اولين  با ورود. يك جمعيت خاص ، در مرحلة اول و قبل از ورود بيماري ، مستعد ابتلا به بيماري هستند 

در مرحلة دوم ابتلا به بيماري وجود دارد و در مرحلة سوم ، مبتلايان به بيماري مورد بيماري به جمعيت ، 

بدين معني كه تا پايان عمر هرگز  ايمني يافتگي از بيماري مي شوند ؛بعد از بهبودي از بيماري ، وارد مرحلة 

از اين نوع مي . به بيماري دچار نمي شوند و يا حداقل يك دورة ايمني يافتگي از بيماري خواهند داشت 

، مدلي است كه   SISو يا مدل  . اشاره كرد ... سرخك ، سرخجه ، آبله مرغان و توان به بيماري هاي 

ن پس از بهبودي از بيماري ، هيچ ايمني اي در برابر بيماري نخواهند داشت و باز هم مستعد ابتلا به بيمارا

  ...همچون بيماري هاي سل ، ذات الريه ، مننژيت و . بيماري هستند 

، وجود دارد كه در آن ، بيماري  Eبيماري  ،   9البته در بعضي از مدل ها ، مراحلي همچون دورة نهفتگي     

س از انتقال به شخص وارد مرحلة نهفتگي بيماري مي شود  كه از اين نوع مي توان  بيماري ايدز را نام برد پ

]10. [  

، سرعت تولد  β، سرعت تماس ، از جمله پارامترهاي مورد استفاده در مدل مورد بحث اين پايان نامه       

 ،b  ، سرعت مرگ ،d  ، گنجايش محيط ،K  ، سرعت ايمني يافتگي ،γ ي پارامتر هاالبته . ، مي باشند

اين مقادير بر اساس  آزمايشات  .  مدل ، وارد فرمول بندي مي شوندكه براساس نياز  ديگري هم وجود دارند

                                                           
٦
 Susceptible   
٧
  Infective   
٨
 Recovered 
٩
 Exposed 
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در اين پايان نامه  .و مقاديري ثابت مي باشند  جمعيت هاي  مختلف محاسبه شده اندو   نمونه گيري ها   در 

و مقداري مثبت سرعت تولد ، ثابت . استفاده مي شود  10از سرعت تولد و سرعت مرگ لجستيك تعميم يافته

سرعت مرگ با طبيعت لجستيك يعني سرعت مرگ همراه با بالا رفتن اندازة جمعيت تا گنجايش . است 

  ] .6[يات بيشتر مراجعه شود به منبع ئبراي ديدن جز .، افزايش مي يابد  Kمحيط ، 

د موارد جديد بيماري در واحد مي گردد ، تعدا ي هاي رياضي منظوراز مهمترين مقاديري كه در مدل بند     

ميزان بروز  "تجربيات ثابت كرده . گفته مي شود  " 11ميزان بروز  " آن   به  به اصطلاح كه   زمان است

XYكه بصورت   " 12استاندارد

N

β   4[يات بيشتر را در ئجز. مي باشد ، بهترين نوع ميزا ن بروز مي باشد[ 

  .ببينيد 

)مدل  در اين پايان نامه       )و مدل   1( )در مدل . مورد بررسي قرار مي گيرند   7( بدون  1(

)واكسيناسيون و مدل   1در فصل .  بررسي قرار مي دهيميماري را مورد با در نظر گرفتن واكسيناسيون ، ب 7(

) SIRمدل اپيدمي    2در فصل  . مي دهيم ه ئابتدا مفاهيم بنيادي و مورد نياز را ارا و  با سرعت تولد 1(

در بخش دوم . ساخته و تحليل مي شود  سرعت مرگ لجستيك تعميم يافته و در نظر گرفتن ساير پارامترها

، با  1در قضيه پاياني  فصل . همين فصل ، نقاط تعادل اين سيستم مورد تحليل وبررسي قرار مي گيرد 

bγو    βمقايسة دو كميت   در واقع تا . مي توان در مورد وضعيت نقاط تعادل تصميم گيري كرد   +

)ي را به ما نشان مي دهد كه اهميت و واقع بيني سيستم حدي آيندة بيمار   .را مشخص مي كند   1(

اينكه سرعت واكسيناسيون چقدر . ، پارامتر مربوط به واكسيناسيون وارد سيستم مي شود  3در فصل      

)سيستم  . باشد اهميت فراواني دارد  شايد قضية پاياني  .نظر گرفتن همين فاكتور ، نوشته مي شود با در   7(

اين فصل را بتوان به عنوان شاهدي بر واقعي و كاربردي بودن اين پايان نامه دانست چرا كه نشان مي دهد كه 

اگر سرعت واكسيناسيون از مقداري مشخص كمتر باشد ، بيماري همواره در جمعيت خواهد بود و در واقع 

  .نترل است ، به اصطلاح ماندگار است غير قابل ك

  

                                                           
١٠
 Generalized Logistic birth and death rate  
١١
 Incidence 
١٢
 Standard Incidence 



  

  صل اولف

  

  مفاهيم و تعاريف بنيادي
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  مورد استفاده قرار مي گيرند ، بيان  فصل هاي بعد  كه  در  در اين فصل مفاهيم  و تعاريف بنيادي اي را     

  ادامه  تابع    در. آن شروع مي كنيم  به  تعاريف وابسته  و  سيستم ديناميكي   تعريف اولية  با  ابتدا. مي كنيم 

  ]5,8,9,11[  منابع  از  منظور  بدين.   خواهيم آورد  را  آن به   مربوط  د استفادة مور  قضاياي و  لياپونوف 

  .استفاده كرديم 

  سیستم دینامیکی  ۱- ۱

ϕ:فرض كنيم  : تعريف       × →ℕ ℝ ℝ  شده  بروي ضرب تعريف   مـقدار  حقيقي  يك  تابع  پيوستة  

  :حال فرض كنيم دو شرط زير را داشته باشيم . مجموعة اعداد طبيعي و مجموعة اعداد حقيقي مي باشد 

  

      (i                           ( )0,x x xϕ = ∀ ∈ℝ  

 (ii                  ( ) ( )( ), , , , ,k x k x k xϕ ϕ ϕ+ = ∀ ∈ ∀ ∈ℕ ℝl l l  

  

برقرار ) ii(تنها شرط  است اگر 2يا نيم شار گسسته 1يك سيستم ديناميكي گسستة رو به جلو   ϕگوييم  

  .باشد 

در اين تعريف ، نيم شار از اين جهت گسسته گفته مي شود كه يك خانوادة يك پارامتري از نگاشت      

به آن يك بعدي . هاي پيوسته است كه اين پارامتر در مراحل گسسته و بروي  اعداد طبيعي تغيير مي كند 

شاري به طور مشابه بروي   مي توانيم نيم. گفته مي شود زيرا كه بروي مجموعة اعداد حقيقي عمل مي كند 
n
ℝ   نيز تعريف كنيم كه آن راn− به آن سيستم ديناميكي رو به جلو گوييم چرا كه اگر  . بعدي مي ناميم

ℕ   را به صورت زمان گسسته در نظر بگيريم ، آنگاه اگر از موقعيتي مثلx    شروع كنيم ، تابعϕ   براي

0k ،  ℕبه جاي اگر . ،  آن  را  به  آينده  يا به جلو مي برد  اما لزوماً نمي تواند آن را به عقب ببرد  <

ℤ  ه تابع ـببنابراين  واهد كرد ،ـم ، اين امكان را پيدا خـقرار دهيϕ ،  گفته مـي شود كـه 3يك شار كامل  

  .برقرار است هم ) i(، شرط  ϕدر اين صورت براي شار كامل 

                                                           
١ Discrete forward dynamical system  
٢ Discrete semiflow 
٣ Flow 
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0kمي گويد كه براي    (i)شرط          )، نگاشت   = )0 ,ϕ i   شايد بتوان گفت كه .( ، هماني است

اين مطلب را بيان مي دارد  (ii)شرط  .) ، شرايط هيچ تغييري نمي كند  0زمان باشد ، در زمان   ℕاگر  

مرحله به وضعيت ديگري برسيم و از  اين  وضعيت  lشروع كنيم و بعد از    xكه اگر از وضعيتي مثل 

kشروع و   xر  ازـه  اگـي رسيم  كـه وضعيتي مـيم ،  برحله حركت كنـم  kجديد ،   + l رحله ـم

  .حركت مي كرديم هم به آن مي رسيديم 

)اگر تعريف كنيم        ) ( ): 1,F x xϕ=   آنگاه از شرط ،(ii)  تعريف بالا خواهيم داشت كه  

                   ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )2 , 1 , 1 , 1 ,x x F x F F x FoF xϕ ϕ ϕ ϕ= = = =  

kآنگاه براي   ∈ ℕ  

         ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )1, 1 , 1 , ...k kk x k x F F x Fo oF x F xϕ ϕ ϕ −= − = = =  

F:بنابراين مي توانيم بگوييم كه نيم شار ، با تكرار تابع پيوستة        →ℝ ℝ  در اين . ، توليد شده است

  .مي باشد  Fصورت گوييم نيم شار ، توليد شده توسط تابع  

  

۴مسیر   ۱-۱- ۱
 

xبراي هر  :تعريف       ∈ ℝ   مجموعة ،( ){ },k x kϕ ∈ ℕ  را مسيرx   گوييم.  

kرا زمان در نظر بگيريم ، براي   ℕبعنوان مثال براي يك نمونة جمعيتي ، اگر       ∈ ℕ  ،

( ){ },k x kϕ ∈ ℕ   اگر بخواهيم . ، مسير تغييرات جمعيت در طول زماني مشخص را نشان مي دهد

  :اين مسير را به صورت دنباله نمايش دهيم ، همانند زير خواهد بود 

             ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 31, , 2, , 3, ,..., , kx F x x F x x F x k x F xϕ ϕ ϕ ϕ= = = =  

                                                           
٤ Path, Orbit, Trajectory 
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  ٥نقط� تعادل   ۱-۲- ۱

)گوييم ، هر گاه   ϕاز نيم شار  6را  نقطة تعادل  يا نقطة ثابت  eنقطة  : تعريف       ),k e eϕ براي   =

kهر  ∈ ℕ  برقرار باشد.  

,، مسير آن به صورت   eبراي نقطه تعادل        , , ...e e e  مي باشد.  

  ۷نقط� تناوبی   ۱-۳- ۱

)گوييم ، اگر    nرا نقطة تناوبي با دورة تناوب  Pنقطة : تعريف       ),n P Pϕ و  =

( ),k P Pϕ kبراي  ≠ n<  نقطة تناوبي براي نيم شار . باشدϕ    نقطة ثابت نگاشت ،nF   خواهد

  بود

                                                                              ( ) ( ), nn P F P Pϕ = =      

  به  صورت زير مي باشد  nبا دوره تناوب  Pمسير نقطة تناوبي      

                                   ( ) ( ) ( )0 1 0 2 0 1 0, 1, , 2, ,..., 1,nP P P P P P P n Pϕ ϕ ϕ−= = = = −  

هر كدام از نقاط اين مسير ، خودشان يك نقطة تناوبي با دوره . نقطه است  nاين مسير دقيقاً شامل      

  .هستند   nناوب ت

  

  

  

                                                           
٥ Equilibrium point 
٦ Fixed point 
٧ Periodic point 
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  ۸پایداری در مفهوم لیاپونوف   ۱-۴- ۱

0εگوييم هر گاه براي هر   9را پايدار در مفهوم لياپونوف  ϕاز نيم شار   eنقطة ثابت : تعريف       >  ،

0δوجود داشته باشد  x، به طوري كه براي    < e δ− k، براي تمام   > ∈ ℕ   داشته باشيم

( ),k x eϕ ε− < .  

نزديك است  eكه به اندازة كافي به  0xمي توان اين تعريف را بدين صورت تفسير كرد كه براي هر      

  .نزديك خواهد ماند   eنيز در تمام آينده به   0x، مسير 

  

  ۱۰انباً پایدارمج   ۱-۵- ۱

0ρ پايدار در مفهوم لياپونوف باشد و وجود داشته باشد،  eنقطة ثابت  اگر: تعريف       بطوريكه ،  <

x  براي e ρ− )داشته باشيم     > ), 0k x eϕ − kهنگامي كه  ،  →   مي رود   ∞→

  . را مجانباً پايدار گوييم   e، آنگاه نقطة  

، براي  0xباشد ، مسير   eكه به اندازة كافي نزديك    0xاين بدين معني است كه براي هر      

k   .ميل مي كند   e، به   ∞→

  .، ناپايدار گوييم ، اگر پايدار در مفهوم لياپونوف نباشد   eبه نقطة ثابت : نكته 

  ۱۱جاذب   ۱-۶- ۱

0ρوجود  داشته  باشد   اگر   جاذب  گوييم   را  eثابت   نقطة  : تعريف          كه  براي    طوري  به  <

x e ρ− )داشته باشيم    > ), 0k x eϕ − kوقتي كه    →   .مي رود  ∞→

                                                           
٨ Stable in Lyapunov sense 
ف ٩�� ��ل ه��  ا������ر ������ �د ��� 01/ت او �. ,! ز%�*� ا�(  ١٩١٨)�  ٧'١٨%& ر%�$��ان رو�!         �  5�6/ ,4/ح �/دن ه�2

 .ور� ه�� ��%�ار� در ���*: ه�� د%�9,��! ا�( 8)ـ   
١٠ Asymptotically stable 
١١ Attractive 
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  تابع لیاپونوف   ۲- ۱

نام  " 12توابع كانديد لياپونوف "توابعي كه مي توانند پايداري يك سري از نـقاط تعادل را اثبات كنند ،     

اين . هيـچ روش متـداولي براي ساختن و يا پيـدا كردن يك تابـع كانديد لياپونوف وجود نـدارد . دارند

داربودن يا نبودن نقـاط ندارد ؛ بدين معني كه ناتواني در يافتن تابع كانديد لياپونوف ، هيـچ ارتباطي با پايـ

  . عدم توانايي در پيدا كردن يك تابع كانديد لياپونوف به معناي ناپايدار بودن سيستم نمي باشد

طور مستـقيم با تـوابع ه كه ب 13 "مـستـقل از زمان"قضايـاي اسـاسي لـياپونوف ، بـراي سـيـستم هاي     

ـد ،  ابـزار مفيـدي بـراي اثبـات پايـداري يك نـقطه تـعادل در يك سـيستم ليـاپونوف در ارتـباط هـستن

  .ديناميكي  مستقل از زمان  مي باشد

ايـن را بايد بدانيـم كه قضايـاي اسـاسي لـياپونوف ، بـراي سيسـتم هاي دينـاميكي  مستـقل از زمان      

يافتن يك تابع لياپونـوف براي يك . عادل مي باشد ابزار كافي اما نه لازم براي اثبات پايداري يك نـقطه ت

آزمون و خطا مي تواند روشي مناسـب . نقطه تعادل معين ، ممكن است كاملاً از روي خوش شانسي باشد

  .براي يافتن تابع لياپونوف باشد 

  

 تعریف تابع کاندید لیاپونوف   ۲-۱- ۱

:فرض كنيم      nV →ℝ ℝ      به    آنگاه. باشد   اسكالرتـابع  يكV   لياپونوف  كانديـد   ، تابـع  

باشد يعني                                                                                 14طور موضعي  معين مثبته گفته مي شود اگر اين تابع ب

                                                                                             ( )0 0V =  

                                                                 ( ) 0 \{0}V x x U> ∀ ∈  

0xيك همسايگي اطراف نقطة    Uكه   طوريه ب   .باشد   =

                                                           
١٢ Lyapunov-candidate-functions 
١٣ autonomous 
١٤ Locally positive definite 
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 تعریف یک نقطه تعادل در یک سیستم   ۲-۲- ۱

فرض كنيم       
( )

: ng

y g y

 →


=
i

ℝ ℝ

    y*نقطه تعادل   با  زمان از   دينـاميكي  مـستقل  سيـستم  يك     

)باشد يعني                                                                                 )*0 g y=  

x*صورت  ه گوييم يك تبديل مؤلفه اي ب y y=   كه طوريه وجود دارد ب   −

                                                                        ( ) ( )
( )

*

0 0

x g x y f x

f

 = + =


=

i

  

)بنابراين سيستم جديد   )f x    داراي نقطه تعادل خواهد بود   0، در نقطة.  

  

  سیستم های مستقل از زمانقضایای اساسی لیاپونوف برای     ۲-۳- ۱

*فرض كنيم  كه   :قضيه  0x )، يك  نقطه  تعادل  براي سيستم   = )x f x=
i

            باشد  ، همچنين فرض    

  كنيم كه         

                                               ( ) ( )V dx
V x V x V f x

x dt

∂
= ⋅ = ∇ ⋅ = ∇ ⋅

∂

i i

  

)  بنابراين            )V x
i

   .مي باشد    Vتابع كانديد لياپونوف   15، مشتق نسبت به زمان  

  

  

                                                           
١٥ Time derivative  
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 نقطه تعادل پایدار   ۱-۲-۳-۱

  اين  همچنين مشتق نسبت به زمان، بطور موضعي معيـن مثبت باشد و   Vاگر تابع كانديد لياپونوف :قضيه 

  طور موضعي  نيمه معين منفي باشد يعني ه ب،  تابع           

                                                                    ( ) 0 \{0}V x x≤ ∀ ∈Β
i

  

  .، آنگاه نقطة تعادل ، پايدار است   0از نقطة    Βبراي يك همسايگي           

۱٦طور موضعی مجانباً پایداره نقطه تعادل ب   ۱-۲-۳-۲
 

     آن ، ، بطور موضعي معين مثبت باشد و همچنين مشتق نسبت به زمان   Vاگر تابع كانديد لياپونوف: قضيه 

  طور موضعي معين منفي باشد يعني                  ه ب          

                                                                  ( ) 0 \{0}V x x< ∀ ∈Β
i

  

  مجانباً       موضعي   طوره نقطة تعادل ، ب  آنگاه باشد ،   0نقطة    از  يك همسايگي  Bكه   طوريه ب         

  .پايدار است          

۱۷طور سرتاسری مجانباً پایداره نقطه تعادل ب   ۱-۲-۳-۳
 

  ،   باشد 18 محوراً  بي كران  معين  مثبت  و طور سرتاسري ه  ،  ب   Vلياپونوف  كانديد   تابع  اگر  :قضيه 

  طور سرتاسري معين منفي باشد يعنيه همچنين مشتق نسبت به زمان آن هم ب        

                                                                 ( ) 0 \{0}nV x x< ∀ ∈
i

ℝ  

                                                           
١٦ Locally asymptotically stable equilibrium 
١٧ Globally asymptotically stable equilibrium 
١٨ Radially unbounded 
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  .طور سرتاسري مجانباً پايدار است ه آنگاه نقطه تعادل ، ب        

  لياپونوف را محوراً بي كران گوييم اگرتابع كانديد  :توضيح  

                                                               ( )x V x→∞ ⇒ →∞   

  

 : لم کاربردی  سه ۳- ۱

ه مي دهيم كه در فصل هاي ئرا ارا 19مهم در بحث معادلات ديفرانسيل ضربه ايلم  در اين قسمت سه       

  :د بود نمورد استفاده خواه بعدى

  فرض كنيم سيستم زير را داشته باشيم  )]2[(:  1.3-1لم 

            

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

1 ,
, , 1,2,3,...

,

1 ,
, , 1,2,3,....

,

s t b s t s t i t
t n n

i t s t i t i t b i t

s n p s n
t n n

i n i n

β α
τ

β α α γ

τ τ
τ

τ τ

+ −

+ −

 ′ = − − − 
≠ = 

′ = + − + + 
 = − 

= =
=  

  

  p و  b  ، α ، β  ،γمجموعه اعـداد حقيقي مثبت باشـد و  يك زيربازه از  τبه طوري كه در آن       

)فرض كنيم  مقادير ثابت مثبتي از مجموعه اعداد حقيقي مثبت مـي باشند ؛ حال اگر        ) ( )( ),s t i t   ،    

)ط  اولية  ـشراي با اين دستگاه   وابي برايـج       )0 0i + ) و   ≤ )0 0s +   گاه  براي  همة  ـباشد ، آن  ≤

     0t ≥   ،( ) 0i t )و    ≤ ) 0s t )اگر  علاوه بر اين.   ≤ )0 0s + )و    < )0 0i +   خواهيم داشت    <

     ( ) 0s t )و    < ) 0i t >  .  

  

                                                           
١٩ Impulsive 
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