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พ়ࢁඟوदدردای

خداوند سپاسͽزارم. و شاکر نمود عطا من به که نعمت�هایی همه�ی خاطر به را عزیزم پروردگار ابتدا در

حق کوشندگان، و ندانند او نعمت�های شمردن شمارندگان، و بمانند او ستودن در سخنوران که یͺتایی

نتوانند. گزاردن را او

طول در دارم. را امتنان کمال اند بوده من همراه و یاور و یار همواره که جانم از عزیزتر خانواده�ی از

است. بوده لیاقتم از بیشتر بسیار خانواده�ای چنین داشتن افتخار که فهمیده�ام آنان، کنار در زندگͬ سال�ها

زندگیم. ادامه�ی برای بی�پایان است انگیزه�ای وجودشان �راستͬ، به

آموختم ایشان از که فراوانͬ مطالب خاطر به حاجͬ�ابوالحسن، حسین دکتر آقای جناب عزیزم استاد از

از پایان�نامه، این تدوین و تحقیق طول در ارزنده�یشان راهنمایی�های و کم�ͷها و زحمات تمامͬ نیز و

داشته�ام. را ایشان شاگردی افتخار که شاکرم بسیار را خدا و سپاسͽزارم قلب صمیم

مهربانͬ�های و کم�ͷها راهنمایی�ها، تمامͬ خاطر به نهندی، زارع رشید جنابآقایدکتر ارجمندم استاد از

قدردانͬ و تشͺر نهایت دکتری، دوره�ی و ارشد کارشناسͬ دوره�ی در تحصیلاتم طول در افزونشان روز

شاگردی افتخار که مͬ�کنم شͺر را خدا نیز و هستم ایشان بی�دریغ زحمات قدردان همواره و دارم را

داشتم. را استادی چنین

برای و است تأثیرگذار و مهم بسیار دکتری دانشجوی ͷی علمͬ آینده�ی در راهنما استاد نقش ͷش بدون

از باشد. داشته خود تخصصͬ حوزه�ی در بزرگ راهنمایی استاد که است بزرگ موهبتͬ دانشجو ͷی

زنجان پایه�ی علوم تکمیلͬ تحصیلات دانشͽاه علمͬ هیأت عضو حاجͬ�ابوالحسن دکتر آقای آنجایی�که

آقای فراموش�نشدنͬ لطف و حمایت اما نبود. میسر بنده برای ابتدا در ایشان شاگردی افتخار نبودند،

چهار



دو این از لذا گردید. مهم این به بنده شدن نایل باعث نهندی زارع رشید دکتر آقای و کاظمͬ فؤاد دکتر

مͬ�دانم. ایشان مدیون را خود و سپاسͽزارم صمیمانه تأثیرگذارشان لطف خاطر به بزرگ استاد

مͬ�کنم. تشͺر گذراندم ایشان با که درس�هایی خاطر به ذاکر منوچهر دکتر آقای از

این داوری زحمت مهربانانه که ایران، ریاضͬ ماندگار چهره�ی محمودیان، عبادا... سید دکتر آقای از

خود برای بزرگ افتخاری را دفاع جلسه�ی در ایشان حضور و سپاسͽزارم بسیار کردند قبول را پایان�نامه

مͬ�دانم.

را پایان�نامه این داوری زحمت ایران به خود کوتاه مسافرت طول در که شاه�محمد حسین دکتر آقای از

مͬ�دانم. خود برای بزرگ افتخاری را ایشان حضور و متشͺرم صمیمانه پذیرفتند�، لطف سر از

بهنام دکتر آقای طاهرخانͬ، علͬ دکتر آقای داوران، هیأت گرامͬ اساتید دیͽر از مͬ�دانم لازم خود بر

مفیدشان پیشنهادهای و پایان�نامه این داوری قبول خاطر به نجف�پور، مهدی محمد دکتر آقای و خسروی

کنم. تشͺر خاضعانه

جمال دکتر آقای ورسایی، سعاد دکتر آقای سالاریان، محمدرضا دکتر آقای چون بزرگواری اساتید از

درس�های خاطر به حسین�زاده، آقایخسرو و فروهنده فرخ آقای پورمهر، صالحͬ سعید دکتر آقای روئین،

سپاسͽزارم. صمیمانه گذراندم ایشان با که سودمندی بسیار

خواهد من با همواره ایشان خاطرات و یاد اما نیست آن�ها نام برای مجالͬ که مهربانم دوستان تمامͬ از

زندگیشان مراحل همه�ی در را پیروزی و شادی و سلامتͬ بزرگ، خدای از و سپاسͽزارم مخلصانه بود

آرزومندم.

امͺاناتͬ و مهمان�نوازی برای بنیادی، دانش�های پژوهشͽاه و بهشتͬ شهید دانشͽاه از دارم وظیفه انتها در

کنم. تشͺر قلب صمیم از دادند، قرار اختیارم در لطف سر از که

پنج



چͺیده

رنگͬ کلاس هر هرگاه مͬ�نامند Gگراف از یbͷ-رنگ�آمیزی را Gگراف از سره رأسͬ رنگ�آمیزی ͷی

از رنگ�آمیزی هر باشد. داشته همسایه دیͽر رنگͬ کلاس�های تمام در رأس این که باشد رأسͬ دارای

یbͷ-رنگ�آمیزی که k طبیعͬ عدد بزرگ�ترین به Gاست. از یbͷ-رنگ�آمیزی χ(G)رنگ، گرافGبا

نمایش φ(G) با را آن و مͬ�گویند G گراف b-رنگͬ عدد باشد، داشته وجود رنگ k با G گراف از

-bͷی ،χ(G) ≤ k ≤ φ(G) که k طبیعͬ عدد هر برای هرگاه گویند b-پیوسته را Gگراف مͬ�دهند.

همریختͬ�های بین ارتباطͬ ابتدا پایان�نامه، این در باشد. داشته وجود رنگ k با Gگراف از رنگ�آمیزی

عدد هر برای که مͬ�دهیم نشان ارتباط، این از استفاده با و مͬ�یابیم گراف�ها b-رنگ�آمیزی�های و گراف�ها

گراف�های b-رنگͬ عدد بررسͬ به سپس است. b-پیوسته ،KG(٢k + ١, k) گراف کنسر ،k طبیعͬ

دور که G گرافd-منتظم هر برای که مͬ�دهیم نشان مͬ�پردازیم. ندارند ۴ طول به دور که d-منتظمͬ

باشد گرافd-منتظم ͷی G اگر که مͬ�دهیم نشان همچنین .φ(G) ≥ ⌊d+٣
٢ ⌋ باشد، نداشته ۴ طول به

هر برای مͬ�کنیم ثابت .φ(G) = d + ١ آن�گاه ،diam(G) ≥ ۶ و باشد نداشته ۴ طول به دور که

که است، برقرار φ(G) = d+ ١ رابطه�ی ،κ(G) ≤ d+١
٢ و ندارد ۴ طول به دور که G گرافd-منتظم

را C۴ که d-منتظم گراف هر که مͬ�دهیم نشان همچنین است. G گراف رأسͬ همبندی بیانگر κ(G)

ͷی است. d+ ١ b-رنگͬ عدد دارای نباشد، نیز یالͬ فراهمبند و باشد نداشته بر در زیرگراف عنوان به

رأس، هر هرگاه مͬ�نامند G گراف از برگ�ریزان رنگ�آمیزی ͷی را G گراف از سره رأسͬ رنگ�آمیزی

در است. یbͷ-رنگ�آمیزی برگ�ریزان، رنگ�آمیزی هر ببیند. خود بسته�ی ͬͽهمسای در را رنگ�ها تمام

کرد. خواهیم بررسͬ را گراف�ها از خاصͬ رده�های برگ�ریزان رنگ�آمیزی�های انتها،

برگ�ریزان. رنگ�آمیزی نیمه-موضعͬ-پوشا، همریختͬ� b-پیوسته، b-رنگ�آمیزی، کلیدی: واژه�های
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پیش�گفتار

که است f : V (G) → C مانند تابعͬ ،G گراف ͷی از رأسͬ) (سره�ی رنگ�آمیزی ͷی از منظور

این عملͬ کاربردهای از بسیاری در که است طبیعͬ .f(x) ̸= f(y) ،G از {x, y} یال هر برای

گراف ͷی که� هستیم این دنبال به انرژی، و هزینه وقت، چون عواملͬ در صرفه�جویی خاطر به مفهوم،

رنگ�آمیزی ͷی که k طبیعͬ عدد کوچ�ͷترین به کنیم. رنگ�آمیزی ممͺن رنگ�های تعداد کمترین با را

χ(G) با را آن و گرافGمͬ�گوییم رنگͬ عدد باشد، داشته وجود |C| = kخاصیت با f : V (G) → C

آوردن دست به بنابراین است. NP-سخت مسأله�ی ͷی کلͬ حالت در χ(G) تعیین مͬ�دهیم. نمایش

برای ابتکاری الͽوریتم�های دنبال به باید لذا مͬ�رسد. نظر به سخت بسیار کلͬ، حالت در مقدار این

روش�ها، این از بعضͬ است. شده مطرح خاصͬ روش�های راستا، این در باشیم. گراف�ها رنگ�آمیزی

است این فرضبر دیͽر، روش�های بعضͬ در اما مͬ�کنند. رنگ�آمیزی را گراف حریصانه، الͽوریتم مثلا

را دیͽری رنگ�آمیزی که است این ما هدف و است شده داده ما به گراف، ͷی از رنگ�آمیزی ͷی که�

رنگ�آمیزی رنگ�های تعداد از کمتر آن رنگ�های تعداد که آوریم دست به رنگ�آمیزی این از استفاده با

نداشت، وجود متفاوت رنگͬ کلاس دو بین یالͬ هیچ اگر که است این روش�ها این از ͬͺی باشد. اولیه

خاصͬ پارامترهای روش�ها، این از کدام هر با متناسب کنیم. استفاده رنگ ͷی از کلاس دو این برای

که (چرا دارند دلالت روش آن با متناسب حالت وخیم�ترین و بدترین به ͬͽهم که مͬ�شود تعریف نیز

داشته ممͺن رنگ�های تعداد کمترین با رنگ�آمیزی ͷی که� است حالتͬ حالت، کننده�ترین خوشحال

آن در روش، ͷی که� حالتͬ� بدترین یا و باشد داشته مͬ�تواند الͽوریتم ͷی که� جوابی بدترین باشیم)،

اجراهای تمام بین در شده ظاهر رنگ�های تعداد بیشترین مثال، عنوان به نباشد. اجرا قابل حالت،

روشͬ مͬ�شود. نامیده گراف آن گراندی عدد که است پارامتری گراف، ͷی روی حریصانه الͽوریتم

را رنگͬ کلاس ͷی رأس�های امͺان، صورت در که است این است، پایان�نامه این اصلͬ موضوع که

١



این که� بود خواهند رنگ�آمیزی�هایی بحث، موضوع بنابراین، کنیم. توزیع رنگͬ کلاس�های بقیه�ی بین

برای هرگاه مͬ�نامیم یbͷ-رنگ�آمیزی را f : V (G) → C رنگ�آمیزی ندارد. وجود آن�ها برای امͺان

همسایه دیͽر، رنگͬ کلاس�های تمام در رأس این که� باشد f−١(i) از رأسͬ ،C به متعلق i عضو هر

بزرگ�ترین مͬ�نامیم. (f رنگ�آمیزی به (نسبت رنگ-احاطه�گر رأس ͷی را رأسͬ چنین هر باشد. داشته

باشد، داشته وجود G گراف از f : V (G) → {١, ٢, . . . , k} یbͷ-رنگ�آمیزی که را k طبیعͬ عدد

b-پیوسته را G گراف همچنین، مͬ�دهیم. نمایش φ(G) با را آن و مͬ�نامیم G گراف b-رنگͬ عدد

رنگ k با Gگراف از یbͷ-رنگ�آمیزی ،χ(G) ≤ k ≤ φ(G) که k طبیعͬ عدد هر برای هرگاه گوییم

فصل در است. یافته اختصاص پایان�نامه موضوع درباره�ی مقدمه�ای به اول، فصل باشد. داشته وجود

نیمه-موضعͬ-پوشا همریختͬ�های نام با گراف�ها بین همریختͬ�های خاصاز نوعͬ معرفͬ به ابتدا دوم،

همریختͬ�ها، نوع این از کاربردی عنوان به مͬ�کنیم. بیان b-رنگ�آمیزی�ها با را آن�ها ارتباط و مͬ�پردازیم

این از [۵١] مقاله�ی است. b-پیوسته ,١+٢k)KGگرافͬ k) ،k طبیعͬ عدد هر برای که مͬ�کنیم ثابت

معروف حدسͬ و منتظم گراف�های b-رنگͬ عدد مطالعه�ی به را سوم فصل است. شده استخراج فصل

کردند. مطرح را زیر مهم سؤال کویدر، و السحیلͬ داده�ایم. اختصاص زمینه این در

d + ١ b-رنگͬ عدد دارای باشد، ۵ حداقل آن کمر که d-منتظم گراف هر آیا [١٩] .١.٠.٠ سؤال

است؟

که کردند ثابت ، [٣۵] کنسر گراف�های b-رنگͬ عدد مطالعه�ی حین عمومͬ، و جوادی ،٢٠٠٩ سال

بلیدیا، توسط مستقل، صورت به و سال همان در مطلب، این است. ٣ برابر پترسن گراف b-رنگͬ عدد

پترسن، گراف لذا شد. ثابت بودند منتظم گراف�های b-رنگͬ عدد بررسͬ مشغول که [۶] زمیر و مفری

گراف که زدند حدس زمیر، و مفری بلیدیا، اما آورد. فراهم کویدر و السحیلͬ سؤال برای منفͬ جوابی

حدس زمیر، و مفری بلیدیا، همچنین، است. کویدر و السحیلͬ سؤال برای منفͬ جواب تنها پترسن

کردند. ثابت d ≤ ۶ ازای به را خود

دارای نباشد، یͺریخت پترسن گراف با که ۵ حداقل کمر با d-منتظم گراف هر [۶] .٢.٠.٠ حدس
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است. d+ ١ b-رنگͬ عدد

واقع، در مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد را کویدر و السحیلͬ توسط شده مطرح پرسش از کلͬ�تر حالتͬ ما

مͬ�دهیم نشان نمود. خواهیم بررسͬ را ندارند ۴ طول به دور که d-منتظمͬ گراف�های b-رنگͬ عدد

G اگر همچنین، .φ(G) ≥ ⌊d+٣
٢ ⌋ باشد، نداشته ۴ طول به دور که G d-منتظم گراف هر برای که

d-منتظم گراف ͷی G اگر که مͬ�دهیم نشان همچنین .φ(G) ≥ ⌊d+۴
٢ ⌋ آن�گاه باشد، مثلث شامل

مͬ�کنیم ثابت سپس .φ(G) = d + ١ آن�گاه ،diam(G) ≥ ۶ و باشد نداشته ۴ طول به دور که باشد

φ(G) = d + ١ رابطه�ی ،κ(G) ≤ d+١
٢ و ندارد ۴ طول به دور که G d-منتظم گراف هر برای

،κ(G) < ٣d−٣
۴ و باشد نداشته ۴ طول به دور که G d-منتظم گراف هر برای ادامه، در است. برقرار

-d گراف هر که مͬ�دهیم نشان همچنین داد. خواهیم ارائه κ(G) حسب بر φ(G) برای پایینͬ کران

b-رنگͬ عدد دارای نباشد، نیز یالͬ فراهمبند و باشد نداشته بر در زیرگراف عنوان به را C۴ که منتظم

نوعͬ به را چهارم فصل شده�اند. برداشت فصل این از ،[۵۴] و [۵٣] مقالات بود. خواهد d + ١

چنین داده�ایم. اختصاص هستند، رنگ-احاطه�گر رأس�ها، همه�ی آن�ها در که b-رنگ�آمیزی�ها از خاص

گراف�ها الفبایی حاصل�ضرب برگ�ریزان رنگ�آمیزی�های مͬ�شوند. نامیده برگ�ریزان رنگ�آمیزی�هایی،

،G گراف هر برای که داد خواهیم نشان نمود. خواهیم مطالعه را گراف�ها رسته�ای حاصل�ضرب و

که مͬ�کنیم ثابت نهایت، در است. Gگراف میسیلسͺین M(G)بیانگر نماد که ،Fall(M(G)) = ∅

،Fall(Gc) تعیین اینکه نیز و مͬ�کند صدق Fall(Gc) ⊆ {χ(Gc)} رابطه�ی در ،G دوبخشͬ گراف هر

است. شده استخراج فصل این از نیز [۵٢] مقاله�ی است. امͺان�پذیر چندجمله�ای زمان در
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اول فصل

مقدمه

با چندگانه) یال بدون و طوقه (بدون ساده گراف ͷی گراف، ͷی از منظور پایان�نامه، این سراسر در

،n طبیعͬ عدد هر برای اختصار، رعایت به�منظور همچنین است. ناتهͬ و متناهͬ رأس�های مجموعه

داد. خواهیم نمایش [n] نماد با را {i| i ∈ N, ١ ≤ i ≤ n} مجموعه�ی

برای که است f : V (G) → C مانند تابعͬ ،G گراف از رأسͬ) (سره�ی رنگ�آمیزی ͷی از منظور

رأس مͬ�گوییم همچنین مͬ�نامیم. رنگ ͷی را C از عضو هر .f(x) ̸= f(y) ،G از {x, y} یال هر

رنگ�آمیزی از عملͬ کاربردی زیر، ساده�ی مثال .f(x) = c هرگاه است شده رنگ�آمیزی cرنگ با x

مͬ�دهد. نشان را گراف�ها

این تنظیم در نماییم. تنظیم را دانشͽاه ͷی امتحانات برنامه��ی مͬ�خواهیم کنید فرض .٣.٠.١ مثال

کرده نام ثبت b و aدرس دو هر در دانشجو ͷی اگر که باشیم داشته نظر مد را نکته این باید برنامه،

که بͽیرید نظر در را گرافͬ برنامه، ͷی تدوین برای نباشند. روز ͷی در درس دو این امتحان باشد،

دانشجویی اگر تنها و اگر متصلند هم به گراف این در مختلف درس دو و هستند درس�ها آن، رأس�های

امتحانͬ برنامه�ی ͷی رنگ، n با گراف این از رنگ�آمیزی هر باشد. کرده اخذ ترم این در را درس دو هر
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ͷی کاری، روز n در دانشͽاه، امتحانͬ برنامه�ی هر یعنͬ برعکس، و است کاری روز n در دانشͽاه

است. رنگ n با گراف این از رنگ�آمیزی

رنگ�های تعداد کمترین با را گراف ͷی که� هستیم این دنبال به اوقات بسیاری در که است طبیعͬ

خاصیت با f : V (G) → C رنگ�آمیزی ͷی که� k طبیعͬ عدد کوچ�ͷترین به کنیم. رنگ�آمیزی ممͺن

تعیین مͬ�دهیم. نمایش χ(G) با را آن و مͬ�گوییم G گراف رنگͬ عدد باشد، داشته وجود |C| = k

کلͬ، حالت در مقدار این آوردن دست به بنابراین است. NP-سخت مسأله�ی ͷی کلͬ حالت در χ(G)

باشیم. گراف�ها رنگ�آمیزی برای ابتکاری الͽوریتم�های دنبال به باید لذا مͬ�رسد. نظر به سخت بسیار

از الͽوریتم، این در است. حریصانه الͽوریتم گراف�ها، رنگ�آمیزی برای ابتکاری الͽوریتم�های از ͬͺی

،v٢ ،v١ و باشد رأسͬ nگراف ͷیG فرضکنید مͬ�شود. استفاده گراف رنگ�آمیزی برای طبیعͬ اعداد

طبیعͬ عدد هر برای و دهید نسبت را رنگ١ v١ به ابتدا Gباشد. رأس�های از دلخواهͬ ترتیب ،vn ،. . .

رأس�های از هیچ�کدام رنگ عنوان به که طبیعͬ عدد کوچ�ͷترین i-ام، مرحله�ی در ،٢ ≤ i ≤ n که i

رنگ�آمیزی ͷی نتیجه� دهید. نسبت vi به را است نشده ظاهر NG(vi)
∩
{v١, . . . , vi−١} مجموعه�ی

اعضای از ترتیبی ،G گراف هر برای که داد نشان مͬ�توان سادگͬ به بود. خواهد G گراف از سره

دقیقا با Gگراف از رنگ�آمیزی ͷی ترتیب، این روی حریصانه الͽوریتم اعمال با که دارد وجود V (G)

NP-سخت مسأله�ی ͷی کلͬ حالت در χ(G) تعیین آنجایی�که از اما مͬ�شود. حاصل رنگ χ(G)

کار به رنگ�های تعداد گراف، رأس�های جایͽشت�های از عده�ای برای که مͬ�رسد نظر به طبیعͬ است،

ترتیب هر روی حریصانه الͽوریتم اعمال با که دارند وجود (گراف�هایی باشد رنگ χ(G) از بیش رفته،

و کامل گراف�های آنهاست. رنگͬ عدد برابر دقیقا شده، ظاهر رنگ�های تعداد آنها، رأس�های از دلخواه

کنید فرض دوباره هستند). گراف�ها این�گونه مثال�های معروف�ترین ،Kn,n کامل دوبخشͬ گراف�های

روی را حریصانه الͽوریتم اگر باشد. G دلخواه گراف رأس�های از دلخواهͬ ترتیب ،vn ،. . . ،v٢ ،v١

به که است طبیعͬ عدد کوچ�ͷترین ،vi رأس رنگ ،[n] به متعلق i هر برای کنید، اعمال فوق ترتیب

بنابراین، است. نرفته کار به NG(vi)
∩
{v١, . . . , vi−١} مجموعه�ی رأس�های از هیچ�کدام رنگ عنوان
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لذا (G)∆است. + ١ مساوی یا کوچ�ͷتر نتیجه در و dG(vi) + ١ مساوی یا کوچ�ͷتر ،vi رأس رنگ

شده، گرفته کار به رنگ�های تعداد ،G رأس�های از دلخواه ترتیب هر روی حریصانه الͽوریتم اعمال با

نشانگر را c(σ) نماد ،G گراف رأس�های از σ دلخواه ترتیب برای بود. خواهد ∆(G) + ١ حداکثر

همچنین بͽیرید. نظر در σ ترتیب روی حریصانه الͽوریتم اجرای در شده استفاده رنگ�های تعداد

هر برای آنجایی�که از کنید. تعریف Gگراف رأس�های جایͽشت�های همه�ی مجموعه�ی را P (V (G))

ناتهͬ {c(σ)| σ ∈ P (V (G))} مجموعه�ی ،c(σ) ≤ ∆(G) + ١ ،Gگراف رأس�های از σ جایͽشت

عدد را max{c(σ)| σ ∈ P (V (G))} عدد [١٢] سلͺو و کریستن ،١٩٧٩ سال در است. کراندار و

در نیز شیمونز که است لازم نکته این ذکر .١ دادند نمایش Γ(G) با را آن و نامیدند G گراف گراندی

.[۵۵] داد قرار مطالعه مورد و معرفͬ را o-رنگͬ عدد نام به مفهومͬ مستقل، صورت به ،١٩٨٣ سال

هر o-رنگͬ عدد و گراندی عدد که کردند ثابت ،١٩٨٧ سال در لاسͺار، و هدتنیمͬ هار، اردوش،

.[٢١] برابرند هم با گراف،

تمام بین در حریصانه الͽوریتم اجرای در رفته کار به رنگ�های تعداد بیشترین بیانگر ،Γ(G) واقع، در

این برد، کار به گراندی عدد مورد در مͬ�توان که زیبایی تعبیر است. G گراف رأس�های ترتیب�های

کرد رنگ�آمیزی طوری را G گراف مͬ�توان آنها با که است رنگ�هایی تعداد بیشترین ،Γ(G) که است

،١ رنگ�های تمام است رنگشده iرنگ با که رأسͬ هر ،٢ ≤ i ≤ Γ(G) که i طبیعͬ عدد هر برای که

که است این حریصانه� الͽوریتم جالب خاصیت�های از ͬͺی ببیند. خود ͬͽهمسای در را i− ١ ،. . . ،٢

که دارد وجود σ مانند G گراف رأس�های از ترتیبی ،χ(G) ≤ k ≤ Γ(G) که k طبیعͬ عدد هر برای

گراندی عدد یافتن برای چندجمله�ای الͽوریتمͬ بیر، و هدتنیمͬ هدتنیمͬ، ،١٩٨٢ سال در .c(σ) = k

دادند نشان ،١٩٩٧ سال در ویشواناتان و گویال که است حالͬ در این .[٣٠] کردند معرفͬ درخت�ها

،٢٠٠۶ سال .[٢۶] است NP-کامل مسأله�ی ͷی کلͬ، حالت در گراف�ها گراندی عدد تعیین که

نماد این است. First-Fit مخفف FF که مͬ�شود استفاده عدد این برای نیز χFF (G) نماد از ،Γ(G) نماد جای به گاهͬ ١

رنگ عنوان به را نشده استفاده آن ͬͽهمسای در که رنگͬ اولین رأس، هر زیرا دارد، همخوانͬ رنگ�آمیزی این با کاملا نیز

برمͬ�گزیند. خود
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اشͺال .[۵٩] است NP-کامل نیز دوبخشͬ گراف�های مͺمل برای حتͬ مسأله این که� داد نشان ذاکر

زیر، مثال دو باشد. بزرگ کافͬ اندازه�ی به مͬ�تواند Γ(G)−χ(G) که اینجاست در حریصانه الͽوریتم

مͬ�دهند. نشان روشنͬ به را موضوع این

مجموعه� و {y١, . . . , yn} و {x١, . . . , xn} بخش دو با دوبخشͬ گرافͬ را G گراف .۴.٠.١ مثال

کامل تطابق ͷی یال�های حذف از G واقع، در کنید. تعریف {{xi, yj}| i, j ∈ [n], i ̸= j} یال�های

مͬ�شود. داده −Kنمایش
n,n نماد با معمولا گراف، این است. شده Kn,nحاصل کامل دوبخشͬ گراف از

رنگ�آمیزی ͷی مͬ�دهد، نسبت yi و xi به را i عدد ،[n] به متعلق i هر ازای به که f : V (G) → [n] تابع

،yn ،xn ،. . . ،y٢ ،x٢ ،y١ ،x١ ترتیب روی حریصانه الͽوریتم اجرای از که است رنگ n با Gگراف از

Γ(G) = nپس .Γ(G) ≤ ∆(G) + ١ = n دیͽر، طرفͬ از .Γ(G) ≥ n بنابراین است. شده حاصل

باشد. بزرگ کافͬ اندازه�ی به مͬ�تواند Γ(G)− χ(G) نتیجه، در .Γ(G)− χ(G) = n− ٢ لذا و

هستند. درخت بحث، مورد گراف�های بعد، مثال در

: بͽیرید نظر در زیر صورت به را درخت�ها از بازگشتͬ دنباله�ای .۵.٠.١ مثال

از استفاده با را Tn گراف ،n ≥ ٣ که n طبیعͬ عدد هر برای بͽیرید. نظر در رأس دو با درختͬ را T٢

برای باشد. {v١, . . . , vk} رأس�های مجموعه با رأسͬ k درختͬ Tn−١ کنید فرض سازیم. مͬ Tn−١

مجموعه� با رأسͬ ٢k درختͬ Tn واقع، در کنید. آویزان برگ ͷی Tn−١ از رأس هر به ،Tn ساختن

یال�های مجموعه� و {v١, . . . , vk}
∪
{v′١, . . . , v′k} رأس�های

E(Tn) := E(Tn−١)
∪
{{vi, v′i}| i ∈ [k]}

ترتیب٢، به آن�ها رأس�های تعداد که مͬ�دهد نمایش را T۵ و T۴ ،T٣ ،T٢ درخت�های ،١.١ شͺل است.

بدین�منظور، .Γ(Tn) = n ،n ≥ ٢ که n طبیعͬ عدد هر برای مͬ�دهیم نشان حال، است. ١۶ و ٨ ،۴

.Γ(Tn) = n و n ≥ ٢ کنید فرض .Γ(T٢) = ٢ که است واضح مͬ�کنیم. استفاده n روی استقراء از

V (Tn) = {v١, . . . , v٢n−١} از جایͽشتͬ را σ مͬ�کنیم. ثابت n + ١ ازای به را استقراء حͺم حال،

٧



رأس ١۶ و ٨ ،۴ ،٢ با ترتیب به ،T۵ و T۴ ،T٣ ،T٢ درخت�های :١.١ شͺل

که بͽیرید نظر در این�صورت به� را σ′ مانند V (Tn+١) از جایͽشتͬ .c(σ) = n که بͽیرید نظر در

σ مطابق ترتیب، این بعدی رأس ٢n−١ و باشند v′٢n−١ ،. . . ،v′٢ ،v′١ ترتیب به آن ابتدای رأس ٢n−١

دیͽر، طرف از .n + ١ ≤ Γ(Tn+١) بنابراین .c(σ′) = n + ١ که است واضح باشند. شده چیده

مͬ�شود. ثابت استقراء حͺم و Γ(Tn+١) = n + ١ نتیجه در .Γ(Tn+١) ≤ ∆(Tn+١) + ١ = n + ١

Γ(G)− χ(G) که مͬ�دهد نشان این و Γ(Tn)− χ(Tn) = n− ٢ ،N \ {١} به متعلق n هر برای لذا

باشد. بزرگ کافͬ اندازه�ی به مͬ�تواند

کامل رنگ�آمیزی�های ١.١

گراف کنید فرض که است این�گونه به� داشت، گراف�ها رنگ�آمیزی به مͬ�توان که دیͽری نگاه طریقه�ی

روش�هایی با امͺان، صورت در که است این ما هدف و شده�اند داده ما به آن از رنگ�آمیزی ͷی و G

کمتر آن رنگ�های تعداد که آوریم دست به رنگ�آمیزی این از استفاده با را دیͽری رنگ�آمیزی خاص،

صورت در که است این مورد، این در خاص روش ͷی باشد. شده داده رنگ�آمیزی رنگ�های تعداد از

زیر مسأله�ی دقیقتر، بیان به بͽیریم. نظر در رنگͬ کلاس ͷی عنوان به هم با را رنگͬ کلاس دو امͺان،

: بͽیرید نظر در را

C به متعلق j و i متمایز عضو دو آیا شده�اند. داده f : V (G) → C رنگ�آمیزی و G گراف •

٨



ضابطه�ی با g : V (G) → C \ {j} تابع که دارند وجود

g(v) =


f(v) f(v) ̸= j

i f(v) = j

باشد؟ Gگراف از سره رنگ�آمیزی ͷی

داشته وجود jای و i چنین اگر زیرا باشند. داشته وجود jای و i چنین ندارد لزومͬ که است واضح

که حالتͬ� در مثلا این و کرد رنگ ،|C| از کمتر رنگ�هایی تعداد با را G گراف مͬ�توان حتما باشند،

،Gگراف در اگر تنها و اگر دارند وجود jای و i چنین دیͽر، طرف از است. ممͺن غیر ،|C| = χ(G)

،f : V (G) → C رنگ�آمیزی ͷی در اگر پس باشد. نداشته وجود f−١(j) و f−١(i) بین یالͬ هیچ

به یا و باشد داشته وجود f−١(j) و f−١(i) بین یالͬ ،C به متعلق j و i متمایز عضو دو هر برای

با را متمایز رنگͬ کلاس دو نمͬ�توان نباشد، مستقل مجموعه�ی ͷی f−١(i)
∪
f−١(j) معادل، بیان

ͷی رنگ�آمیزی، این روی از نمͬ�توان روش، این با لذا و گرفت نظر در رنگͬ کلاس ͷی عنوان به هم

چنین ،١٩۶٧ سال در پرینس، و هدتنیمͬ هرری، آورد. دست به کمتر رنگ�های تعداد با رنگ�آمیزی

.١ نامیدند کامل رنگ�آمیزی را آن�ها و کردند مطالعه را رنگ�آمیزی�هایی

هر برای هرگاه مͬ�نامیم کامل رنگ�آمیزی ͷی را f : V (G) → C رنگ�آمیزی [٢٩] .١.١.١ تعریف

نباشد. مستقل مجموعه�ی ͷی f−١(i)
∪
f−١(j) ،C به متعلق j و i متمایز عضو دو

است. G از کامل رنگ�آمیزی ͷی رنگ، χ(G) با G گراف ͷی از رنگ�آمیزی هر گفتیم، که همانطور

بنابراین .|C| ≤ |V (G)| آن�گاه باشد، G از کامل رنگ�آمیزی ͷی f : V (G) → C اگر همچنین

داشته وجود G گراف از f : V (G) → [k] کامل رنگ�آمیزی ͷی که� k طبیعͬ اعداد تمام مجموعه�ی

بزرگ�ترین دارای حتما مجموعه، این نتیجه، در است. کراندار بالا از و تهͬ غیر مجموعه�ی ͷی باشد،

است بدی حالت�های در رفته بͺار رنگ تعداد بیشترین نشانگر عضو، بزرگ�ترین این بود. خواهد عضو

نامیده�اند. نیز achromatic coloring را رنگ�آمیزی نوع این ١
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دست به کمتر رنگ�های تعداد با رنگ�آمیزی ͷی رنگͬ، کلاس دو کردن ͬͺی با آن�ها در نمͬ�توان که

آورد.

از f : V (G) → [k] کامل رنگ�آمیزی ͷی که را k طبیعͬ عدد بزرگ�ترین [٢٨] .٢.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش ψ(G) با را آن و مͬ�نامیم Gگراف a-رنگͬ عدد باشد، داشته وجود Gگراف

باشد دوبخشͬ گراف ͷی مͺمل G اگر که کردند ثابت ١٩٨٠ سال در [۵٨] گاوریل و یاناکاکیس

خواهد NP-کامل مسأله�ی ͷی خیر، یا ψ(G) ≥ k آیا اینکه تعیین باشد، طبیعͬ عدد ͷی نیز k و

نیز دوبخشͬ گراف�های برای مسأله این که� دادند نشان ،[٢٣] میلر و هل هان، فاربر، ،١٩٨۶ سال بود.

همبندی گراف�های برای مسأله این که� کرد ثابت ١٩٨٩ سال در بودلندر همچنین، است. NP-کامل

،١٩٩٧ سال .[٧] بود خواهد NP-کامل نیز باشند هم�گراف و بازه�ای گراف همزمان صورت به که

است. NP-کامل نیز درخت�ها برای حتͬ مسأله این که� دادند نشان [١٠] ادواردز و کارنͬ

پرینس و هدتنیمͬ هرری، که قضیه�ای به مͬ�توان گراف�ها، کامل رنگ�آمیزی�های جالب خاصیت�های از

،χ(G) ≤ k ≤ ψ(G) که k طبیعͬ عدد هر برای مͬ�کند بیان که قضیه�ای کرد. اشاره کردند ثابت [٢٩]

دارد. وجود Gگراف از f : V (G) → [k] کامل رنگ�آمیزی ͷی

b-رنگ�آمیزی�ها ٢.١

مورد رنگ�های تعداد کردن کمتر برای را دیͽری روش ،[٣۴] در منلاو و ایروینگ ،١٩٩٩ سال در

امͺان، صورت در که بود این آن�ها روش دادند. قرار مطالعه مورد گراف، ͷی رنگ�آمیزی برای استفاده

است قبلͬ روش از تعمیمͬ روش، این کنیم. توزیع رنگͬ کلاس�های بقیه�ی بین را رنگͬ کلاس ͷی

منلاو و ایروینگ واقع در مͬ�چسباندیم. دیͽر رنگͬ کلاس ͷی به� فقط را رنگͬ کلاس ͷی آن در که

: کردند مطرح را زیر مسأله�ی
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وجود C به متعلق i مانند رنگͬ آیا شده�اند. داده f : V (G) → C رنگ�آمیزی و G گراف •

از v رأس هر برای که باشد g : V (G) → C \ {i} رنگ�آمیزی ͷی دارای G گراف که دارد

باشند؟ برابر هم با g(v) و f(v) ،V (G) \ f−١(i)

حتما باشد، داشته وجود iای چنین اگر زیرا باشد. داشته وجود iای چنین ندارد لزومͬ که است واضح

،|C| = χ(G) که حالتͬ� در مثلا این و کرد رنگ ،|C| از کمتر رنگ�هایی تعداد با را Gگراف مͬ�توان

از رأس هر ،G گراف در اگر تنها و اگر دارد وجود iای چنین دیͽر، طرف از است. ممͺن غیر

رنگ�آمیزی ͷی در اگر پس باشد. نداشته همسایه دیͽر، رنگͬ کلاس�های از ͬͺی حداقل در f−١(i)

کلاس�های تمام در رأس این که� باشد f−١(i) از رأسͬ ،C به متعلق i عضو هر برای ،f : V (G) → C

بین منلاو و ایروینگ روش با نمͬ�توان را رنگͬ کلاس�های از هیچ�کدام باشد، داشته همسایه دیͽر رنگͬ

با رنگ�آمیزی ͷی رنگ�آمیزی، این روی از نمͬ�توان روش، این با لذا و کرد توزیع دیͽر رنگͬ کلاس�های

خواندند. b-رنگ�آمیزی را رنگ�آمیزی�هایی چنین منلاو، ایروینگو آورد. دست به کمتر رنگ�های تعداد

بدست برای منلاو و ایروینگ که� روشͬ که است این رنگ�آمیزی، نوع این برای نام این انتخاب دلیل

هدتنیمͬ هرری، که است روشͬ از تعمیمͬ کردند، ارائه کمتر رنگ�های تعداد با رنگ�آمیزی ͷی آوردن

بعد حرف اولین دارد، قرار achromatic coloring نام ابتدای در aحرف چون و دادند ارائه پرینس و

شد. گرفته کار به رنگ�آمیزی نوع این برای b یعنͬ a از

عضو هر برای هرگاه مͬ�نامیم یbͷ-رنگ�آمیزی را f : V (G) → C رنگ�آمیزی [٣۴] تعریف١.٢.١.

باشد. داشته همسایه دیͽر رنگͬ کلاس�های تمام در رأس این که� باشد f−١(i) از رأسͬ ،C به متعلق i

آن از رنگ�آمیزی ͷی نیز f : V (G) → C و باشد گراف ͷی G کنید فرض [٣۴] .٢.٢.١ تعریف

رأسرنگ-احاطه�گر ͷی را ببیند خود بسته�ی ͬͽهمسای در را C ی رنگ�ها تمام Gکه از رأس هر باشد.

مͬ�نامیم. (f رنگ�آمیزی به (نسبت
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