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m:� �� �" 	�� �/���+�� (�3��Q�� �� �����O) �/� B	�� @�# m�/
� ��T� 67� &� �� ���� 0���� ���

0K �� &� m:� �� �" �#� ��� F&� (�30� �� � (��� @��
� � ��<� (���� & ��3��� =�# �� 0K �� & A�
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f ����� �<� �� �� .�#�� �#�� & A� �� A� 	#��� A� f : X → X & A���� (�O� A� (X, d) ��+"n��

��?&� i���L�Z .��3� ���) �L?� � ���� �� X `�
� ���� ����� �" 	�� 0K o�3 �������� ��	
�� A� 0��+! ��

�I+�� ��Z �#���� {fn(x)}n∈Z �?�M�� x ∈ X � 
� A� ���� �� ��<+� .Y��#�� �p��� F&� m:� �� �+��� ��� ��

.(k ≥ 1) fk(x) = x @���3 ����� ��&�+� & f(x) = x ��� ����� 	��P �� � 
� A� .Yfn = f ◦ f ◦ · · · ◦ f

(���O) ��M?� .	�� ��&�+� �� 	��P `�
� ��,& 1�MP� mp�Q� �����U� �� �/� �/���+�� (�3@����� ���<� ��

@����� �M?�, �G �O) 1�MP�B��� m:� �� .����� (�@��L?�q�� 	�-3� �5��� (�3�'�# �� (���Q� �� 	��P � 
�

W	�� @��K ��� �� �" ������ �p��� ��&& m��? & �	��� 1��" �� ��&�+� � 
�

A� ��O) ��� .�#���� @��� �+M-3 & ��� �G !�-I� A� U �" 	�� ��7��0�-3 A� f : U → U ��+" n��

�������� & ������ (�3�!�-I� �G L?� � �� ����� �� .�3��� �p��� �� U ��� �� ��&�+� � 
� ��,& (��� ���" `�#

�� 	�� 1��M! p ��&�+� � 
� (��� ������ �!�-I� �� ��<+� .��������� ��&�+� `�
�

W s(p) =
{
x| d

(
fn(x), fn(p)

) −→
n→∞ 0

}

6��-� Wu(p) �� �� �������� �G !�-I� .f−1 	#��� 	8� ������ �G !�-I� �� 	�� 1��M! �������� �G !�-I� &

.��#�� 1�MP� & �p��� ����0�, �� ��� �U� ���Q� �G �O) ��� m:� �� .��3���

�G  
� �3 & f ∈ R �3 (��� �" ���� ��,& ��Q� ��& � A� (�3��7�����& �� R F��J �G !�-I�A� �����

.W s(p) = Wu(p) ���� 1��M! �� .	�� ����� p �������� �G!�-I� ���Q� �� p ������ �!�-I� ���Q� Bp ��&�+�
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 � �� � � � �� � (� 3� !� - I � (�� � @�� 
 � �� U S � � � @� # �� � � � O ) &� � 3 1� M P� ��

.����� [����� F&� (�30����

�� (��� @��
� ���<� ��� C���� �
�� .	�� @�# ���M� ����0���� ��� �&� m:� �� m��" ��2 �� ���<� ���

A� ������ �L��� B(>�?���� & %�?��K �� A��N" ��DQ�A� .������ ��� (>�?���� & %�?��K �� (���� �G �DQ�

����� A� U �" 	�� f : U → R2 	#��� ������ �L��� B	�-3� �� ���� A� .�#���� ����%� ���O� �� j���

�� ���3F�V� 0����� ����� �� ��� B���� �" (�@��� 1��T oN' �� ��DQ� ��� .	�� R2 �� @��� �+M-3 & ���

��� F�V� �+��� .����� �<� �� �U�����r Ns ��" j���� A� ��,& �"

� 3 � �� � " ���� �� ,& � L �� � � ��� T �� E 
 � .��� � L �� � U � � �� f 0�� �� - � @�� � F� V � � �� ��

0�Q/� �� (���� {f(yn)} & {f(xn)} @���K B�+#�� �� A� (���� Ym/# �+���Z {yn} & {xn} �?�M�� 	S,

.����� 0�/�� ��" 	?�� �� (%�J ��+J �" .�+�Q3

A� U��� @�� �3 ��" 1�MP� t�u �� ����� &� .��� (�&��D����" 	'���� ��DQ� ��� �� (�, �� � �" �Q" ��?&�

������ �� � U ���Q� �� 0����� �� (D) ��� �/� AQ�� �� U �� X��-3 	#��� �3 @���� �#�� @��� ��Q� �'

�,��� mM) F�V� �+��� ���3F�V� �� (�&��D����" ����� �� Y��� �L��� �� 0�-�� 	#��� ��O) j)�& ��Z .��� �L���

W	�� ��+J @��� F�V� ��-3 m� (��� (�&��D����" @��� .��M� @��� U ��� 0K �� �" �#

h−→≈

W����� �� ��� ������� j)�& �� .Y	�� � ���3 X��-3 �� � j)�& ��Z 	�� A�>�?���� � ���3 V �G!�-I� �� U

U
h−→ V ⊂ V

f ↓ ↙
C

ch



f �L��� �� 0����� �!�� �� H��2 ��� �� .���� ��,& F̂ : V → C �+L� .��� �L��� V �� �� f ◦ h−1 : V → C

v��+" �J ��� (�3m/# �+��� (�@��� �+M-3 (�3�!�-I� �� ���.���� U ∪ S1 := Û @��
� (�O� ��

� �� - � � p��� �� U �� Û (�� �@�� 
 � A � 	 Q ��� � �F&� (� 30� �� � �� U S � C�� �� � � (�&�� D ���� "

.�3� �L��� Û �� �L�M2 �� � �� f : U → C ������ j��� �3 & Y��Q� �/� AQ��Z D ≈ Û := U ∪ S1 �/��� �

Prime ends �

cc
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.��������� YE��7�Z %�?��K & (>�?���� B���+3 �� ��?&� ��3�S� �OL� (�&K��� �� 	-Q) ��� ��

������ ���	
 �� 
��� 	� �	 ���� 
��� �� �� ��� �����

����� 	��� 
����� 	� ���	
 ����� �� � 	� ����� ����� ���� ��!�� �	 
��� 	� U 
"����� ��� �����

�� cl(B; A) �� �	 A 	� B 	���� #�$�� A %� 
����� ��% &� B  �'�
�(�)�* +�,- &� A ��� ��� �����

.���/�� 0��1* ��% 2	�� 
� �	 A 	� B %��  ������ 3���4 clA(B)

FAB = clA(B) ∩ clA(A − B)

��$�!4 B �4 	� 
564 &� 
/ 7�� A 	� B +�8 9�64 FAB 
/

c
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����) ;��* &� �'�
�(�)�* ���-	�� <�� �� =���-	��>��? ��@�	 ���� &� 	�� �����

;�� 	� ������ ���-	�� <�� �'�
�(�)�* +���,- 
��	 	� ����@�	 ���� �7�� �'�
�(�)�* +�,-  �

���� &� �� �,-  � ����/�� A�8 �	 ��$ ���� +�,- &� %� �'�
�(�)�* B��� 
/ ����� ����7$�C4

��4�$�� �����4 7@�	 ���� �D4E :�� ��@�	

������ 
�8�4 &� C FG�@� 
��� 	� �	 �D* ��H  ��!�� #%�� 
"����� &� 
�� �����

%� 7 �� 2	� ! � z0 
" 5 6 4 	� f I � J �  f : Ω ⊂ C → C  � $� � 
 � 8� 4 & � Ω � �� ��� �����

z0 	� �	 f �$�� ��K�� Ω L��� z0 �C����� &� 	� f ′ ��� ��$�� ��K�� �8 ����� f ′(z0) = lim
z→z0

f(z)−f(z0)
z−z0

������� 3���4 H(Ω) �� �	 Ω + 	 �G�G�* ;���*  ����� �G�G�*

��  � ��  z �� +��� ����� ��1� #�$�� 
� �% A-�8 ����� ����� M���� �	 f 
" ����) 7$�C4 ��� �����

+�D�� �� N��� 9�5� :�� θ′ 
" � �% ��4%���� �C��'� �� �	 θ 
� �%  �4�$�� ��	 z �� 
/ γ2  γ1 	����

7�� M���� �G�G�* 7$�C4 �� ��$�� ����� θ 
� �% �� �4	�� 	��� f ��� 	� 
/ f(z) 
564 �� 	�� f(γ2)  f(γ1)

��K  � �� :�� �G�G�* ���� � 7$�C4 &� ����� ����� % 	� �� M���� 	�5� �	 C 
���	� %�� 
�����  � 

��$�� 
�$��

% 	� �� M���� 	�O 
� =
��� ��� %� ��H 
�? 
��� 	� ���� ��!�� 
�8�4 �� =����	 7$�C4? 
�� ����

�7�� �8� &���

�




 / +	� O 
 � � $� � S2 � � & � -	� �� > � � �� �� � � � �� � � ' �
� (� )� * �� / �	 �� / & � ��� �����

�S2 = {(x1, x2, x3) ∈ R3|x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1}


������#$�� �
%& '"!

�P�6(� +
�(�)�* �� 
/ 7�� =k ≥ m? Rk %� M 
"����� ��% +�1�−m 
���� &� %� 	�Q�� ���� �����

+	�O 
� �$�� Rk 	� Ã ��4�� +%�� 
"����� ����� 7�� %�� M %� A 
����� ��% ��1� �7�� ��$ <D�� Rk %�

�Ã ∩ M = A 
/

	� Ũ %�� �C����� 
� M 	� p %� U %�� �C����� %� x : U → Ũ ��@�	 ���� M 	� p 
564 �� +��� :��R��

��1� �$�� C∞ �������� &� x−1 : Ũ → U ⊂ Rk 
/ ���� 
� 7�� ��K�� Rm

∀q ∈ Ũ dx−1(q) : Rm → Rk

�7�� &� 
� &�

A� �� ���8� x : U → Ũ �" ��� 0�
� 0����� .�+����� M (&� p �G 
� F�� ��L5�� �

� A� �� (U, x)

�� 	�� ��,�� Rk �� Ã ��� A� (��� ϕ : Ã → Rm BC∞ 	#��� �+L� .	�� Rk �� (��� (&� C∞ j���

.ϕ|U = x �" �-Q)

� .��+" �L,��� tcdu �� ��
�� 1�8�5�� (��� ������

�� 7�� Y ���� ��!�� +�,- &� X ��!�� �'�
�(�)�* +�,- &� %� S�� �J$�) +�,- ���� �����

�7�� �J$�) 7$�C4 &� f 
/ +	�O 
� f : Y → X 7$�C4 &�

x ∈ X �� +��� ��1� �$�� �J$�) 
����) 7$�C4 &� ����� ����� �J$�) 7$�C4 &� �	 f : Y → X 7$�C4


G���� U +�* 
� &�-	���>�� f−1(U) %� ��!�� 
�(�"� �� 
/ +	�O 
� �$�� 
�$�� ��K U %�� �C����� &�

��$�� f

Local chart �

d



7$�C4 ��� ��$�� 7$�C4 &� f : Z → Y  �$�� �J$�) 7$�C4 &� f : X → Y ����� ���� �����

������ f ;�-�* &� �	 f̃ ��$ ����K ��% S������ 
/ +	�O 
� �$�� 
�$�� ��K f̃ : Z → X ��4�� +�
����)

X
∃f̃ ↗ ↓ p

Z →
f

Y
p ◦ f̃ = f

�$�� �D*�4 �E 
" !( 
/ ��5� 
� �{x|∃ vx; vx 
 R2
+} %� 7�� 2	�!� 	���� T5� 
!( ���� �����

���J-  
!( � �� T5� ;�� 	� 
��� T5� ������ 
!( � �� �$�� �D* �E 
" !( 
/ ��5� 
� ������ 	��
!( T5�

�7��

	���� 7$�C4 �	 f �$�� 
����) 7$�C4 &� f : M → N  ��$�� 
����  � N  M ��� �	�� �����

.��$�� 
�$�� N  M + 	 U�*�* 
� (V, y)  (U, x) 
J64  � �� +��� ����� ����� =C∞ �� ��V)L��4�����?

y ◦ f ◦ x−1 : x(U) ∩ f−1(V ) → y(V )

��$�� 	����

����� =���-	��>���? ��@�	��� &� �	 f : M → N 7$�C4 #��$�� 
����  � N  M ��� �
�� �����

.�����

��$�� 	���� f =W

��$�� �$�)  &� 
� &� f =X

��$�� 	���� f−1 =Y

������ Z	��>��� N  M ��C4E #�$�� N  M :�� ��@�	��� f ���

;



 x : U → Ũ ⊂ Rm � �� �� $� � +� 1 �−m 
 � � � � & � M ⊂ Rk � � � / [� - ���� ����

y ◦ x−1 : x(U ∩ V ) → y(U ∩ V ) ��C4E #��$�� M 	� p 
564 \�8 �1]�� 
J64  � y : V → Ṽ ⊂ Rm

�7�� C∞ ��@�	��� 

� tcdu �� 1�MP� ������


� 7�� α : (−ε, ε) → M 	���� 7$�C4 #p 
"564 %� �	V� #M + 	 	���� �� &� %� 	�Q�� ���� �����

�α(0) = p 
/ ����

 7�� 	���� <�4 Im(α) ⊂ M �� α : (−ε, ε) → Rk ��C4E �$�� 	���� α : (−ε, ε) → M ��� �
�� �����

�M'1(��

� tcdu �� 1�MP� ������

��^ �$�� α(0) = p �� M + 	 	���� �� &� α : (−ε, ε) → M ���/ [�- ���� �����

ᾱ(t) : (−ε, ε) → Rk

t → α(t)


�� 
" ����� �����4�� p 
564 	� M �� N��� 	���� �	 ᾱ′(0)  d
dt

∣∣∣
t=0

ᾱ = ᾱ′(0) ∈ Rk M) 7�� 	���� <�4


564 	� M �� N��� +�,- �	 �E  ������ 3���4 TMp �� �	 ���E�� 7�� 
� U�*�* :�� 
� 
/ Rk +��	����

�����4�� p

�6�68 +	���� +�,- &� TMp #p ∈ M �� +��� ��C4E �$�� +�1�−m 
���� &� M ��� ���� �����

�7�� +�1�−m

� tcdu �� 1�MP� ������

a




� �$���� X : M → Rk #Cr 7$�C4 M ⊆ Rk 
���� + 	 +	���� ����� &� %� 	�Q�� ���� �����


/ +	�O

∀p ∈ M, X(p) ∈ TMp

������� 3���4 Xr(M) �� M + 	 �	 Cr +���� +������� 
�����

@��
� �+�-' A� (&� Cr (����� (�30���� �� Xr(M) (�O� (&� �L�M2 (>�?���� A� ��3��'�� �I+�� ��

W��+" ���L� ��

1�
�
� & (����� (�30���� ��' ��� ��� �+3��' �3 �� A��%� x, y ∈ Xr(M) 0���� &� B(>�?���� ��� ��

�� Cr(M, Rs) (�O� �" ��+"�� @�3�
� ����� .YM `�
� ��-� ��Z �+#�� �3 �� A��%� r �G M��� �� �U�K (w��

�L�M2 (����� (�O� ���'��A� .	�� @�# i��L� M @G��
� �+�-'A� (&� 0 ≤ r < ∞ BCr (�3	#���

W��+"�� i��L� ��� 1��T �� Cr(M, Rs) (&�

∀f, g ∈ Cr(M, Rs) , ∀ λ ∈ R

(f + g)(p) = f(p) + g(p)

(λf)(p) = λf(p)

�� ����� A� �� Vi �3 �" (��2 �� ������� �<� �� �� V1, · · · , Vk ��� (�3�!�-I� �� M �� �3�+�� 6#�� A�

1 C�L# �� ���3(�� B(2) & B(1) �" .	�� j)�& xi(Vi) = B(1) & xi(Ui) = B(2) �� (xi, Ui) �L5�� �

�

W��Q����� ��� 1��T ��� �� �� f i Bf ∈ Cr(M, Rs) �3 (��� �" �+�Q3 Rm �� 1�:�7� �G�M� %"�� �� 2 &

f i = f ◦ x−1
i : B(2) −→ Rs

W��+"�� i��L� ��� 1��T �� �� ‖f‖r &

‖f‖r = max
i

sup
{‖f i(u)‖ , ‖df i(u)‖ , , · · · , ‖drf i(u)‖} ; u ∈ B(1)

�7�� Cr(M, Rs) + 	 L��/ S�4 &� ‖.‖r ���� ����

f



� tcdu �� 1�MP� ������

.������ i��L� Cr (>�?�����+#�� Cr(M, N) (�O� (&����-3�+�-'&� N& M @�� �3 �#&� ��+J ��

�������� �Q4 	� �	 �E + 	 ω ���8 S�- &�  S2 �� &�-	��>��� Σ 	���� T5� &� ���� �����

+ 	  ���/�� A�8 �	 ω 
/ 7�� Cr +����@�	��� 
�� 
" ����� Diffr
ω(Σ) #r ≥ 1 T��� ��� �� +���

������� 	��� Cr +
�(�)�* 
����� :��

(��
��) �* ���� +��
�� ,"!


" ����� ��$�� �'�
�(�)�* +�,- &� X  7�� � �� ��4 �� � �� &� (G, ∗) ���/ [�- �	�� �����

 fα : X → X ����� ����� �'������ ��C��� &� �	 {fα, α ∈ G}

fe = id ( ��� G ����� �	
� e)

fα∗β = fα ◦ fβ .

��C��� :�� 2	�� :�� 	� �$�� G = Z � � Z+ ��� �4�
�-� � �	 7���� :���J�� �'������ ��C��� _�4  �

f %� �`/ n U�/�* fn %� 	�Q�� n ∈ N &� +��� 
���� �'������ ��C��� &� 	� ������ 
���� �	 �'������

�f◦ = 1 
/ fm+n = fm ◦ fn 
/ 7�� �D��� �f−n = f−1 ◦ · · · ◦ f−1 ��C4E �$�� ��V)N�'1� f ��� �7��

�7�� � �� &� {fn, n ∈ Z}  � �� ��4 &� {fn : n ∈ N0 = N ∪ {0}} 2	�� :�� 	�

��$�� 	����� �E A-�8 ���� f 7$�C4 �$�� 
�$�� ��K �-�]� 	����� &� X + 	 
/ �*	�� 	�

7$�C4 ���� f ��C4E #�$�� 	���� 
���� X ��� �� �7�� 
����) f ��C4E �$�� &�
�(�)�* +�,- X ��� ab c�

�7�� +��� <�� f ��C4E �$�� &���� +�,- X ��� ��  �$�� ��V)L��4�����

�D��� f0 = id  f t+s = f t ◦ fs 
/ +	�O 
� ����� 
����) �	 �'������ ��C��� �$�� G = R �� R+ ���  

+��� ���% ��$���� ������K � �� &� {f+}t∈R  7�� � �� ��4 &� =R+
0 = R+ ∪ {0}? {f t}t∈R

+
0


/ 7��

e



2	�� :�� 	� #s = −t ���� 	��� 7�� �-�/ ;�� 	� �7�� ��V)� 	� f t #t ∈ R ��

id = f0 = fs+t = fs ◦ f t = f t ◦ fs.

����� d �<���4 �	 D2 = {gt : Y → Y }  D1 = {f t : X → X} �'���� �� ��C���  � �
�� �����

.��$ ����K ��% 	����4 t �� +��� 
/ +	�O 
� �$�� ��K�� π : Y → X +�$�) 7$�C4 �����

X
ft

→ X
π ↑ ↑ π
Y →

gt
Y

f t ◦ π = π ◦ gt

�����4�� =f 
� g %� 	�e��� 
� ��? (X, f) 
� (Y, g) %� d �<� &� �	 �E ��C4E �$�� ��V)� 	� π ���

�	 d �<� �'������ ��C���  � ���� �7�� +%	��� 
5��	 &� ���� d �<� 
5��	 
/ ��$�� ���� 7(�D� 
�

�����4�� <�4 7@��'�


� 9���� 	��� 7!c� 
��4 %� 	�Q�� �����C� �Q4 	� �	 {f t : X → X}t �'������ ��C��� ���� �����

%� 7�� 2	�!� ������ 3���4 O+
f (x) �� 
/ x ∈ X 
564

O+
f (x) = {f t(x), t ≥ 0}

%� 7�� 2	�!� 
/ ������ 3���4 O−
f (x) �� �	 x ∈ X 
"564 
� 9���� 	��� ���� 
��4

O−
f (x) = {f t(x), t ≤ 0}

Of (x) = O+
f (x) ∪ O−

f (x) %� 7�� 2	�!�  ������ 3���4 Of (x) �� �	 x 	���

�(k ≥ 1) fk(x) = x ����� ����� �� ��*  f(x) = x ����� ����� 7��f �	 x 
"564 ���� �����

b



+�%� 
� ����� ����� ��	 �4 �	 {f t : X → X}t �'������ ��C��� 7�* X %� A 
" ����� ��% �
�� �����

#t ≥ 0 �� +�%� 
� ����� ����� ��	 �4 �GK 
�  	 
����� ��% &� �	 X %� A 
" ����� ��% �f t(A) ⊂ A #t ��

#t > 0 �� +�%� 
� ����� ����� ��	 � 4 U6� 
�  	 
����� ��% &� �	 X %� A 
����� ��%  f t(A) ⊂ A

�f−t(A) = (f t)−1(A) 
/ f−t(A) ⊂ A

+��� ��C4E �$�� �%��4� +�,- &� (X, Σ, m) ��� {f t : X → X}t �'������ ��C��� &� 	� ���� �����

��	�� #A ∈ Σ �� +��� ��C4E �$�� X + 	 �%��4� m ��� ��1� �7�� �%��4� A-�8 f t #t ��

∀t, m
(
f−t(A)

)
= m(A)

�7�� ��V)L��4����� f t #t �� +��� ��C4E �$�� 	���� 
���� &� X ��� ab c�

����� ����� ������� ��H 
"564 �	 x 
"564 ���� �����

∃ Ux, ∃n; fn(Ux) ∩ Ux �= ∅

������ ������� ��H 9�64 
�� ��C4E �$�� ������ �,- L/ �"%��4�  �%��4� A-�8 f ��� ���� ����

��� 1��T �� �� U �� `���� ���� a = m(U) > 0 �" (��2 �� ������� �<� �� �� U ��� �G !�-I� ������

W�����

U, f−1(U), f−2(U), · · ·

����� 	�� @����� _��� f 0�J

a = m(U) = m(f−1(U)) = m(f−2(U)) = · · ·

�+L� B�+�Q�� �%I� �3f−1(U) X� µ(X) < ∞ �+L� 	�� ������" @����� �" �?�� �� B
∞
Σ
1
a = ∞ �+L�

∃ m > n; f−m(U) ∩ f−n(U) �= ∅

fm−n(U) ∩ U �= ∅

g


