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‌ب   

 داًشکدُ ی علَم ریاضی

 

 گزٍُ ریاضی

 گزایص هحض

 

 

 ًین گزٍُ ّای هعکَس تَپَلَصیکی ٍگستزش ّای بزاًت

 

 اس

 رحواى حسي سادُ

 

 

 استاد راٌّوا

 

 دکتز عباس سْلِ

 

 ۳ۺ۲۴هاُ  بْوي

 



‌ت   

 تقدین بِۻ

 تقدین بِ پدر ٍ هادر عشیشم 

 

 ًلیجن ػبختِ تب دس ػبیِ  خذای سا ثؼی ؿبوشم وِ اص سٍی وشم پذس ٍ هبدسی فذاوبس

 

 ٍجَدؿبى ثیبػبین ٍ اص سیـِ آًْب ؿبخ ٍ ثشي گیشم ٍ اص ػبیِ ٍجَدؿبى دسخت پش ثبس 

 

 ػلن ٍداًؾ تلاؽ ًوبین . دس ساُ وؼت

 

 تقدین بِ ّوسزم

 

 ثِ پبع لذس داًی اص للجی آوٌذُ اص ػـك ٍ هؼشفت وِ هحیٌی ػشؿبس اص ػلاهت ٍ 

 

 .ي فشاّن آٍسدُ اػتاهٌیت ٍ آساهؾ ٍ آػبیؾ ثشای ه

 

 تـىش هی ًوبین وِ كجَساًِ ٍ كبدلبًِ هي سا ّوشاّی  یاسويّوچٌیي اص فشصًذ دلجٌذم 

 

 .ًوَدُ اػت تب ثتَاًن دس ووبل آساهؾ ٍ آػبیؾ ثِ تْیِ ٍ تٌظین پبیبى ًبهِ ثپشداصم

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 



‌ث   

 تقدیز ٍ تشکزۻ

 پبیبى ًبهِ سا ػٌبیت فشهَد. ثب ػپبع ثِ دسگبُ خذاًٍذ هتؼبل وِ ثِ هي تَفیك اًجبم ایي

 ثِ خبًش صحوبت فشاٍاى ٍ  ، دکتز عباس سْلِثذیي ٍػیلِ، اص اػتبد ساٌّوبی گشاهی ، 

 ساٌّوبیی ّبی ثِ جب دس ًَل اًجبم ایي پبیبى ًبهِ لذس داًی هی وٌن . ّوچٌیي ثشای 

 ٍی ػلاهتٍ ػبیش اػبتیذ هحتشم ، وِ دس ًَل ایي دٍسُ اص هحوشؿبى ثْشُ ثشدم ،آسص ایـبى

 تَفیمبت ثیؾ اص پیؾ سا داسم.ٍ  

 



‌ح   

 چىیذُۺ

 ًین گشٍُ ّبی هؼىَع تَپَلَطیىی اٍلیِ ٍ گؼتشؽ ّبی ثشاًت

 

 سحوبى حؼي صادُ

 

یه هجوَػِ ثب ػذد اكلی Iیه ًین گشٍُ هؼىَع تَپَلَطیىی Sٍهب ًـبى هی دّین اگش  ،  دس ایي پبیبى ًبهِ

ِ1و ،  ُآًگب( )B Sسا  هب ًین گشٍُ ّبی تَپَلَطیىی .گَیٌذهی گؼتشؽ ثشاًت ًین گشٍُ تَپَلَطیىی ٍ 

 e ًین گشٍُ تَپَلَطیىی ٍیه  S ّوچٌیي هب ًـبى  هی دّین اگش  هی وٌین .  ثیبى  ثؼتِ ساH(هٌلمب )

 ثؼتِ اػت.Hًین گشٍُ تَپَلَطیىی یک‌‌‌eSeآًگبُ  ثبؿذ Sیه خَد تَاى اص 
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 هقدهِۻ

 یه هجوَػِ Iیه ًین گشٍُ هؼىَع تَپَلَطیىی Sٍدس ایي پبیبى ًبهِ توبم فوبّب فوبی ّبػذٍسف اػت.اگش 

 

1وِ ثب ػذد اكلی  ِثبؿذ.ػول ًین گشٍّی سا سٍی هجوَػ ( ) ( ) 0B S I S I     تؼشیف هی ؿَد 

 

ٍ( )B Sسا ٍ گؼتشؽ ثشاًت تَپَلَطیىی گَیٌذ.ّذف ایي پبیبى ًبهِ ثشسػی ًین گشٍُ ّبی هؼىَع 
 

 ثؼتِ هی ثبؿذ.Hثؼتِ Hٍلمب گؼتشؽ ًین گشٍُ ّبی هؼىَع تَپَلَطیىی ًٍین گشٍُ ّبی تَپَلَطیىی هٌ

 

 دس فلل اٍل تؼبسیف ٍ لوبیبی هَسد ًیبص تَپَلَطیىی اسایِ هی گشدد.

 

 دس فلل دٍم سٍاثي گشیي ٍ ًین گشٍُ ّبی هؼىَع تؼشیف ٍػپغ ثِ ثیبى لوبیب ٍ هثبل ّب اسایِ هی گشدد.

 

 گؼتشؽ ًین گشٍُ ّبی تَپَلَطیىی ثب كفش ٍ خَاف آًْب ثشسػی هی گشدد ٍػپغ 0دس فلل ػَم اثتذا  

 

 ثؼتِ سا ثشسػی لشاس هی گیشد.H ثؼتِ Hًٍین گشٍُ تَپَلَطیىی هٌلمب 

 

 ثؼتِ سا ثشسػی وشدین.Hپَلَطیىی گؼتشؽ ثشاًت ت0ٍَ دس آخش 

 

ایي پبیبى ًبهِ ثش هجٌبی همبلِ ی  1.اػت 

 

 ًحَُ ؿوبسُ گزاسی ثِ كَست صیش اػتۺ

 

 ( ۵-۲-۳اثتذا ؿوبسُ ی فلل ٍ ؿوبسُ ی  ثخؾ ٍ دس ًْبیت ؿوبسُ ی صیش ثخؾ روش هی ؿَد.هبًٌذ تؼشیف )

 

 هی ثبؿذ.  ۳اص فلل  ۲اص ثخؾ  ۵ذُ وِ ثیبى وٌٌذُ صیش ثخؾ ًَؿتِ ؿ
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 تعاريف و قضاياي مقدماتي : فصم اول

 وٌین. هی دس فلل ّبی ثؼذ هَسد اػتفبدُ لشاس هی گیشًذ سا ثیبى وِدس ایي فلل تؼبسیف ٍ لوبیبی سا

 اضت‌.‌‌‌[10]َ‌[9] َ[2]تؼبسیف ، هثبل ّب ٍ لوبیبی ایي فلل اص هٌبثغ 

 ( ۻ۲-۲-۲تعزیف )

 یؼٌی ًین گشٍُ گَیٌذ ّشگبُ ًؼجت ثِ ایي ػول ثؼتِ ٍ ؿشوت پزیش ثبؿذ.  یه سا(.ثب ػول دٍتبیی ) Sهجوَػِ غیش تْی 

,ثبصای ّش   , x y z S ِثبؿین ۺ داؿت 

    .x y S    ٍ.( . ) ( . ).x y z x y z 

 ( ۻ۳-۲-۲تعزیف )

,ّشگبُ ثِ اصای ّش   .سا تؼَین پزیش گَیٌذSًین گشٍُ  x y S داؿتِ ثبؿین ۺ 

. .x y y x 

 ( ۻ۴-۲-۲تعزیف )

1.ثبؿذ ثب ایي خبكیت وِ ثِ اصای ّش  1ؿبهل ػٌلش  Sًین گشٍُ  اگش یه 1. ,( )x x x x S    دس ایي كَست 

 ذُ هی ؿَد.ًبهیتىَاس ، یب یه 1یه ًین گشٍُ ثب ّوبًی  Sهی گَیین دس ایي حبلت  Sػٌلش ّوبًی  سا 1

 ( ۻ۵-۲-۲تعزیف )

eػٌلش  S  ُ2سا یه ػٌلش خَد تَاى گَیٌذ ّشگبe e.   ٍُهجوَػِ توبم خَد تَاى ّبی یه ًین گشS  سا ثب 

E(S)  یبE .ًـبى هی دٌّذ 

 ( ۻ۶-۲-۲تعزیف )

xثبصای ّش  ثب ایي ٍیظگی وِ Sثِ  1ػٌلش ّوبًی ًذاؿتِ ثبؿذ ثب اهبفِ وشدى ػٌلش  Sثبؿذ ٍ  یه ًین گشٍُ Sفشم وٌیذ  S 

1. .1 , 1.1 1x x x   

آورا‌
1Sدس ٍالغۺ را‌می‌وامیم 1S S 1ٍلزا 1E(S ) E(S) 1‌

اضافً‌می‌کىیم‌َ‌آورا‌‌Sبا‌َیژگی‌زیر‌را‌ب0‌ًعىصر‌صفر‌وذاشتً‌باشذ‌آوگاي‌عىصری‌کً‌آورا‌Sَ‌اگر
0S                                 .هی ًبهین‌

0. .0 0 , 0.0 0x x  ‌

 دس ٍالغۺ        

 ( ۻ۷-۲-۲تعزیف )

xیه ًین گشٍُ ثبؿذ ػٌلش  Sفشم وٌیذ  S  ِّش  اصایسا كفش چپ گَیٌذ ّشگبُ ثy S      داؿتِ ثبؿین ۺ 

   0 00 , ( ) ( ) 0S S E S E S 
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 تعاريف و قضاياي مقدماتي : فصم اول

xy x 

xٍ هـبثْب ػٌلش  S  سا كفش ساػت گَیٌذ ّشگبُ ثِ اصای ّشy S داؿتِ ثبؿین ۺ 

yx x 

xاگش  S .ّن كفش ساػت ٍ ّن كفش چپ ثبؿذ آى سا ػٌلش كفش گَیٌذ 

 ( ۻ۸-۲-۲تعزیف )

‌ هشة آًْب سا ثِ كَست صیش تؼشیف هی وٌین ۺ،   Sًین گشٍُ  یػِ ّباص صیش هجوَ B , Aثشای دٍ هجوَػِ 

 | ,AB ab a A b B   

 ( ۻ۹-۲-۲تعزیف )

 ذ.ٌثش لشاس ثبؿ ؿشایي ریل  دس كَستی وِسا یه گشٍُ گَیٌذ  Sًین گشٍُ 

e داسدٍجَد  -الف Sاصای ّشِ ث a S ، ea a 

aی ّش ثِ اصا -ة S  1 داسدٍجَدa S ،
1a a e  

 (ۻۺ-۲-۲حکن)

Sازای‌ٌربً‌یک‌گرَي‌اضت‌اگر‌َ‌تىٍا‌اگرa Sداؿتِ ثبؿین ۺ ,Sa S aS S  

 ( ۻ۲۱-۲-۲تعزیف )

یه گشٍُ ثبؿذ آًگبُ  Gاگش  0G G 0   ٍ 0یه ًین گشٍُ اػتG  گشٍُ یب گشٍُ ثب كفش گَیٌذ.. -0 سا 

 ( ۻ۲۲-۲-۲) قضیِ

 گشٍُ اػت اگش ٍ تٌْب اگش  -0یه Sآًگبُ ًین گشٍُ ثب كفش ثبؿذ  Sاگش

ثِ اصای ّش  \ 0a S داؿتِ ثبؿین ۺ 

, aS S Sa S 

 ( ۻ۲۳-۲-۲تعزیف )

 گَیٌذ ّشگبُ Sسا یه صیش ًین گشٍُ  Tثبؿذ  Sیه صیش هجوَػِ ًبتْی اص  Tیه ًین گشٍُ ثبؿذ ٍ  Sفشم وٌیذ 

,ثِ اصای ّش   x y T  داؿتِ ثبؿین ۺ .x y T 

 ( ۻ۲۴-۲-۲تعزیف )

 یه ایذُ آل چپ ًبهیذُ هی ؿَد Sاص  Aیه صیش هجوَػِ غیش تْی   یه ًین گشٍُ ثبؿذ. Sفشم وٌیذ 
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 تعاريف و قضاياي مقدماتي : فصم اول

SAاگش  A ثبؿذ . A  ایذُ آل ساػت ًبهیذُ هی ؿَد اگشAS A .ثبؿذ 

A ثذیْی اػت وِ ّش ایذُ آل )چپ یب ساػت (  هیذُ هی ؿَد اگش ّن ایذُ آل ساػت ٍ ّن ایذُ آل چپ ثبؿذ.ایذُ آل )دًٍشفِ( ًب 

Tیؼٌی  . اص یه ًین گشٍُ یه صیش ًین گشٍُ اػت ٍلی ػىغ ایي هٌلت ثش لشاس ًیؼت  S  ٍُهی تَاًذ صیش ًین گشS ثبؿذ 

 .اػت Sیه ایذُ آل اص  Sآًگبُ خَد  یه ًین گشٍُ ثبؿذSگش ا  ایذُ آل ًجبؿذ. S ٍلی دس 

ثبؿذ آًگبُ  0لهؿبSٍ اگش  0  ًیض یه ایذُ آل اصS وِ دس ایي حبلت  .اػت 0  ٍ وَچىتشیيS  ثضسگتشیي ایذُ آل 

S .اػت 

 ( ۻ۲۵-۲-۲تعزیف )

Iسا یه ایذُ آل ػشُ گَیٌذ ّشگبُ  Iایذُ آل  S,I S  ی وِ دس كَست .ثبؿذS  ؿبهل كفش ثبؿذ ثبیذ 

   I S, 0 , 0 I S   

 ( ۻ۲۶-۲-۲تعزیف )

  .گَیٌذ a سا ایذُ آل چپ تَلیذ ؿذُ تَػي  aؿبهل  Sوَچىتشیي ایذُ آل چپ  .ثبؿذ Sیه ػٌلش اص ًین گشٍُ  a اگش 

ثِ ػبدگی هی تَاى ًـبى داد وِ ثشاثش ٍ  Sa a 1 لزا ثشاثشٍ   .اػتS a هی ثبؿذ. 

 هی تَاى ًـبى داد ٍ ثِ ػبدگی  گَیٌذ. aسا ایذُ آل ساػت تَلیذ ؿذُ تَػي    ،aؿبهل   Sوَچىتشیي ایذُ آل ساػت 

وِ ثشاثش   aS a 1لزا ثشاثشٍ   .اػتaS .هی ثبؿذ 

1ػجبست اص  aایذُ آل )اكلی( دٍ ًشفِ تَلیذ ؿذُ تَػي  ٍ 1S aS .اػت 

 ( ۻ۲۷-۲-۲تعزیف )

)اگش  )E S S  ُآًگبS .سا یه ثبًذ گَیٌذ 

 ( ۻ۲۸-۲-۲تعزیف )

 .یه ًین ؿجىِ ثبؿذ Sًین ؿجىِ ًبهیذُ هی ؿَد ثٌبثشایي اگش  Sیه ثبًذ تؼَین پزیش ثبؿذ آًگبُ  Sاگش 

x,ثِ اصای ّش   y S ۻ داسین 

,x x xy yx 2
 

 ( ۻ۲۹-۲-۲) هثال

S,اگش  S2 Sهجوَػِ ًبتْی ثبؿٌذ آًگبُ  ٍد 1 S1 )ثب هشثی وِ ثِ كَست  2 , )( , ) ( , )s s t t s t1 2 1 2 1  تؼشیف هی ؿَد 2

یه ًین گشٍُ خَد تَاى اػت. یه هثبل اص ًین ؿجىِ هجوَػِ   0,1  ِػٌلش كفش ٍ یه ػٌلش ّوبًی هی ثبؿذ. 0اػت و 
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ّش هجوَػِ هشتت ولی ثب هشة   min ,xy x y .هثبل دیگشی اص ًین ؿجىِ هی ثبؿذ 

 ( ۻۺ۲-۲-۲تعزیف )

,یه ثبًذ هؼتٌیلی اػت ّشگبُ ثِ اصای ّش  Sیه ًین گشٍُ  a b S داؿتِ ثبؿین ۺ 

aba a 

 ( ۻ۳۱-۲-۲قضیِ )

 یه ًین گشٍُ ثبؿذ ؿشًْبی صیش ّن اسصًذ. Sفشم وٌیذ 

(１) ‌S.یه ثبًذ هؼتٌیلی اػت 

,خَد تَاى اػت ٍ ثشای ّش  Sّش ػٌلش غیش كفش    (２) , , abc ac a b c S  

Sثِ ًَسی وِ   Rٍ یه ًین گشٍُ كفش ساػت  Lشٍُ كفش چپ ٍجَد داسد یه ًین گ   (３) L R   

(４) S ٍُیىشیخت ثب ًین گشB  ×A  ِاػت وB , A ؿَد. هی  هجوَػِ ّبی غیش تْی ّؼتٌذ ٍ هشة آًْب ثِ كَست صیش تؼشیف 

1 1 2 2 1 2( , )( , ) ( , )a b a b a b 

 ( ۻ ۳ ۲اثبات )

aفشم وٌیذ  S ( داسین 1ثٌبثشایي اص ), a a a a4 2 )4( داسین 1دٍثبسُ اص ) 3 )a a a a a  

2ثٌبثشایي   a a  حبل فشم وٌیذ ،, , a b c S (داسین 1اص ), c cbc a aba  ٍ( )b b ac b  ثٌبثشایي 

( )( ) ( )  ac aba cbc a bacb c abc 

 ( ۻ ۴ ۳اثبات )

cیه ػٌلش ثبثت  S  اًتخبة هی وٌین فشم وٌیذR cS ,L Sc  ( هب دیذین وِ 2ثٌبثشایي ) 

,ش ثشای ّ y tc x zc  دسL داسین ۺ 

   xy zctc zc zc x2 

 یه ًین گشٍُ كفش ساػت اػت.  Rیه ًین گشٍُ كفش چپ اػت ٍ هـبثْبً ثبثت هی ؿَد وِ  Lٍ ثٌبثشایي 

S:تؼشیف هی وٌین.  L R    سا ثِ كَست( ) ( , ) x xc cx  ثٌبثشایي یه ثِ یه اػت صیشا ۺ 

( ) ( ) ( , ) ( , )   x y xc cx yc cy 

 ( داسین ۺ۲ثٌبثشایي اص )

    x x xvx ycx ycy y y2 2 
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)پَؿبػت صیشا ثشای ّش  ّوچٌیي  , ) ac cb L R ( هی تَاًین ثجیٌین وِ ۺ2هب ثب اػتفبدُ اص ؿشى ) 

( , ) ( , ) ( )ac cb abc cab ab  

,اػت صیشا ثشای ّش  ّوَهَسفیؼنیه  ًْبیتبً ثبثت هی وٌین وِ   x y S 

( ) ( , ) ( , ) ( , )

( , )( , ) ( ) ( )

    

  

xy xyc cxy xc cy xcyc cxcy

xc cx yc cy x y
 

 (ۻ ۵ ۴اثبات )

Sفشم وٌیذ وِ L R   ِوL ن گشٍُ كفش چپ ٍ یه ًیR یه ًین گشٍُ كفش ساػت اػت. 

)ثٌبثشایي چَى هشة دٍ ػٌلش   , ),( , )c d a b  دسS .ثِ كَست صیش تؼشیف هی ؿَد 

( , )( , ) ( , ) ( , ) a b c d ac bd a d 

Bوبفیؼت دس ًظش ثگیشین  R,A L   

 ( ۻ  ۲ ۵اثبات )

Sیذ فشم وٌ A B   ثب هشة دادُ ؿذُ ثشای ّش( , ), ( , )b z t a x y S    

( , )( , )( , ) ( , )( , ) ( , )   aba x y z t x y x t x y x y a 

) ( هی آیذ اگش هب فشم وٌین4ٍاطُ هؼتٌیل اص خبكیت ) , )a b(c,d) ,  ًمبًی اص كفحِ هختلبت دوبستی ثبؿٌذ. 

)ة شه  , )( , ),( , )( , )c d a b a b c d  .دس سأع هؼتٌیل لشاس هی گیشًذ 

 ( ۻ۳۲-۲-۲تعزیف )

X یه صیش هجوَػِ اص) یؼٌی Xسٍی یه هجوَػِ ساثٌِ دٍتبیی Xسا هشتت جضیی گَیین ) 

 ثشلشاس ثبؿٌذ. دس كَستی وِ ؿشایي ریل 

)  ، X دس  x ( ثِ اصای ّش ۱ , )x x ) ثبصتبثی ( 

y,( ثِ اصای ّش ۲ x    دسX  اگش( , ) ,( , ) y x x y  ُآًگب x y  )یب هتمبسى( 

,( ثِ اصای ّش ۳ ,z y x دسX  اگش( , ) , ( , ) y z x y  ُآًگب( , )x z )تؼذی( 

 كَستی وِ دس ؿشى ریل كذق وٌذ.( سا هجوَػِ هشتت ولی گَیٌذ دس X,یه هجوَػِ هشتت جضئی ) 

y,ثِ اصای ّش x   دس X  ،( , )x y  یب( , )y x  

xػلاهت  y  سا ثِ جبی( , )x y .ثِ وبس هی ثشین 
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 ( ۻ۳۳-۲-۲) تعزیف

e,fیه ًین گشٍُ ثبؿذ ثِ اصای ّش  Sاگش  E(S)  ساثٌِ ی سا ثِ كَست صیش تؼشیف هی وٌین. 

e f  اگش ٍ تٌْب اگشef fe e   

 ( ۻ۳۴-۲-۲لن )

 هشتت جضئی هی ثبؿذ. E(s)سٍی  ساثٌِ ی 

 اثبات ۻ

eثشای ّش  E(S)  2داسینe e  ثٌبثشایي ٍe e ی( اگش )ثبصتبثf e,e f   ثٌبثشایيe ef f   )پبد هتمبسى (

fاگش  h,e f  ثٌبثشایي 

e ef efh eh , e fe hfe he       ثٌبثشایي ٍe h تؼذی ( ) 

 ( ۻ۳۵-۲-۲تعزیف )

)یه صیش هجوَػِ ًبتْی اص هجوَػِ هشتت جضئی  Yفشم وٌیذ  , )X  ثبؿذ یه ػوش a  اصY سا هیٌیوبل گَیٌذ 

yاگش ثشای ّش   Y ، y a ایجبة وٌذ y a  َیه ػوb اصY ِاصای ّش  سا هیٌیون گَیٌذ اگش ثy Y ، b y 

 ( ۻ۳۶-۲-۲) تبصزُ

 آًگبُ ۺ . ثبؿذXیه صیش هجوَػِ ًبتْی اص یه هجوَػِ هشتت جضیی  Yفشم وٌیذ 

(۱)Y ن داسدحذاوثش یه ػوَ هیٌیو. 

 هشتت ولی ثبؿذ آًگبُ ػجبستْب هیٌیوبل ٍ هیٌیون یىی هی ثبؿٌذ. Y( اگش ۲)

 ( ۻ۳۷-۲-۲تعزیف )

,X)یه صیش هجوَػِ ًبتْی اص  Yفشم وٌیذ  ) ػوَ  .ثبؿذc  اصX  سا وشاى پبییي اصY ای ّش گَیٌذ اگش ثشy Y ،c y  

 ( ۻ۳۸-۲-۲تعزیف )

هی ًبهین ٍ ٍاهح اػت  Yسا ثضسگتشیي وشاى پبییي  dػوَ هبوضیون آى ثبؿذ آًگبُ  dًبتْی ثبؿذ ٍ  Yاگش هجوَػِ وشاى ّبی پبییي 

سا دس كَست ٍجَد ثب  Yثضسگتشیي وشاى پبییي   دس كَست ٍجَد هٌحلش ثِ فشد اػت. dوِ  d y;y Y    

}ًـبى هی دّین دس كَستی وِ  , }Y a b  آًگبُ ثِ جبی y;y Y   هی ًَیؼین 

a b 

,X)اگش دس هجوَػِ هشتت جضیی  ) ثِ اصای ّش,b a   دس X  ،a b دس ایي كَست  . ٍجَد داؿتِ ثبؿذ( , )Xسا  
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اگش خبكیت لَی تش ایٌىِ   یه ًین ؿجىِ پبییٌی گَیٌذ.  y,y Y   ثشای ّش صیش هجوَػِ ًبتْیY  اصX  ٍجَد 

)دس ایي كَست  . داؿتِ ثبؿذ  , )Xدس ًین ؿجىِ ّبی پبییٌی یه ًین ؿجىِ پبییٌی وبهل گَیٌذ.  سا 

X        دس     , a b ثشای ّش  a b a  اگش ٍ تٌْب اگشa b 

 ( ۻ۳۹-۲-۲تعزیف )

)یه صیش هجوَػِ ًبتْی اص  Yفشم وٌیذ  , )X  ػوَ  . ثبؿذc  اصXاص  یسا وشاى ثبلاY گَیٌذ. 

)اگش ثشای ّش   )y Y ،  ( )y c  

 ( ۻۺ۳-۲-۲تعزیف )

  ،هی ًبهین Yسا وَچىتشیي وشاى ثبلا  dآًگبُ  . ػوَ هیٌیون آى ثبؿذ d ًبتْی ثبؿذ ٍ Yاگش هجوَػِ وشاى ّبی ثبلا 

سا دس كَست ٍجَد ثب  Yوَچىتشیي وشاى ثبلا  دس كَست ٍجَد هٌحلش ثِ فشد اػت.  dٍاهح اػت وِ  d y,y Y   

}ًـبى هی دّین دس كَستی وِ  , }Y a b  آًگبُ ثِ جبی y,y Y   هی ًَیؼینa b 

)اگش دس هجوَػِ هشتت جضیی  , )X ثِ اصای ّش,b a   دس X  ،a b دس ایي كَست  . ٍجَد داؿتِ ثبؿذ( , )X 

 یه ًین ؿجىِ ثبلایی گَیٌذ. 

اگش خبكیت لَی تش ایٌىِ  y,y Y  ثشای ّش صیش هجوَػِ ًبتْیY  اص X دس ایي كَست  . ٍجَد داؿتِ ثبؿذ 

( , )X یی وبهل گَیٌذ.یه ًین ؿجىِ ثبلا 

)ّش گبُ  , )X آًگبُ   .یه ًین ؿجىِ ثبلایی وبهل ٍ یه ًین ؿجىِ پبییٌی وبهل ثبؿذ( , , , )  Xسا  

 یه ؿجىِ وبهل گَیٌذ.

 ( ۻ۴۱-۲-۲تعزیف )

)فشم وٌیذ  , , , )   X X  یه ؿجىِ ثبؿذ یه صیش هجوَػِ ًبتْیY  اصX سا یه صیش ؿجىِ گَیٌذ. 

b,اگش ثِ اصای ّش   a  دسY  ُآًگب, a b a b  دسY.ثبؿذ 

 ( ۻ۴۲-۲-۲تعزیف )

 ًبهٌذ اگش هی Xسا یه تَپَلَطی ثش سٍی  Xّبی  اص صیش هجوَػِ یه هجوَػِ ًبتْی ثبؿذ. خبًَادُ  Xفشم وٌیذ 

( )i  ِؿبهل هجوَػ,X  ؿذ، ثب 

( )ii ِّبی هَجَد دس آى ثبؿذ، ٍ ؿبهل اجتوبع ّش تؼذاد )هتٌبّی یب ًبهتٌبّی( اص هجوَػ 

( )iii  َاؿتشان ّش دٍ ػو  ِث .تؼلك داؿتِ ثبؿذ 
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)صٍج  , )X  ّش ػوَ  ًٍبهٌذ. سا یه فوبی تَپَلَطیه هی سا یه هجوَػِ ثبص دسX.یه هجوَػِ  هی ًبهٌذ 

 سا ثؼتِ هی ًبهین ّشگبُ هتون آى ثبص ثبؿذ.

 ( ۻ  ۴۳-۲-۲)هثال 

}فشم وٌیذ  , , , , , }X a b c d e f  ٍ1 { , ,{ },{ , },{ , , },{ , , , , }}X a c d a c d b c d e f   

)ّبی  اػت چَى ؿشى Xیه تَپَلَطی ثش سٍی  1دس ایي كَست  )i ،( )ii ،( )iii  ثشلشاسًذ. (۴۲-۲-۲ )اص تؼشیف 

 (ۻ۴۴-۲-۲هثال ) 

}فشم وٌیذ  , , , , }X a b c d e ٍ2 { , ,{ },{ , },{ , , },{ , , }}X a c d a c e b c d    

 چَى اجتوبع  . ًیؼت Xیه تَپَلَطی ثش سٍی  2دس ایي كَست 

{ , } { , , } { , , , }c d a c e a c d e 

)دس ؿشى  2یؼٌی ،  ًیؼت؛  2هتؼلك ثِ  2اص دٍ ػوَ  )ii  وٌذ. كذق ًوی( ۴۲-۲-۲)اص تؼشیف 

 ( ۻ  ۴۵-۲-۲هثال )

}فشم وٌیذ  , , , , , }X a b c d e f ٍ3 { , ,{ },{ },{ , },{ , , },{ , , , , }X a f a f a c f b c d e f    

 3چَى اؿتشان دٍ ػوَ . ًیؼت  Xسٍی  یه تَپَلَطی ثش 3دس ایي كَست 

{ , , } { , , , , } { , }a c f b c d e f c f 

)دس ؿشى  3یؼٌی ،  ًیؼت،  3هتؼلك ثِ  )iii  ذ.وٌ كذق ًوی( ۴۲-۲-۲)اص تؼشیف 

 (ۻ ۴۶-۲-۲هثال ) 

 ّبی ٍ توبم صیش هجوَػِ ,ؿبهل  4هجوَػِ اػذاد ًجیؼی )یؼٌی هجوَػِ اػذاد كحیح هثجت( ٍ  فشم وٌیذ  

 چَى اجتوبع ًبهتٌبّی  . ًیؼت یه تَپَلَطی ثش سٍی  4دس ایي كَست   ثبؿذ. هتٌبّی  

{ } { } ... { } ... { , ,..., ,...}n n2 3 2 3  

)دس ؿشى  4یؼٌی ،   ًیؼت، 4هتؼلك ثِ  4اص اػوبی  )ii  وٌذ. كذق ًوی( ۴۲-۲-۲)اص تؼشیف 

 ( ۻ۴۷-۲-۲) تعزیف

 َپَلَطی گؼؼتِسا ت دس ایي كَست   ثبؿذ. Xّبی  خبًَادُ توبم صیش هجوَػِ یه هجوَػِ ًبتْی ٍ  Xفشم وٌیذ 

)فوبی تَپَلَطیه   ًبهٌذ. هی Xثش سٍی   , )X  ًبهٌذ. سا یه فوبی گؼؼتِ هی 
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 (ۻ۴۸-۲-۲تعزیف)

}یه هجوَػِ ًبتْی ثبؿذ ٍ  Xفشم وٌیذ  , }X    دس ایي كَست  ٍ ِسا تَپَلَطی ًبگؼؼت( , )X   

 ًبهٌذ. سا فوبی ًبگؼؼتِ هی

 ( ۻ۴۹-۲-۲تعزیف )

)فشم وٌیذ  , )X   یه فوبی تَپَلَطیه ثبؿذ. اػوبی ًِبهٌذ. ّبی ثبص هی سا هجوَػ 

 (ۻۺ۴-۲-۲) تبصزُ

)اگش , )X   ،ثبص اػت، اجتوبع هجوَػِ ّبی ثبص، ثبصاػت ٍاؿتشان ّش تؼذاد هتٌبّی هجوَػِ ثبصآًگبُ  یه فوبی تَپَلَطیه ثبؿذ 

 (ۻ۵۱-۲-۲تعزیف )

)فشم وٌیذ  , )X  .ثِ صیش هجوَػِ   یه فوبی تَپَلَطیه ثبؿذS  اصX  یه هجوَػِ ثؼتِ دس( , )X  ؿَد  گفتِ هی. 

)یه هجوَػِ ثبص دس  ،  X\Sیؼٌی  Xاگش هىول آى دس  , )X  .ثبؿذ 

 خَاّین دیذ سا دس ًظش ثگیشین،  (۳۲-۱-۱)اگش هثبل 

( )i  ِهجوَػ{ }a ّن ثبص اػت ٍ ّن ثؼتِ ؛ 

( )ii  ِهجوَػ{ , }b c ثبص اػت ٍ ًِ ثؼتِ؛ ًِ 

( )iii  ِهجوَػ{ , }c d ثبص اػت ٍلی ثؼتِ ًیؼت؛ 

( )iv  ِهجوَػ{ , , , }a b e f .ثؼتِ اػت ٍلی ثبص ًیؼت 

)دس حبلیىِ دس فوبی ًبگؼؼتِ  فوبی گؼؼتِ ّش هجوَػِ ّن ثبص اػت ٍ ّن ثؼتِ؛ دس یه  , )X  ِّبی  ّوِ صیش هجوَػX 

,ثجض  X .ِثبص ّؼتٌذ ٍ ًِ ثؼت ًِ 

 (ۻ۵۲-۲-۲تعزیف )

)اص فوبی تَپَلَطیه  Sصیش هجوَػِ  , )X  ؿَد اگش دس ایي فوب، ّوضهبى ثبص ٍ ثؼتِ ثبؿذ. ثؼتِ گفتِ هی -هجوَػِ ثبص 

)دس ّش فوبی تَپَلَطیه  , )X  ِّبی  هجوَػ, X ثؼتِ ّؼتٌذ. -ثبص 

 ثؼتِ ّؼتٌذ. -بصث Xّبی  دس فوبی گؼؼتِ ّوِ صیش هجوَػِ

,ّبی  دس فوبی ًبگؼؼتِ فمي هجوَػِ X .ثبص ثؼتِ ّؼتٌذ 

 (ۻ۵۳-۲-۲تعزیف)

اگش صیش هجوَػِ ّبی ثؼتِ ًبهٌذ  ّی هیهتٌب -ثؼتِسا تَپَلَطی  Xسٍی  یه هجوَػِ ًبتْی ثبؿذ. تَپَلَطی  Xفشم وٌیذ 

Xشامل‌Xَ‌تمام‌زیر‌مجمُعً‌ٌای‌متىاٌی‌X‌.باشذ‌
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 (ۻ۵۴-۲-۲)هثال 

} ّبی آًگبُ هجوَػِ هجوَػِ توبم اػذاد كحیح هثجت ثبؿذ؛  اگش  , , },{}5 6 7 1  ٍ{ , , , }2 4 6 هتٌبّی ٍ لزا دس تَپَلَطی  8

 ثٌبثشایي هىول آًْب  هتٌبّی ثؼتِ ّؼتٌذ.  –ثؼتِ

{ , , , ,...},{ , , , , , , ,...},{ , , , , , , ,...}2 3 4 5 12 3 4 8 910 13 5 7 91011  

چَى هتٌبّی  ّبی ثبص ّؼتٌذ. اص ًشف دیگش، هجوَػِ اػذاد كحیح هثجت صٍج ثؼتِ ًیؼت هتٌبّی هجوَػِ –دس تَپَلَطی ثؼتِ 

 هتٌبّی ثبص ًیؼت. –دس تَپَلَطی ثؼتِ  -هجوَػِ اػذاد كحیح هثجت فشد -ٍ ثٌبثشایي هىول آى ًیؼت، 

 ّبی ًبهتٌبّی ثبص ًیؼتٌذ. ٍلی ّوِ هجوَػِ ّبی هتٌبّی ثؼتِ ّؼتٌذ،  ثٌبثشایي توبم هجوَػِ

 (ۻ۵۵-۲-۲تعزیف )

)هجوَػِ  ثبؿذ،  Yای اص  صیش هجوَػِ Sاگش  ثبؿذ.  Yثِ تَی هجوَػِ  X تبثؼی اص هجوَػِ fفشم وٌیذ  )f S1  

 ۺؿَد  ثلَست صیش تؼشیف هی

( ) { : , ( ) }f S x x X f x S   1 

)صیش هجوَػِ  )f S1  اصX  تلَیش هؼىَعS ؿَد. ًبهیذُ هی 

 (ۻ۵۶-۲-۲تعزیف)

 ثِ ًَسیىِ ۺ Xهجوَػِ ّبیاػت اص صیش  Bچَى  خبًَادُ ای Xیه پبیِ تَپَلَطی دس  هجوَػِ ای ثبؿذ،  Xفشم وٌین 

xثِ اصای ّش  X  َدػت ون یه ػوx B‌ًمُجُد‌باشذ‌کx B.‌

B,هتؼلك ثِ اؿتشان دٍ ػوَ پبیِ هبًٌذ  xاگش  B2 ٍجَد داسد ثِ ًَسی وِ  B3ثبؿذ آًگبُ ػوَی اص پبیِ هبًٌذ  1

,B B B x B 3 1 2 3 

 (ۻ۵۷-۲-۲تعزیف )

  Uصیش هجوَػة    ؿَدۺ هی ، چٌیي تؼشیف Bتَپَلَطی تَلیذ ؿذُ ثِ ٍػیلة  ،  آًگبُ  ثبؿذ.  Xپبیِ تَپَلَطی ای دس  Bاگش

xاػت( اگش ثِ اصای ّش  ثبصگَیین )یؼٌی ػوَی اص  Xسا دس  Xاص  U  ،  ػوَی اص پبیِ هبًٌذB  ٍجَد داؿتِ ثبؿذ

xثِ ًَسی وِ  B  ٍB U . 

 (ۻ۵۸-۲-۲هثال )

)فشم وٌیذ  , )X   ٍ ِیه فوبی گؼؼتB ِّبی ته ػوَی  خبًَادُ ّوِ صیش هجوَػX  یؼٌی ،  ثبؿذ؛

{{ }: }B x x X   دس ایي كَستB ِای ثشای  پبی .اػت 
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 (ۻ ۵۹-۲-۲تعزیف )

Y,فشم وٌین  X  .تَپَلَطی حبكل هشثی دس  دٍ فوبی تَپَلَطیه ثبؿٌذX Y ای اػت وِ پبیة آى خبًَادُ  تَپَلَطیB 

Uّبیی ثِ كَست  جوَػِهتـىل اص ّوة ه V  اػت وِ دس آىU  صیش هجوَػة ثبصی اص,V X  صیش هجوَػة ثبصی اصY .اػت 

 (ۻ ۺ۵-۲-۲قضیِ )

, ای ثشای تَپَلَطی پبیِ اگش  X ِای ثشای تَپَلَطی  پبیY آًگبُ خبًَادُ   .ثبؿذ{ | , }C C    

Xای ثشای تَپَلَطی  پبیِ Y .اػت 

 (ۻ۶۱-۲-۲تعزیف )

)ی تَپَلَطیه ای اص فوب صیش هجوَػِ Aفشم وٌیذ  , )X  .ًمٌِ   ثبؿذx X  )ًمٌِ حذی )یب ًمٌِ اًجبؿتگیA 

 .سا دس ثشداؿتِ ثبؿذ xص ثغیش ا Aیه ًمٌِ دیگش اص  ، xؿبهل  Uؿَد اگش ّش هجوَػِ ثبص  ًبهیذُ هی 

 (ۻ ۶۲-۲-۲هثال )

)فشم وٌیذ , )X  هجوَػِ فشم ثب{ , , , , }X a b c d eٍ{ , ,{ },{ , },{ , , },{ , , , }}X a c d a c d b c d e   

)دس ایي كَست  , )X . اگش  یه فوبی تَپَلَطیه اػت{ , , }A a b c پغ ،, ,e d b  ًِمبى حذی هجوَػA.ّؼتٌذ 

 (ۻ۶۳-۲-۲قضیِ )

)یه صیش هجوَػِ اص فوبی تَپَلَطیه  Aفشم وٌیذ  , )X   ،A ی هجوَػِ توبهی ًمبى حذA  دس ایي كَست ثبؿذ 

A A ِدس  یه هجوَػِ ثؼتX  .اػت 

 (ۻ۶۴-۲-۲تعزیف )

)ای اص فوبی تَپَلَطیه  صیش هجوَػِ Aفشم وٌیذ  , )X   .هجوَػِ  ثبؿذA A  وِ ؿبهل اػوبیA  توبهی ًمبى ٍ

 ؿَد. ًـبى دادُ هی Aؿَد ٍ ثب  ًبهیذُ هی Aحذی آى اػت ثؼتبس 

 (ۻ۶۵-۲-۲تعزیف )

)یه صیش هجوَػِ فوبی تَپَلَطیه  Aفشم وٌیذ  , )X   ثبؿذ. گَیینA  دسX  اگش  ّؼتچگبلA X. 

 (ۻ ۶۶-۲-۲هثال )

 ثٌبثشایي تٌْب   اػت )چَى هىول آى ثبص اػت(. ثؼتِ Xپغ ّش صیش هجوَػِ  یه فوبی گؼؼتِ ثبؿذ،  Xفشم وٌیذ 

 ثؼتبس خَدؽ اػت. Xاػت چَى ّش صیش هجوَػِ  Xخَد  Xصیش هجوَػِ چگبل 
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 (ۻ۶۷-۲-۲قضیِ )

)صیش هجوَػِ فوبی تَپَلَطیه  Aفشم وٌیذ  , )X   ،ثبؿذA  دسX  چگبل اػت اگش ٍ تٌْب اگش اؿتشانA ثب ّش 

U  ٍUًبتْی ثبؿذ )یؼٌی ، اگش  Xصیش هجوَػِ ثبص ٍ ًبتْی     ُآًگبA U .) 

 (ۻ۶۸-۲-۲تعزیف )

)فشم وٌیذ  , )X   ٍ یه فوبی تَپَلَطیهN ِای اص  صیش هجوَػ,p X ٌِای دس  ًمN .دس ایي كَست   ثبؿذN  سا 

pٍجَد داؿتِ ثبؿذ وِ  Uی ثبص  گَیٌذ اگش یه هجوَػِ هی pیه ّوؼبیگی اص ًمٌِ  U N  . 

 (ۻ ۶۹-۲-۲هثال )

)فشم وٌیذ  , )X   ٍ یه فوبی تَپَلَطیهN  ٌِیه ّوؼبیگی ًمp .اگش   ثبؿذS ِخَاّی اص ی دل صیش هجوَػX  ثبؿذ

Nثٌَسیىِ  S  ُآًگبS  ًٌِیض یه ّوؼبیگی ًمP .خَاّذ ثَد 

 (ۻۺ۶-۲-۲تعزیف )

)صیش هجوَػِ ًبتْی اص فوبی تَپَلَطیه  Yفشم وٌیذ  , )X  .خبًَادُ   ثبؿذ{ : }Y U Y U   یش اص ص

( اػت ٍ تَػي  Yاػت ٍ آى سا تَپَلَطی صیش فوبیی )یب تَپَلَطی المب ؿذُ ثش سٍی  Y، یه تَپَلَطی ثش سٍی Yّبی  هجوَػِ

)فوبی تَپَلَطیه   ًبهٌذ.  ( هیتَػي  Yالمب ؿذُ ثش سٍی آى سا تَپَلَطی صیش فوبیی )یب تَپَلَطی  , )YY   سا صیش فوبی

( , )X  گَیٌذ. هی 

 (ۻ۷۱-۲-۲هثال )

} فشم وٌیذ , , , , , }X a b c d e fَ { , ,{ },{ , },{ , , },{ , , , , }}X a c d a c d b c d e f    

َ{ , , }Y b c eدر‌ایه‌صُرت‌ , ,{ }Y Y c  یک‌تُپُلُژی‌زیر‌فضا‌بر‌رَی‌‌Y‌.اضت 

 (ۻ۷۲-۲-۲هثال )

}فشم وٌیذ  , , , , }X a b c d e  ،{ , ,{ },{ , },{ , , },{ , , , }}X a c d a c d b c d e    ٍ{ , , }Y a d e 

كَست دس ایي   , ,{ },{ },{ , },{ , }Y Y a d a d d e    یه تَپَلَطی صیش فوب ثش سٍیY .اػت 

 (ۻ۷۳-۲-۲تعزیف )

)فشم وٌیذ  , )X   ٍ( , )Y 1 ًبهٌذ فوبّبی تَپَلَطیه ثبؿٌذ. ایي دٍ فوب سا ّوشیخت هی.  

f:اگش تبثغ  X Y ّبی صیش ٍجَد داؿتِ ثبؿذۺ ثب ٍیظگی 

( )i f  یه ثِ یه ثبؿذ 


