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چͺیده
،g ∈ G هر ازای به هرگاه نامیم TI-زیرگروه را G متناهͬ گروه از H زیرگروه
QTI-زیرگروه را H زیرگروه همچنین باشد. H ∩ Hg = 1 یا H ∩ Hg = H

TI را G متناهͬ گروه .CG(x) ≤ NG(H) ،(1 ̸=)x ∈ H هر ازای به هرگاه نامیم
G گروه همچنین باشد. QTI یا TI آن زیرگروه هر هرگاه نامیم QTI-گروه یا
باشد. QTI-زیرگروه یا TI آن آبلͬ زیرگروه هر هرگاه نامیم AQTI یا ATI را
و متناهͬ AQTI-گروه�های و ATI ،TI مطالعه�ی پایان�نامه این در ما هدف

است. آنها از کاملͬ دسته�بندی همچنین
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مطالب ثفهرست

مقدمه

بدست گروه ساختار خصوص در زیادی اطلاعات گروه ͷی از آبلͬ زیرگروه�های
است آبلͬ G گروه که داد نشان ١٩۵٢ سال در زاسنهاوس مثال طور به مͬ�دهند.

.CG(A) ≤ NG(A) باشیم، داشته G از A آبلͬ زیرگروه هر ازای به اگروتنهااگر
آن آبلͬ زیرگروه هر که G مانند گروه�هایی ٢٠٠١ سال در لͬ شیرانگ همچنین
رده�بندی را مͬ�کنند صدق ،CG(A) ≤ NG(A) یا CG(A) = A شرط، در که A مانند

است. کرده
گروه�هایی رده�بندی متناهͬ، گروه�های رده�بندی در جالب بسیار موضوع ͷی
زیرگروه (یا زیرگروه هر مقطع یعنͬ مͬ�باشند، ATI یا TI آن زیرگروه�های که است
١٩٧٩ سال در والز باشد. زیرگروه همان یا بدیهͬ مزدوج�هایش، با آن آبلͬ)
٢٠٠٠ سال در لͬ شیرانگ و هستند TI آن زیرگروه�های تمام که متناهͬ گروه�های
را هستند TI آنها دوم ماکسیمال زیرگروه�های که غیرپوچتوان متناهͬ گروه�های

کردند. رده�بندی
نرمال�ساز مشمول آن نابدیهͬ عضو هر مرکزساز هرگاه QTIنامیم را یͷزیرگروه
آبلͬ) (زیرگروه زیرگروه هر هرگاه نامیم (AQTI) QTI را G گروه متناظراً باشد. آن

باشد. QTI آن
و لم�ها تعاریف، اول فصل در است. گردیده تشͺیل فصل پنج از پایان�نامه این
شده آورده مͬ�گیرند، قرار استفاده مورد بعد فصول احͺام اثبات در که قضایایی
فصل�های در دارد. اختصاص متناهͬ TI-گروه�های بررسͬ به دوم فصل است.
را متناهͬ ATI-گروه�های و متناهͬ p-گروه�های ،ATI ترتیب به چهارم و سوم
در نهایت در و مͬ�دهیم ارائه گروه�ها این از رده�بندی ͷی و داده قرار مطالعه مورد

مͬ�پردازیم. متناهͬ AQTI-گروه�های بررسͬ به پنجم فصل
مͬ�باشد. ١۵ و ١١ ،١٠ ،۵ منابع بر مبتنͬ پایان�نامه این



١ فصل

مقدماتͬ قضایای و لم�ها تعاریف،

گروه�ها نظریه�ی مقدماتͬ مفاهیم ١.١

طوری به باشند آن از زیرگروه دو K ،H و گروه ͷی G کنیم فرض .١.١.١ قضیه
.K EG صورت این در .K ch H و H EG که

شود. رجوع ٢.١.٢ قضیه ،[۴] به برهان.

باشد. آن از غیرتهͬ زیرمجموعه�ای X و گروه ͷی G کنیم فرض .٢.١.١ تعریف
نامیم X نرمال بستار را X شامل نرمال زیرگروه�های تمام اشتراک صورت این در
زیرگروه�های تمام توسط شده تولید نرمال زیرگروه همچنین مͬ�دهیم. نشان X̄ با و

مͬ�دهیم. نشان CoreG(X) با و نامیم X مغز را Xاند در مشمول که G نرمال
است برابر X̄ صورت این در .H ≤ G Xو ⊆ G باشد، Gیͷگروه فرضکنیم
.CoreG(H) =

∩
g∈G Hg و {g−1xg|x ∈ X, g ∈ G} توسط شده تولید زیرگروه با

داریم: صورت این در .H,K ≤ G و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .٣.١.١ قضیه

بزرگترین NG(H) دیͽر عبارت به ،H ≤ K ≤ NG(H) اگروتنهااگر H EK (i)
اگروتنهااگر H E G بالاخص است. نرمال آن در H که است G زیرگروه

G؛ = NG(H)

١



مقدماتͬ قضایای و لم�ها تعاریف، .١ ٢فصل

NK(H)؛ = NG(H) ∩K آنگاه H ≤ K اگر (ii)

NG(H)؛ ∩NG(K) ≤ NG(H ∩K) (iii)

NG(H؛
x) = NG(H)x آنگاه x ∈ G اگر (iv)

HK؛ ≤ G آنگاه H ≤ NG(K) اگر (v)

CK(H)؛ = CG(H) ∩K آنگاه H ≤ K اگر (vi)

CG(H)؛ ∩ CG(K) ≤ CG(H ∩K) (vii)

.H ≤ CG(H) اگروتنهااگر است آبلͬ H (viii)

شود. رجوع ۵.٣.٢ و ۴.٣.٢ قضایای ،[١٧] به برهان.

در .H ≤ G و باشد گروه ͷی G فرضکنیم (نرمال�ساز-مرکزساز). ۴.١.١ قضیه
صورت این

CG(H)؛ E NG(H) (i)

است. یͺریخت Aut(H) از زیرگروهͬ با NG(H)/CG(H) گروه (ii)

شود. رجوع ۶.٣.٢ قضیه ،[١٧] به برهان.

صورت این در باشد. متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض .۵.١.١ قضیه
G/Z(G) ≇ Q8.

زیرگروه دو دارای Q8 چون .G/Z ∼= Q8 و Z = Z(G) کنیم فرض برهان.
دوری ماکسیمال زیرگروه دو دارای G/Zنیز استپس اندیس2 از دوری ماکسیمال
و ماکسیمال زیرگروه�های H2 و H1 لذا مͬ�باشد. 2 اندیس از H2/Z و H1/Z مانند

همریختͬ اکنون .Z(G) = H1 ∩H2 رو این از بود. خواهند G از آبلͬ نرمال



مقدماتͬ قضایای و لم�ها تعاریف، .١ ٣فصل

G/H1 ∩H2 ↩→ G/H1 ×G/H2,

که باشد 4 حداکثر مرتبه�ی از مقدماتͬ آبلͬ گروه ͷی G/Z که مͬ�شود موجب
است. تناقض

ͷی فقط که طوری به باشد متناهͬ p-گروه ͷی G کنیم فرض .۶.١.١ قضیه
داریم: صورت این در دارد. p مرتبه�ی از زیرگروه

است؛ دوری G ،p > 2 اگر (i)

است. یافته تعمیم کواترنیون یا دوری G ،p = 2 اگر (ii)

شود. رجوع ٣.٨.٢ قضیه ،[٧] به برهان.

که باشد pn مرتبه�ی از غیرآبلͬ متناهͬ p-گروه ͷی G کنیم فرض .٧.١.١ قضیه
صورت: این در است. دوری ماکسیمال زیرگروه ͷی دارای

،q = pn−2 و n ≥ 3 که است زیر نمایش با G ∼= M(pn) آنگاه باشد فرد p اگر (i)
M(pn) = ⟨x, y|xpq = yp = 1, y−1xy = x1+q⟩.

.n ≥ 4 M(2n)که یا و S2n ،Q2n ،D2n با است یͺریخت G آنگاه p = 2 اگر (ii)
،a = 2n−2 و n ≥ 4 آن در استکه صورتزیر به نمایشͬ دارای S2n همچنین

S2n = ⟨x, y|x2a = y2 = 1, y−1xy = x−1+a⟩.

شود. رجوع ۴.۴.١ قضیه ،[١۴] به برهان.

هر ازای به صورت این در باشد. p-گروه ͷی G کنیم فرض .٨.١.١ تعریف
مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را fi(G) و Ωi(G) زیرگروه�های ،i ≥ 0

Ωi(G) = ⟨{g|g ∈ G, gp
i
= 1}⟩, fi(G) = ⟨{gpi |g ∈ G}⟩.

مͬ�دهند. نشان نیز Gp و Gp با ترتیب به را fi(G) و Ωi(G) گروه�های



مقدماتͬ قضایای و لم�ها تعاریف، .١ ۴فصل

زیرگروه ͷی شامل که باشد غیرآبلͬ p-گروه ͷی G کنیم فرض .٩.١.١ قضیه
این در .CG(H) = H که طوری به است pn مرتبه�ی از H مانند دوری نرمال

صورت

ͷی p آن در که است یͺریخت Q8 یا و D8 ،M3(p) با G آنگاه n = 2 اگر (i)
است؛ فرد اول عدد

است: برقرار زیر موارد از ͬͺی آنگاه n > 2 اگر (ii)

است؛ یͺریخت Sn+1 یا و Qn+1 ،Dn+1 گروه�های از ͬͺی با G (a)

.Ω1(M) ch G و M = CG(f1(H)) ∼= Mn+1(p) (b)

شود. رجوع ۵.۴.٨ قضیه ،[۴] به برهان.

عضو هر مرتبه�ی هرگاه گوییم مقدماتͬ Gرا متناهͬ آبلͬ p-گروه تعریف١٠.١.١.
باشد. p اول عدد آن غیرهمانͬ

عدد کوچͺترین صورت این در باشد. گروه ͷی G کنیم فرض .١١.١.١ تعریف
Exp(G) نماد با ،xn = 1 باشیم داشته x ∈ G هر ازای به که را n مثبت و صحیح

.Exp(G) = ∞ نباشد، موجود nای چنین اگر مͬ�دهند. نشان

G زیرگروههای تمام اگر باشد. غیرآبلͬ گروه ͷی G فرضکنیم تعریف١٢.١.١.
مͬ�نامیم. هامیلتونͬ گروه ͷی را G آنگاه باشند نرمال

تمام که طوری به باشد غیرآبلͬ گروه ͷی G فرضکنیم (ددکیند). ١٣.١.١ قضیه
گروه ،Q8 آن در Gکه = Q8×A×B صورت، این در هستند. نرمال آن زیرگروه�های
آبلͬ 2-گروه ͷی B و فرد مرتبه�ی از آبلͬ گروه ͷی A ،8 مرتبه�ی از کواترنیون�ها
زیرگروه هر آنگاه باشد داشته ساختاری چنین G اگر برعکس، مͬ�باشد. مقدماتͬ

است. نرمال G از



مقدماتͬ قضایای و لم�ها تعاریف، .١ ۵فصل

شود. رجوع ٣.٧.١٢ قضیه ،[٧] به برهان.

n = pαn′ و باشد n مرتبه�ی از متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض .١۴.١.١ تعریف
در .p ̸

∣∣∣n′ که است اولͬ عدد p و است نامنفͬ صحیح عدد ͷی α آن در که
مͬ�نامند. G سیلوی p-زیرگروه ͷی را pα مرتبه�ی از G زیرگروه هر صورت این
مͬ�دهند. نشان Sylp(G) نماد با را G سیلوی p-زیرگروه�های همه�ی مجموعه�ی

در که باشد n مرتبه�ی از متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض (سیلو). ١۵.١.١ قضیه
داریم: صورت این در .p ̸

∣∣∣n′ که است اولͬ عدد p و α ≥ 0 ،n = pαn′ آن

دارد؛ سیلو p-زیرگروه ͷی حداقل G (i)

است؛ G سیلوی p-زیرگروه ͷی در مشمول p-زیرگروه هر (ii)

مزدوجند؛ G سیلوی p-زیرگروه دو هر (iii)

است. p پیمانه�ی به 1 همنهشت ،G سیلوی p-زیرگروه�های همه�ی تعداد (iv)

شود. رجوع ٧.١.۴ قضیه ،[١٧] به برهان.

.HEG و باشد متناهͬ Gیͷگروه فرضکنیم فراتینͬ). (استدلال ١۶.١.١ قضیه
.G = NG(P )H آنگاه P ∈ Sylp(H) اگر صورت این در

شود. رجوع ١٢.١.۴ قضیه ،[١٧] به برهان.

G از زیرگروه دو M,N و باشد متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض .١٧.١.١ قضیه
M/N ∈ Sylp(G/N) صورت این در .N ≤ M ≤ G و N EG که طوری به باشند

.P ∈ Sylp(G) آن در که M = PN اگروتنهااگر

شود. رجوع ١٩.١.۴ قضیه ،[١٧] به برهان.



مقدماتͬ قضایای و لم�ها تعاریف، .١ ۶فصل

آن از زیرگروه�هایی Gn، . . . ،G1 و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .١٨.١.١ قضیه
که طوری به باشند

Gi؛ EG ،1 ≤ i ≤ n که i هر ازای به (i)

G؛ = G1 . . . Gn (ii)

.Gi ∩G1 . . . Gi−1Gi+1 . . . Gn = 1 ،1 ≤ i ≤ n که i هر ازای به (iii)

.G ∼= G1 × . . .×Gn صورت این در

شود. رجوع ٢.١.۵ قضیه ،[١٧] به برهان.

در باشد. pn مرتبه�ی از مقدماتͬ آبلͬ p-گروه ͷی G کنیم فرض .١٩.١.١ لم
به دارد وجود n بعد از Zp میدان روی V مانند برداری فضای ͷی صورت این
بعلاوه، است. V برداری فضای جمعͬ گروه V + آن در که ،G ∼= V + که طوری

.Aut(G) ∼= GL(V )

شود. رجوع ٣.٢.۵ لم ،[١٧] به برهان.

را H غیربدیهͬ نرمال زیرگروه باشد. گروه ͷی G کنیم فرض .٢٠.١.١ تعریف
جز به� G نرمال زیرگروه هیچ حاوی H هرگاه گوییم G مینیمال نرمال زیرگروه ͷی
.N = 1 یا N = H آنگاه N ⊆ H و N EG هرگاه دیͽر، عبارت به نباشد. 1 و خود

زیرگروه�های تنها که صورتͬ در گوییم ساده مشخصاً Gرا غیربدیهͬ گروه همچنین
باشند. G و 1 آن مشخص

این در باشد. غیربدیهͬ متناهͬ آبلͬ گروه ͷی G کنیم فرض .٢١.١.١ قضیه
باشد. مقدماتͬ آبلͬ p-گروه اگروتنهااگر است ساده مشخصاً G صورت

شود. رجوع ۴.٢.۵ قضیه ،[١٧] به برهان.
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صورت این در باشد. غیربدیهͬ متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض .٢٢.١.١ قضیه
از متناهͬ تعدادی مستقیم ضرب حاصل به G اگروتنهااگر است ساده مشخصاً G

شود. تجزیه یͺریختند، دوبه�دو که خود ساده زیرگروه�های

شود. رجوع ۵.٢.۵ قضیه ،[١٧] به برهان.

مینیمال نرمال زیرگروه ͷی H اگر باشد. گروه ͷی G فرضکنیم .٢٣.١.١ قضیه
مستقیم ضرب حاصل صورت به یا و مقدماتͬ آبلͬ p-گروه ͷی H آنگاه باشد G

است. اول عدد ͷی p که مͬ�باشد یͺریخت غیرآبلͬ و ساده گروه�های

شود. رجوع ٢.١.۵ قضیه ،[۴] به برهان.

مجموعه�ی باشد. طبیعͬ عددی n و میدان ͷی F کنیم فرض .٢۴.١.١ تعریف
را Fاند در آنها از ͷی هر درایه�های که را n× n معکوس�پذیر ماتریس�های همه�ی
گوییم. (F روی n درجه�ی (از عام خطͬ گروه را آن و داده نمایش GL(n, F ) با
1 برابر آنها از ͷی هر دترمینان ,GL(nکه F ) از اعضایی همه�ی مجموعه�ی همچنین
SL(n, F ) با را آن که ,GL(nمͬ�باشد F ) از زیرگروهͬ است، (F میدان واحد (عضو
F میدان اگر حال نامیم. (F بر n درجه�ی (از خاص خطͬ گروه و داده نمایش
با ترتیب به را SL(n, F ) و GL(n, F ) گروه�های آنگاه |F | = q و باشد متناهͬ

داد. خواهیم نشان SL(n, q) و GL(n, q) علامات
(F بر n درجه�ی (از خاصتصویری خطͬ گروه را SL(n, F )/Z(SL(n, F )) گروه

مͬ�دهند. نشان PSL(n, F ) با را آن و مͬ�نامند

این در باشد. pm مرتبه�ی از مقدماتͬ آبلͬ گروهͬ G کنیم فرض .٢۵.١.١ قضیه
.|Aut(G)| = (pm − pm−1) . . . (pm − 1) بنابراین .Aut(G) ∼= GL(m, p) صورت

شود. رجوع ۵.۴.۶ قضیه ،[١٧] به برهان.
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عضوهای همه�ی کنیم فرض همچنین .G = G′ کنیم فرض .٢۶.١.١ قضیه
CG(x) ،x مانند G از 2 مرتبه�ی عضو هر ازای به و بوده مزدوج ،G از 2 مرتبه�ی

.G ∼= A5 صورت این در باشد. (CG(x) ∼= Z2 × Z2) (2, 2) نوع از آبلͬ

شود. رجوع ۴۶.٣ قضیه ،[۶] به برهان.

زیرگروه اینصورتهر در باشد. p اول عدد از توانͬ q فرضکنیم .٢٧.١.١ قضیه
است. یͺریخت زیر گروه�های از ͬͺی با ،PSL(2, q) از

.d = (2, q−1) آن در زیرگروه�هایشکه و 2(q±1)/d مرتبه�ی از دووجهͬ گروه (i)

-p ͷی Q اگر زیرگروه�هایش. و q(q − 1)/d مرتبه�ی از H مانند گروهͬ (ii)
گروه همچنین ،QEH و بوده مقدماتͬ آبلͬ Q آنگاه باشد H سیلوی زیرگروه

مͬ�باشد. (q − 1)/d مرتبه�ی از دوری ،H/Q قسمتͬ خارج

.A5 یا S4 ،A4 (iii)

.rm = q و p از توانͬ r آن در که PGL(2, r) یا PSL(2, r) (iv)

شود. رجوع ٣.۶.٢۵ قضیه ،[١٣] به برهان.

برقرارند. زیر گزاره�های .٢٨.١.١ قضیه

است. q + 1 و q − 1 مرتبه�ی از دوری زیرگروه�های شامل SL(2, q) (i)

اگر و مقدماتͬ آبلͬ ،SL(2, q) سیلوی 2-زیرگروه هر آنگاه باشد زوج q اگر (ii)
است. یافته تعمیم کواترنیون آن، سیلوی 2-زیرگروه هر آنگاه باشد فرد q

است. حل�ناپذیر SL(2, p) آنگاه باشد اول عدد ͷی p ≥ 5 اگر (iii)

شود. رجوع ٢.٨.٣ قضیه ،[۴] به برهان.
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همچنین .G = G′ که طوری به باشد گروه ͷی G کنیم فرض .٢٩.١.١ قضیه
مرتبه�ی از دووجهͬ گروه ،CG(τ) که باشد 2 مرتبه�ی از عضوی τ ∈ G کنیم فرض
از G ∼= PSL(2, 9) یا 168 مرتبه�ی از G ∼= PSL(2, 7) صورت این در است. 8

است. 360 مرتبه�ی

شود. رجوع ٧.١٠ قضیه ،[٩] به برهان.

غیرآبلͬ گروه ͷی از است عبارت G مینیمال غیرآبلͬ گروه ͷی .٣٠.١.١ تعریف
آبلͬ�اند. آن واقعͬ گروه�های زیر همه�ی که

همه�ی که طوری به باشد غیرآبلͬ متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض .٣١.١.١ قضیه
صورت این در باشند. آبلͬ آن واقعͬ زیرگروه�های

دارد؛ اول عامل دو حداکثر |G| (i)

دیͽری و سیلویGدوری زیرگروه�های از ͬͺی آنگاه نباشد Gیpͷ-گروه اگر (ii)
است. مقدماتͬ آبلͬ و نرمال

شود. رجوع ۵.۴.١١ قضیه ،[١٧] به برهان.

به باشند G از زیرگروه دو K و H و گروه ͷی G کنیم فرض .٣٢.١.١ تعریف
که طوری

H,K؛ EG (i)

H؛ ∩K ≤ Z(G) (ii)

.G = HK (iii)

مͬ�نویسیم و است K و H مرکزی ضرب حاصل ،G گوییم صورت این در

G = H ⋆ K.
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،k طبیعͬ عدد هر ازای به آنگاه باشد فرد اول عدد ͷی p اگر (i) .٣٣.١.١ قضیه
Aut(Zpk)؛ ∼= Zpk−1(p−1)

.Aut(Z2k) ∼= Z2 × Z2k−2 ،k > 1 که k طبیعͬ عدد هر ازای به (ii)

شود. رجوع ۴.۵.۶ قضیه ،[١٧] به برهان.

هرگاه خوانیم منظم را G گروه باشد. یpͷ-گروه G فرضکنیم تعریف١.١.٣۴.
باشیم: داشته x, y ∈ G هر ازای به

xpyp = (xy)p
∏

i di
p,

.di ∈ ⟨x, y⟩′ آن در که

مانند یpͷ-گروه خودریختیهای از منظم گروه ͷی A فرضکنیم .٣۵.١.١ قضیه
کواترنیون یا دوری ،q = 2 ازای Aبه از سیلو q-زیرگروه اینصورتهر در باشد. P

است. دوری ،q > 2 ازای به و است یافته تعمیم

شود. رجوع ۵.۴.١١ قضیه ،[۴] به برهان.

P p-گروه ͷی خودریختیهای از منظم گروه ͷی A کنیم فرض .٣۶.١.١ قضیه
داریم: صورت این در باشد.

است؛ ′p-گروه ͷی A (i)

نیست؛ غیردوری آبلͬ زیرگروه هیچ شامل A (ii)

متمایزند. اول اعداد r و q آن در که است دوری qr مرتبه�ی از A زیرگروه هر (iii)

شود. رجوع ۵.٣.١۴ قضیه ،[۴] به برهان.
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Kزیرگروهͬ و متناهͬ Gگروهͬ فرضکنیم ١ ٣٧.١.١(شور-زاسنهاوس). قضیه
از زیرگروهͬ Gصورت این در .(|G : K|, |K|) = 1 که طوری به باشد آن از نرمال

دارد. |G : K| مرتبه�ی

شود. رجوع ١.٣.٨ قضیه ،[١٧] به برهان.

H گوییم باشد. آن از زیرگروهͬ H و گروه ͷی G کنیم فرض .٣٨.١.١ تعریف
که طوری به باشد موجود K مانند G از زیرگروهͬ هرگاه است مͺمل دارای G در

نامیم. G در H متمم را K ،H ∩K = 1 اگر .G = HK

که باشد G متناهͬ گروه سیلوی p-زیرگروه ͷی P کنیم فرض .٣٩.١.١ قضیه
P اگر صورت این در مͬ�کند. عاد را |G| که است اولͬ عدد کوچͺترین p آن در

دارد. G در نرمال متمم ͷی P باشد، دوری

شود. رجوع ۵.٢.١٢ قضیه ،[١٧] به برهان.

ی2ͷ-زیرگروه دارای نمͬ�تواند غیرآبلͬ متناهͬ ساده�ی گروه ͷی .۴٠.١.١ نتیجه
باشد. دوری سیلوی

شود. رجوع ۶.٢.١٢ نتیجه ،[١٧] به برهان.

عمل X مجموعه�ی بر G گروه کنیم فرض (مدار-پایدارساز). ۴١.١.١ قضیه
مجموعه�ی و OrbG(x) بین ͷی به ͷی تناظری صورت این در .x ∈ X و کند
باشد متناهͬ OrbG(x) اگر بالاخص، دارد. وجود StG(x) همدسته�های همه�ی

داریم: آنگاه
|G : StG(x)| = |OrbG(x)|.

١Schur-Zassenhaus
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شود. رجوع ٢.٣.٢ قضیه ،[١٧] به برهان.

که صورتͬ در کند. عمل X مجموعه�ی بر G گروه کنیم فرض .۴٢.١.١ تعریف
دو هر ازای به دیͽر، عبارت به گوییم. متعدی را عمل باشد، عمل مدار تنها X
.x1g = x2 که طوری به باشد موجود g مانند G از عضوی ،x2 و x1 مانند X عضو

هرگاه مͬ�کند عمل منظم طور به X مجموعه�ی بر G گروه گوییم تعریف۴٣.١.١.
.StG(x) = 1 ،x ∈ X هر ازای به و بوده متعدی عمل این

را عمل این کند. عمل A گروه روی G گروه کنیم فرض .۴۴.١.١ تعریف
باشد. نداشته عمل این تحت پایا زیرگروهͬ A هرگاه گوییم تحویل�ناپذیر

ͷی φ : H −→ Aut(K) و دلخواه گروه دو K و H کنیم فرض .۴۵.١.١ تعریف
مͬ�دهیم). نشان φh با را φ تحت h تصویر ،H از h هر ازای (به باشد. همریختͬ

مͬ�کنیم: تعریف را زیر دوتایی عمل H ×K دکارتͬ ضرب حاصل در
(h1, k1)(h2, k2) = (h1h2, k1φh2k2).

حاصل را گروه این مͬ�دهد. گروه ͷی تشͺیل فوق عمل با H×K مجموعه�ی
نشان K ⋊H علامت با را آن و مͬ�نامند φ عمل تحت K و H نیم�مستقیم ضرب

مͬ�کند. عمل φ تحت K گروه بر H گروه مͬ�گویند اصطلاحاً و مͬ�دهند

که طوری به باشند G گروه از زیرگروه�هایی K و H کنیم فرض .۴۶.١.١ قضیه
.G ∼= K ⋊H صورت این در .H ∩K = 1 و G = HK ،K EG

سیلوی یͷزیرگروه P و متناهͬ Gیͷگروه فرضکنیم ۴٧.١.١(برنساید). قضیه
مانند G در نرمال متمم ͷی P آنگاه P ≤ Z(NG(P )) اگر صورت این در باشد. G

.G = K ⋊ P بنابراین دارد. K
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شود. رجوع ٣.٢.١٢ قضیه ،[١٧] به برهان.

نمایش ͷی Λ : G −→ GL(n, C) و گروه ͷی G کنیم فرض .۴٨.١.١ تعریف
مͬ�کنیم: تعریف g ∈ G هر ازای به باشد. G گروه

χ : G −→ C
g 7−→Tr(Λ(g))

گوییم. Λ نمایش با متناظر سرشت را χ
است. خطͬ χ گوییم آنگاه χ(1) = 1 اگر و نامیم χ سرشت درجه�ی را χ(1)

سرشت دو مجموع صورت به را آن نتوان هرگاه گوییم تحویل�ناپذیر را χ سرشت
مͬ�دهیم. نشان Irr(G) با Gرا مجموعه�یسرشت�هایتحویل�ناپذیر همچنین نوشت.

صورت این در باشد. G از سرشت ͷی χ کنیم فرض .۴٩.١.١ تعریف
Z(χ) = {g ∈ G| |χ(g)| = χ(1)},

Ker(χ) = {g ∈ G| χ(g) = χ(1)}.

Z = Z(χ) مͬ�دهیم قرار باشد. G از سرشت ͷی χ کنیم فرض .۵٠.١.١ قضیه
آن با متناظر سرشت χ که باشد G از نمایشͬ Λ کنیم فرض همچنین .f = χ(1) و

داریم: صورت این در است.

Z؛ = {g ∈ G| ∃ε ∈ C, Λ(g) = εI} (i)

است؛ G از زیرگروهͬ Z (ii)

است؛ Z از خطͬ سرشت ͷی χ که χZ = fλ (iii)

است؛ دوری Z/ kerχ (iv)

/Z؛ kerχ ≤ Z(G/ kerχ) (v)



مقدماتͬ قضایای و لم�ها تعاریف، .١ ١۴فصل

.Z/ kerχ = Z(G/ kerχ) ،χ ∈ Irr(G) اگر (vi)

شود. رجوع ٢.٢٧ قضیه ،[٩] به برهان.

داریم: صورت این در باشد. گروه ͷی G کنیم فرض .۵١.١.١ نتیجه
Z(G) =

∩
χ∈Irr(G) Z(χ).

شود. رجوع ٢.٢٨ نتیجه ،[٩] به برهان.

χ ∈ Irr(G) تحویل�ناپذیر سرشت با گروه ͷی G کنیم فرض .۵٢.١.١ قضیه
.|G : Z(χ)| = χ(1)2 صورت این در است. آبلͬ G/Z(χ) که طوری به باشد

شود. رجوع ٢.٣١ قضیه ،[٩] به برهان.

همچنین است. اول عدد ͷی p آن در که |G′| = p کنیم فرض .۵٣.١.١ قضیه
از χ غیرخطͬ سرشت هر ازای به صورت این در .G′ ≤ Z(G) کنیم فرض

.χ(1)2 = |G : Z(G)| ،Irr(G)

قضیه�ی بنابر رو این از است. آبلͬ G/Z(χ)پس G′ ≤ Z(G) ≤ Z(χ) چون برهان.
نباشد. چنین کنیم فرض .Z(χ) = Z(G) مͬ�کنیم ادعا .|G : Z(χ)| = χ(1)2 ؟؟،
از عضوی پس b ̸∈ Z(G) چون مͬ�کنیم. اختیار را Z(χ)\Z(G) به متعلق b عضو
طرفͬ از x ∈ G′ ⊆ Z(G) نتیجه در x = [a, b] ̸= 1 که است موجود a مانند G

داریم: ؟؟ قضیه�ی از (vi) بند بنابر رو این از G′ = ⟨x⟩ لذا |G′| = p

b kerχ ∈ Z(χ)/ kerχ = Z(G/ kerχ),

G/ kerχ نتیجه در .G′ = ⟨x⟩ ⊆ kerχ رو این از ،x = [a, b] ∈ kerχ بنابراین
درنتیجه و G = Z(χ) یعنͬ Z(χ)/ kerχ = G/ kerχ صورت این در است. آبلͬ

است. فرض با متناقض که χ(1) = 1
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آن از آبلͬ نرمال زیرگروه ͷی A و گروه ͷی G فرضکنیم [ایتو]٢ .۵۴.١.١ قضیه
.χ(1)

∣∣|G : A| ،χ ∈ Irr(G) هر ازای به صورت این در باشد.

شود. رجوع ۶.١۵ قضیه ،[٩] به برهان.

زنجیری ،G نرمال سری ͷی باشد. گروه ͷی G کنیم فرض .۵۵.١.١ تعریف
مانند G نرمال زیرگروه�های از متناهͬ است

1 = G0 ≤ G1 ≤ . . . ≤ Gr = G.

.Gi/Gi−1 ≤ Z(G/Gi−1) ،i هر ازای به هرگاه گوییم مرکزی را فوق سری

نرمال سری صورت این در باشد. گروه ͷی G کنیم فرض .۵۶.١.١ تعریف
1 = G0 ≤ G1 ≤ . . . ≤ Gr = G,

G ،1 ≤ i ≤ r که i هر ازای به که صورتͬ در مͬ�نامیم G اصلͬ سری ͷی را
هر .Gi−1 < Ni < Gi که طوری به باشد نداشته Ni مانند نرمالͬ زیرگروه هیچ

مͬ�نامیم. G اصلͬ عامل ͷی را Gi/Gi−1 خارج�قسمتͬ گروه

صورت این در باشد. اصلͬ سری ͷی دارای G گروه کنیم فرض .۵٧.١.١ قضیه
ساده�اند. مشخص طور به G اصلͬ عامل�های

شود. رجوع ۴.٣.٩ قضیه ،[١٧] به برهان.

پوچتوان گروه�های ٢.١

متناهͬ مرکزی سری ͷی که صورتͬ در نامند پوچتوان را G گروه .١.٢.١ تعریف
باشد. داشته

٢Ito


