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:଒ی਩گا ശত඼່بان඼ෙय़ଘم৤قدৎ

ॺࡗظاتฬبباورরودن،ঁذتوହورداಶඌিن،ࣻسارتऒواಶඋن،
എࠝ࢟ترণیدنو৳مام୓ଘ඼ඹূییൊتاوزশبایز৯دজ࣓م،ॠد৘ون઒अورධසز

آ৩ھا॥ت

৳مام ূࡗજࣱلبا ৎقد৤مଘخاৗوادهସ୍مઍ࡙মوصপنابآ༚یੀय़ندس঴دฮی����زادهభ଒৳مام୓�ଏଷیز৯دਛیو
وओودیاریࢂඟوज़࡭وق঻ندهরود৯دودනෆرସ୍مঈو୉وඥাرঈوऔوॽو৤ماඵෂررضا.



೯دایا...
دනසراসฬଘیداਪی৔وঝ࡭وده�ام،ফنانభ଒ذඟ໊یعاॿم�ඵවرॶଘ࢟ت৔وآॠده�ا�৯د!

آن�दدرБЗرਛی،ਠീ঒଒یوૡঙه�یاণباযشملکঈوچਔیازاملاک৔و॥ت.
೯دایا!

باૼن૸।ن૛ൈঠه�ای... کૡ࢙ه آ඼່یده৔و॥ت،وड़ଦوਠඁඞی৔଒وඵ෕زبا ਖ৶ی�داৣم଒کૡ࢙هراچࢉوৎଡقد৷࢟تدارم،حالآن�଒کૡ࢙ه

گاه੩ࠝ୏وभࢌऒودراग़࠳੩وفਗی�داری৔وانৗوಶඍنభآن�୓جاریਗی�ॴود! ৽଒ৣمఁاୀ
೯دایا!

اण࡬وس଒اଌندॺ࡜و਍یଡঁذت�মࡑشا॥توଡپایدار! داده�ایوماراໆଘرࠥتগଘدॎمانਗی�رسا਩ی،اما اমඟ໋࡜واঘ࣓مॡ଒ط࢖وبدیࢂඟانباত࣓م،৔واণباযشراଘما
ඵහرଌنا॥توپایدار... اমඟ໋࡜واঘ࣓مॡط࢖وب৔وباত࣓م،।ࡈتا॥توଘدیده�اید॥ت�ষیاਣං౮ی،اماآ૛ീ঒هآ૛ീ঒ه اما

೯دایا!
ජ໑اॡط࢖وبऒودඟ໋دانوازرویرॐ࢟توકधلوমࡑࡦش�اتباૼنॠدارا૽ن!

೯دایا!
భآণتاষଡیازوनࡺජکاढ़لऒود१ଘوশࢌروඟ໊ده�اموਗی�داৣم৔଒وਟی�඘අඖھایਟی�ষیازی!

೯دایا!
از৯دا૛তه�৤୓مآن�ଦراਗ଒ی�داৣموਖ৶ی�داৣمو৔وऒوبૡঙଘه�یآن�୓واਊपی،ඇ൚ো࣍م඼່ما...

ଘاঃیدرॐࢡࢵت...



ج

චاری... ণپاس໋�

است. معلم اولین که را خدایی سپاس

امجدی، جعفر دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی�شائبه زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در

در مͬ�باشد ایشان سنگین علمͬ بار نشانگر که متانت و حوصله و صبر با را خود وقت شبانه�روز که

. کنم قدردانͬ و تشͺر داده�اند قرار حقیر اختیار

فرمودند تقبل را پایان�نامه این مشاوره� زحمت که الااسلامͬ شیخ محمود سید دکتر آقای جناب از

دارم. را امتنان کمال

توبچͬ�زادگان ذکیه

١٣٩١ شهریور
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ح مطالب فهرست

۶۴ مراجع



چͺیده

،R = k[x١, . . . , xn] ایهای، جمله چند حلقه از آن یالͬ ایده�آل I(G) رأسو n Gیͷگرافبا فرضکنید

این در مͬ�������������باشد. جنگل ͷی یا درخت ͷی یالͬ ایده�آل ،I کنید فرض باشد. متغیر n با k میدان روی

این که مͬ�دهیم نشان و مͬ��������آوریم بدست {depth (RIt )}t>١ دنبالۀ برای پایینͬ کرانهای نامه پایان

باشد. درخت ͷی G هرگاه است {depth (RIt )}t>١ دنبالۀ ایستایی نقطه پایین، کرانهای

دوبخشͬ. گراف تاب، از آزاد نرمال طور به ایده�����آل، عمق یالͬ، ایده�����������������������آل كلیدی: كلمات

خ



پیشͽفتار

دارد. جابجایی جبر مختلف های شاخه در مهمͬ بسیار نقش ایده�آلها، توانهای رفتار بررسͬ

ایده�آلها، صحیح بستار وابسته، مدرج های حلقه ریس، های حلقه در آنها نقش به توان مͬ مثال بعنوان

کرد. اشاره ایده�آلها توانهای عمق و ایده�آلها مجانبی رفتارهای

بسيار ارتباط که آمده بدست ایده�آلها از برخͬ توانهای خصوص در بسیاری نتایج اخیر سالهای در

ایده�آلها این از ͬͺی دارد. سازی وبهینه ترکیبیات گراف، نظریۀ نظير ریاضͬ های شاخه دیͽر با ͬͺنزدی

نود دهه در [١۵] ٢ واسͺانسیلیوس و [١٧] ١ ویلاریل توسط بار اولین که است گراف یالͬ ایده�آل

است. شده معرفͬ

میدان روی جمله�ایهای چند حلقۀ R = k[x١, x٢, . . . , xn] و بوده رأس n با گراف ͷی G کنید فرض

میشود تولید xixj صورت به جمله�ایهای چند توسط که است ایده�آلͬ ، I(G) ، G یالͬ ایده�آل باشد. k

است. Gگراف از یالͬ xixj آن در که

حلقه جمله�ای تک ایده�آل I ایده�آل آن در tکه مختلف مقادیر برای Rرا
It حلقه عمق [٢] ٣ برادمن

به مقادیر إزای به که کرده ثابت وی است. داده قرار بررسͬ مورد است، R = k[x١, x٢, . . . , xn]

بیشتر n − ℓ (I) عدد از ایستایی مقدار و است ایستا ، {depth (RIt )}t>١ دنباله t بزرگ دلخواه

است. R حلقه مستقل متغیرهای تعداد n و I ايده�آل تحليلͬ بعد ℓ (I) آن در که نیست،

باشد I ایده�آل -مͺولͬ كوهن وابسته مدرج حلقه ͷی R هرگاه که است کرده ثابت [١٠] ۴ هرزق

است. برابر n− ℓ (I) با {depth (RIt )}t>١ دنبالۀ ایستایی مقدار آنگاه
١Villarreal
٢Vasconcelos
٣Brodmann
۴Herzog

د



ذ مطالب فهرست

و وانسͺانسیلیوس ،[١۵] در است. شده بیان کمتری مطالب فوق دنباله پایین کرانهای مورد در اما

از آزاد نرمال بطور آن، یالͬ ایده�آل I و بوده بخشͬ دو گراف ͷی G اگر که داده�اند نشان ویلاریل،

.depth (RIt ) > ١ ،t > ١ هر إزای به آنگاه (Ass (RIt ) = Min
(
R
I

) (یعنͬ باشد تاب

پایین کران تعیین است، جنگل یا درخت ͷی یالͬ ایده�آل I آن در که نامه، پایان این اصلͬ هدف

تنظیم فصل سه در نامه پایان این هدف، این به رسیدن برای مͬ�باشد. {depth (RIt )}t>١ دنبالۀ برای
است. گردیده

مورد بعدی فصلهای در که گراف ونظریۀ جابجایی جبر از مفاهیمͬ و تعاریف ارائه به اول فصل در

کران درخت، ͷی یالͬ ایده�آل عمق بررسͬ ضمن دوم فصل در مͬ�پردازیم. گیرند، مͬ قرار استفاده

با سوم فصل در نهایتا مͬ�شود. ارائه مزبور درخت قطر از استفاده با بحث مورد دنباله برای پایینͬ

حلقه�های عمق برای پایینͬ کران مسیر، ͷی یالͬ ایده�آل توانهای از حاصل های حلقه عمق تعیین

مͬ�آوریم. بدست جنگل ͷی یالͬ ایده�آل از حاصل



١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف

جابجایی جبر از مفاهیمͬ و تعاریف ١.١

قضایای اثبات در که ترکیبیات و گراف نظریه ، جابجایی جبر از مقدماتͬ و مفاهیم فصل، این در

شوند. مͬ فرض یͺدار و جابجایی ها حلقه کلیه شود. مͬ بیان روند، مͬ بͺار اصلͬ

اول ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل را p اول ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل باشد. آن از واقعͬ ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل ͷی I و یͷحلقه R فرضکنید تعریف١.١.١.

مجموعه .I ⊆ q ( p که نباشد موجود q مثل R از اولͬ ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل و I ⊆ p هرگاه مͬ�نامیم I مینیمال

مͬ�دهیم. نمایش Min(I) علامت با را I مینیمال اول ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل�های تمام

،(I : J)، J و I قسمت خارج ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل باشند. R حلقه از ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل�هایی J و I فرضکنید تعریف٢.١.١.

(٠ : J) ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل آنگاه I = ٠ اگر خاص حالت در مͬ�کنیم. تعریف {a ∈ R : aJ ⊆ I} صورت به را

مͬ����دهیم. نشان AnnR (J) با و مͬ�نامیم J پوچساز را

حداقل بطوریͺه باشند R حلقه از ایده�آلهایی (n > ٢) pn ،. . . ،p١ و I کنید فرض .٣.١.١ قضیه

است موجود ای ١ 6 j 6 nاینصورت در .I ⊆
∩n

i=١ pi کنید فرض هستند. اول ها pi از تا n− ٢

.I ⊆ pj که

١



٢ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

شود. مراجعه [١٣] از ۶١.٣ قضیۀ به برهان.

صورت این در باشد. آن از ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آلͬ I و حلقه ͷی R کنید فرض .۴.١.١ لم و تعریف

√
I := {r ∈ R | rn ∈ I که باشد داشته وجود N به متعلق {nای

مͬ�نامیم. I رادیͺال را آن كه است I شامل R از ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آلͬ

شود. مراجعه [١٣] از ۴۶.٣ لم به برهان.

هرگاه: گوئیم اولیه ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل ͷی را R حلقه از q ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل .۵.١.١ تعریف

q ̸= R (i

.b ∈ √
q یا a ∈ q آنگاه ab ∈ q و a, b ∈ R اگر (ii

گوئیم. p-اولیه را q آنگاه ،√q = p و باشد اولیه ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل q اگر

عبارت I اولیه تجزیه باشد. آن از واقعͬ ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل ͷی I و حلقه ͷی R کنید فرض .۶.١.١ تعریف

آن در كه ،I =
n∩

i=١
qi یعنͬ باشد. I با برابر که R اولیه ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل�های از متناهͬ تعداد اشتراک از است

یا یافته کاهش مینیمال اولیه تجزیه را فوق تجزیه است. اولیه ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل ͷی qi ،١ 6 i 6 n هر ازای به

.
n∩

j=١
i ̸=j

qj * qi ،١ 6 i 6 n هر ازای به و باشند R متمایز ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل�های qi√ها هرگاه گوئیم نیافتنͬ کاهش

جملات از هیچͺدام نتوان هرگاه گوئیم یافته کاهش مینیمال تجزیه را I اولیه تجزیه دیͽر، عبارت به

باشد. اولیه تجزیه ͷی دارای I هرگاه گوئیم تجزیه�پذیر را I ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل کرد. حذف را تجزیه آن

اولیه تجزیه ͷی ،I =
n∩

i=١
qi و آن از تجزیه�پذیری ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل I ، حلقه ͷی R فرضکنید تعریف٧.١.١.

اول ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل�های مجموعه را {√q١, . . . ,
√
qn
} عضوی n مجموعه صورت این در باشد. I مینیمال

مͬ�دهیم. نمایش ass(I) با و مͬ�نامیم I به وابسته



٣ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

وابسته اول ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل را p اول ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل باشد، MیRͷ-مدول حلقه، ͷی R فرضکنید تعریف٨.١.١.

.AnnR(m) = p بطوریͺه باشد موجود ٠ ̸= x ∈M هرگاه نامیم مͬ M به

مͬ�دهیم. نمایش AssR(M) نماد با را M به وابسته اول ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل�های مجموعه

pصورت این در .p ∈ Spec(R) و باشد R حلقه از پذیری تجزیه ایده�آل I فرضکنید .٩.١.١ قضیه

تمام بنابراین باشد. ass (I) مجموعۀ در مینیمال عضوی p اگر تنها و اگر است I مینیمال اول ایده�آل

متناهͬ I مینیمال اول ایده�آل�های اینرو از دارند. تعلق ass (I) مجموعۀ به I مینیمال اول ایده�آل�های

.Min(I) ⊆ ass (I) و است

شود. مراجعه [١٣] ٢۴.۴از قضیه به برهان.

این در .p ∈ Spec(R) و باشد R از واقعͬ ایده�آل I و نوتری حلقه ͷی R فرضکنید .١٠.١.١ قضیه

معادل این و p = (I :R a) كه باشد موجود R از a مانند عضوی اگر تنها و اگر p ∈ ass (I) صورت

.p = (٠ :R b) بطوریͺه باشد موجود R
I
از b مانند عضوی اينكه با است

شود. مراجعه [١١] ٢٢.٨از قضیه به برهان.

قبل، قضیه طبق صورت این در باشد. R نوتری حلقۀ از واقعͬ ایده�آل I فرضکنید .١١.١.١ تبصره

p ∈ Ass(
R

In
) اگر ،nمثبت صحیح عدد ازای به همچنین .p ∈ Ass(

R

I
) اگر تنها و اگر p ∈ ass (I)

.a /∈ In آن در که ،p = (In :R a) داریم R از a مانند ناصفری عنصر ازای به آنگاه

در باشد. R حلقۀ از اول ایده�آل ͷی p و R نوتری حلقۀ روی Mمدولͬ فرضکنید .١٢.١.١ نتیجه

.pRp ∈ AssRp(Mp) اگر تنها و اگر p ∈ AssR(M) صورت این

شود. مراجعه [٩] از ۶.٢ قضیۀ نتیجه به برهان.

،nمثبت صحیح عدد هر ازای به اینصورت در باشد. R حلقه از ایده�آلͬ I کنید فرض .١٣.١.١ لم

Min(
R

I
) ⊆ AssR(

R

In
).



۴ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

�کنید فرض .Min(In) =Min(I) ،n مثبت و صحیح عدد هر ازای به مͬ�کنیم ثابت ابتدا برهان.

اینرو از ، In ⊆ p لذا In ⊆ I ،n هر ازای به چون و I ⊆ p تعریف١.١.١ طبق .p ∈ Min (I)

p مͬ�کنیم ادعا .In ⊆ p ١.١.١، تعریف طبق .p ∈ Min (In) مͬ�کنیم فرض حال .p ∈ Min (In)

طوریͺه به دارد وجود p′ مانند R حلقه از اولͬ ایده�آل اینصورت غیر در . است I مینیمال اول ایده�آل

باشد. In مینیمال اول ایده�آل نمͬ�تواند p بنابراین .In ⊆ I ⊆ p′ ⊆ p مͬ�شود نتیجه پس .I ⊆ p′ ⊆ p

قضیۀ طبق .Min (In) = Min (I) نتیجه در .p ∈ Min (I) یعنͬ است. I مینیمال اول ایده�آل p لذا

و ١١.١.١ تبصرۀ به توجه با حال .Min (I) ⊆ Ass (In) بنابراین ، Min (In) ⊆ Ass (In) ،٩.١.١

.Min(
R

I
) ⊆ AssR(

R

In
) ١.١.١ تعریف

باشد. R از ضربی بسته مجموعۀ زیر S و R نوتری حلقۀ روی مدولͬ M کنید فرض .١۴.١.١ لم

صورت این در

AssS−١R(S
−١M) = {−١R | p ∩ S = ∅, p ∈ AssR(M)},

است). S به نسبت R کسرهای حلقۀ دهندۀ نشان S−١R )

شود. مراجعه [١١] از ٣٨.٩ لم به برهان.

کوچͺترین با برابر را ، ht (p)، p ارتفاع Rباشد. حلقه اول ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل ͷی p فرضکنید تعریف١.١.١۵.

مشروط است R اول ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل�های از p٠ ⊂ p١ ⊂ . . . ⊂ pn = p زنجیره�های طول مجموعه بالای کران

مͬ�گیریم. نظر در ∞ را آن اینصورت غیر در باشد. داشته بالا کران کوچͺترین مجموعه این اینکه بر

،ht(I)، I ارتفاع باشد. آن از واقعͬ ایده�آل ͷی I و نوتری حلقه ͷی R فرضکنید تعریف١.١.١۶.

کنیم: مͬ تعریف زیر صورت به را

ht(I) = min{ht(p) | I ⊆ p};

که شود مͬ نتیجه بسادگͬ و

ht(I) = min{ht(p) | p ∈ Min(I)} = min{ht(p) | p ∈ Ass
(
R
I

)
}.



۵ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

از است عبارت ، dimR ، R کرول بˀعد باشد. حلقه ͷی R کنید فرض .١٧.١.١ تعریف

sup {n ∈ N٠ | باشد داشته وجود R اول ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل�های از n طول به ,{زنجیری

تعریف ∞ را آن صورت این غیر در و باشد داشته بالا کران کوچͺترین فوق مجموعه اینکه بر مشروط

مͬ�کنیم.

ماکسیمال ایده�آل متناهͬ تعداد و بوده نوتری هرگاه گویند موضعͬ شبه را R حلقه .١٨.١.١ تعریف

باشد. داشته ماکسیمال ایده�آل ͷی دقیقا و بوده نوتری هرگاه گویند موضعͬ آنرا و باشد. داشته

کسرهای حلقه باشد. S := R \ p و R اول ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل p حلقه، ͷی R فرضکنید .١٩.١.١ لم تعریفو

ماکسیمال ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل با موضعͬ حلقه ͷی ،Rp ،S−١R

pRp := {λ ∈ Rp : λ =
a

s
, a ∈ p , s ∈ S}

مͬ�نامیم. p به نسبت R سازی موضعͬ از حاصل حلقه را حلقه این است.

شود. مراجعه [١٣] از ٢٠.۵ لم به برهان.

مجموعه باشد. یRͷ-مدول M و حلقه ͷی R کنید فرض .٢٠.١.١ تعریف

SuppR(M) := {p ∈ Spec(R) |Mp ̸= ٠}

گوییم. M محمل١ را

برابر ،dim(M)، M بˀعد باشد. R-مدول ͷی M و حلقه ͷی R کنید فرض .٢١.١.١ تعریف

در که است R اول ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل�های از p٠ ⊂ . . . ⊂ pn زنجیره�های طول مجموعه بالای کران کوچͺترین

این غیر در باشد، داشته بالا کران کوچͺترین مجموعه این اینکه بر مشروط ،pi ∈ Supp(M) آن

آنگاه باشد، مولد Mمتناهͬ هرگاه که شود مͬ نتیجه بسادگͬ مͬ�کنیم. تعریف ∞ Mرا بˀعد صورت

Supp(M) = {p ∈ Spec(R) | Ann(M) ⊆ p}

. dim(M) = dim
( R

AnnR(M)

)
نتیجه در

١Support



۶ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

علیه مقسوم ͷی r ∈ R گوئیم باشد. یRͷ-مدول M و حلقه ͷی R کنید فرض .٢٢.١.١ تعریف

همه مجموعه .rm = ٠ بطوریͺه باشد داشته وجود M از mای (̸= ٠) هرگاه است M روی صفر

مͬ�دهیم. نمایش ZdR(M) با را M روی صفر علیه�های مقسوم

باشد. مولد متناهͬ صفر غیر R-مدول ͷی M و نوتری حلقه ͷی R کنید فرض .٢٣.١.١ تعریف

ͷی را an ، . . . ، a١ صورت این در باشند. R حلقه از عناصری an و . . . و a١ کنید فرض همچنین

هرگاه: گوئیم منظم) (M-رشته M-رشته

(a١, . . . , an)M ̸=M (i

ai /∈ ZdR(
M

(a١, . . . , ai−١)M
) ،١ 6 i 6 n هر ازای به (ii

باشد. رانداشته i شرط هرگاه گوییم ضعیف M-رشته ͷرای a١, . . . , an

I و مولد متناهͬ صفر غیر R-مدول ͷی M ، نوتری حلقه ͷی R کنید فرض .٢۴.١.١ تعریف

هرگاه گوئیم I در ماکسیمال M-رشته ͷی را (ai)ni=١ رشته .M ̸= IM بطوریͺه باشد R از ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آلͬ

و (a١, . . . , an) ⊆ I و بوده M-رشته ͷی (a١, . . . , an) ،

I ⊆ ZdR(
M

(a١, . . . , an)M
).

و مولد متناهͬ صفر غیر یRͷ-مدول M ، نوتری حلقه ͷی R کنید فرض .٢۵.١.١ لم و تعریف

عدد این برابرند. هم با I در ماکسیمال M-رشته�های همه طول صورت این در باشد. R از ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آلͬ I

را R روی I درجه آنگاه M = R اگر مͬ�دهیم. نمایش gradMI نماد با و گوئیم M روی I درجه را

مͬ�دهیم. نمایش grad(I) نماد با

در باشد. مولد متناهͬ یRͷ-مدول M و موضعͬ حلقه ͷی (R ,m) کنید فرض .٢۶.١.١ تعریف

مͬ�نامیم. depth(M) را gradM (m) صورت این

صفر غیر مولد متناهͬ MیRͷ−مدول و بوده موضعͬ حلقه (R,m) فرضکنید .٢٧.١.١ قضیه

AssR (M) از p هر برای اینصورت در باشد.



٧ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

depth (M) 6 dim
(
R
p

)
.

شود. مراجعه [١٣] از ٢٩.١۶ قضیه به برهان.

p ∈ مولد متناهͬ صفر غیر R-مدول ͷی M نوتری، حلقه ͷی R کنید فرض .٢٨.١.١ تعریف

p٠ ⊂ p١ ⊂ زنجیرهای طول بالای کران کوچͺترین برابر ،M (p)، p M-بلندی باشد. Supp(M)

هر إزای به همچنین .pn = p و pi ∈ Supp(M) آن در که است R اول ایده�آل�های از p٢ ⊂ . . . ⊂ pn

از است عبارت ،htMI ،I M-بلندی ،IM ̸=M که R از I واقعͬ ایده�آل

min{M (p) | p ∈ Supp(M) , I ⊆ p}.

M مدول باشد. مولد متناهͬ R-مدول ͷی M و نوتری حلقه ͷی R کنید فرض .٢٩.١.١ تعریف

،M ̸= IM که R از I ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل هر ازای به هرگاه گوئیم ٢ کوهن-مͺولͬ یRͷ-مدول را

htM (I) = gradM (I).

M = ٠ هرگاه گوئیم کوهن-مͺولͬ Mرا مدول باشد، موضعͬ یͷحلقه (R ,m) حالتخاصاگر در

.dim(M) = depth(M) یا

صفر غیر کوهن-مͺولͬ R-مدول ͷیM و موضعͬ حلقه ͷی (R ,m) فرضکنید .٣٠.١.١ قضیه

.dim(R/p) = depth(M) ،Ass(M) از p ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل هر ازای به صورت این در باشد.

شود. مراجعه [۴] از قضیه٢.١.٢ به برهان.

نظر در R-مدول بعنوان را R اگر باشد. موضعͬ حلقه ͷی (R ,m) کنید فرض .٣١.١.١ تعریف

مͬ�گوئیم. depth(R) را gradR(m) آنگاه بͽیریم

٢Cohen-Macaulay
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هرگاه گوئیم کوهن-مͺولͬ حلقه ͷی را R باشد. نوتری حلقه ͷی R کنید فرض .٣٢.١.١ تعریف

باشد موضعͬ حلقه ͷی (R,m) اگر خاص، حالت در .ht(I) = grad(I) ،R از I ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل هر ازای به

هرگاه گوئیم کوهن-مͺولͬ حلقه ͷی R آنگاه

dim(R) = depth(R).

گوئیم ٣ ناآمیخته را I باشد. آن از واقعͬ ایده���������������������������������������������������������������������������������������������������������������آل ͷی I و حلقه ͷی R کنید فرض .٣٣.١.١ تعریف

.ht(p) = ht(I) ،Ass(RI ) از p هر ازای به هرگاه

،کوهن-مͺولͬ R اینصورت باشد.در یͺدار جابجایی حلقه ͷی R کنید فرض .٣۴.١.١ قضیه

باشد. ناآمیخته R-رشته ͷی عناصر توسط شده تولید ایده�آل هر اگر وفقط اگر است

شود. مراجعه [١٣] از ١٧.٣ قضیه به برهان.

ایده�آلͬ I و k میدان روی ایها جمله چند حلقه R = k[x١, x٢, . . . , xn] کنید فرض .٣۵.١.١ تبصره

است. ناآمیخته I آنگاه باشد مͺولͬ Rکوهن-
I Rباشد.اگر از

شود. مراجعه [١۶] ١١.٣.١و٣.٢.٢از های گزاره به برهان.

x : x١, . . . , xn و مولد متناهͬ R−مدول ͷی M نوتری، حلقه ͷی R کنید فرض .٣۶.١.١ قضیه

اینصورت: در باشد. M-رشته ͷی

عکس است. کوهن-مͺولͬ نیز M/xM آنگاه باشد کوهن-مͺولͬ مدول −R ͷی M اگر (a)

باشد. موضعͬ حلقه که است برقرار وقتͬ قضیه

R از ضربی بسته مجموعه زير S و کوهن-مͺولͬ مولد متناهͬ مدول -Rͷی M کنید فرض (b)

Mp ،R از p اول ایده�آل هر إزای به و است کوهن-مͺولͬ S−١R اینصورت در باشد.

آنگاه Mp ̸= ٠ اگر است.همچنین کوهن-مͺولͬ

depth (Mp) = gread (p,M) .

٣Unmixed
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آنگاه باشد موضعͬ ای حلقه R اگر بعلاوه

dimM = dimMp + dim M

pM
.

شود. مراجعه [۴] ٢.١.٣از قضیه به برهان.

جبر ریس و مدرج حلقه�های ٢.١

زیر از {Rn}n∈Z خانواده هرگاه گوئیم مدرج -Z را R باشد. حلقه ͷی R فرضکنید تعریف١.٢.١.

؛ بطوریͺه باشند موجود R گروههای

،R =
⊕

n∈ZRn (١

.RnRm ⊆ Rn+m ،n, m ∈ Z هر ازای به (٢

گوئیم. n درجه از همͽن عضو ͷی را Rn از x ناصفر عضو هر

مدول -R ͷی را M باشد. R-مدول ͷی M و Z-مدرج حلقه ͷی R کنید فرض .٢.٢.١ تعریف

بطوریͺه؛ باشند موجود M گروههای زیر از {Mn}n∈Z خانواده هرگاه گوئیم مدرج - Z

،M =
⊕

n∈ZMn (١

.RnMm ⊆Mn+m ،n,m ∈ Z هر ازای به (٢

عنصر ͷی را R حلقۀ از r عنصر بͽیرید. نظر در را R =
⊕

n∈ZRn مدرج حلقۀ .٣.٢.١ تعریف

R همͽن ایده�آل ͷی را I ایده�آل .r ∈ Rn ،n مانند صحیحͬ عدد ازای به هرگاه گویند همͽن

مجموعۀ توسط I معادل طور به یا شود تولید همͽن عناصر از مجموعه�ای توسط هرگاه گویند

شود. تولید ∪n∈Z (I ∩Rn)


